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Ueber  das  vierte  Porisrna  von  Fermat. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ofterdinger  und  Herrn  Rector  Dr.  Piagel 

in  Ulm. 

Vorerinneruog. 

In  der  Gesellschaft  für  Mathematik  und  Naturwissenschaften 
in  Ulm  wurde  von  Unterzeichnetem  ein  Vortrag  über  das  vierte 
Porisrna  von  Fermat  gehalten.  In  einer  der  nächsten  Sitzungen 
hielt  Herr  Rector  Dr.  Nagel  einen  Vortrag  über  denselben  Gegen- 
stand, wobei  er  nachfolgende  Zusätze  entwickelte.  Die  Gesell- 
schaft beschloss  beide  Vorträge  zum  Abdruck  in  das  Archiv  för 
Mathematik  und  Physik  einzuschicken. 

Ulm,  18.  Mai  1866.  Ofterdinger. 

leber  das  vierte  Porhma  von  Fermat  ron  Bern  Dr.  Ludwig 

Felix  Ofterdinger. 

In  Hutton's  Pbilos.  and  Mathem.  Dictionary  Art. 
Circle.  nro.  19.  kommt  ohne  Beweis  nachfolgender  wichtige 
Satz  vor,  welcher  das  vierte  t'orisma  von  Fermat  ist  (P.  Fer- 
mat varia  opera  mathein.  Tolos.  1689.  paer.  118.)  und  von 
dem  Euler(Novi  Comm.Petropol.  tom.  I.  pa  g.  49.)  und  R.  Sim- 
eon (opera  quaedam  reliqua  math.  G  las 1776.  Prop.83.) 
einen  Beweis  geliefert  hat.  (Vergleiche  hierüber:  Porismen 
nach  R.  Siros  on  bearbeitet  u  nd  vermehrt  von  A.  Richter. 
Elbing  1837.  pag.148.)*).   Obschon  dieBeweise  von  Euler  und 

*)  M.  vergl.  auch  Archiv.  Till.  \XVII.  S  116.  -  Tbl.  XXX.  S.  120. 
S.246.  —  Thl.XXXI  S.6I.  S.  S95.  -  TM.  XXXII.  S.  125.  G. 
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Simson  an  Kurze  und  Eleganz  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen, 
so  folgt  hier  doch  ein  von  den  genannten  abweichender  Beweis,  der 
zur  nachfolgenden  Verallgemeinerung  am  bequemsten  sein  möchte. 

Satz  1.    Taf.  I.  Fig.  I.  und  Fig.  2. 

Wenn  man  an  den  Durchmesser  Aß  eines  Kreises 
ein  Rechteck  ABCD  legt,  dessen  Höhe  AD  gleich  ist 
der  Seite  A  E  eines  in  den  kreis  beschriebenen  Qua- 
drats, und  aus  den  Ecken  C  und  D  desselben  nach  ei. 
neni  beliebigen  Punkt  P  des  Umfange»  dieses  Kreises 
gerade  Linien  CP  und  DP  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  M  und  /V  schneiden,  so  ist: 

AM*  +  BW  =  AB*. 

Beweis. 

I.  Es  liege  der  Punkt  P  auf  dem  gegen  CD  concaven  Theil 
des  Umkreises.   Taf.  I.  Fig.  1. 

Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  //  und  durch  den  Punkt  P  auf 
DC  die  Kormalen  FG  und  PRt  welche  letztere  die  AB  in  Q 
schneidet,  und  verbinde  //  und  P  und  ebenso  G  und  P  durch 
gerade  Linien. 

Nun  ist  AM*  +  BM*  =  <2AH*  +  2  HM*  } 

AW  +  BW  =  2AH*+'2HW  )  L,em'  y* 

also  A M* + A W  +  BM* \  BW =  4 Am  +2  HM* \ 2  HW 

=  AB*  +  2HM*  +  »HW. 

Nun  ist  DG  =  GC,  also  NS  =  SM,  also 

HM*  +  HW=z21\S*  +  2HS*t  Eiern.  II.  10, 

also: 

2  HM*  +  2HW  =  41SS*  +  iHS*=  MW  +  4HS*, 

daher: 

1) . . .  AM*  +  AW  +  Ä^i*  +  BW  =        +  MW  +  4  //S*. 

Da  MN:CDz=PQi  PUt  so  ist,  da  BC*  = 
also  2 ßC*  =  2^£»  =        =  CD*  ist: 

=  2PQ*:2PR*  Eiern.  V.  15. 
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also: 

„•2).  MN*:  BC*  =  2PQ*:PR*,  Elera.  V  4. 

Weil  ferner: 

••'fSMSJ*** 

so  ist: 

HS*:BC*=  HQ*:PR*, 

also: 

3)  4  #,$*:  ßC*  =  4        :  PÄ* 

Verbindet  man  nro.  2.  und  nro.  3.,  so  ist  nach  Elera.  V.  24.  u.  4. 

4)  .  .  .   MN*  +  4HS*:2PQ*  +  4HQ*=:BC*:PR*. 
Endlich  ist: 

<  AD  > 

NA  :  DR  =  |       £  :  PÄ  =       :  Ctt, 

also: 

C  /UV*  )  C  DR*  ) 
\BcA\p^Bm'Cm 

=  AN*  f  j?,«*:        f  CR*,  Elera.  V.  12. 

Non  ist  aber: 

DR* -f  CR*  =  2  Z>G*  -f  2  6ß*  Eiern.  II.  tf. 
=  2PW  +  2HQ* 
=  2  PQ»  +  4  //Q*    Eiern.  I.  47. 

Also  hat  man: 

5)  .  .  .  .  BC*:PR*  =  AN*+BM*:2PQ*  +  4HQ* 

Verhindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  hat  man  nach  Klein.  V. 
II.  und  9.  AN*  +  BM*=z  MN*  +  4HS*,  und  nach  nro.  I.: 

AM*  +  AN*  +  BM*  f  BN*  =  AB*  \  MN*  f  4  HS*. 

also: 

AM*\  tfA'2= 
q.  e.  d. 

II.  Es  falle  der  Punkt  P  auf  den  gegen  CD  cnnvexen  Tbeil 
des  Umkreises,  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  fallt  der  Punkt  M  in  die  Ver- 
längerung von  AB. 
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Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  H  und  durch  P  auf  DC  die 
Normalen  GF  und  PQ,  verbinde  P  mit  H  und  G  mit  P  durch 
gerade  Linien,  und  verlängere  letztere,  bis  sie  die  verlängerte  AB 
in  8  trifft. 

Es  ist      AM*  +  BM*  =  1AH*  +  IHM*,  Elem.  11.  10. 
und    ^iV*  +  #iV»  =  24//*  +  2//iV*,    Elem.  II.  9. 

also: 

1)  . . .  AAP+AW+  BM*  -f  ÄiV»  =  AAH*  +  2//J/«  +  IHJS* 

=   AIP  +  AIN*+4IiS*. 

Nun  ist: 

MN:CD  =  PQ:PRf 

also: 
daher: 

2)  .  .  MW:BC*=z2PQ*:PR* 

Ferner  ist: 

also: 

HS*:BC*  =  HQ*:PR*> 

folglich: 

3)  4#S» :        =  4HQ*:PR*. 

Verbindet  man  nro.  3.  mit  nro.  5.,  so  hat  man  nach  Elem.  V.24: 
MN*  +  iHS*  :BC*  =  2PQ*  +  4//Q2:  PR*, 

also: 

4)  .  .  .  MN*  +  iHS*:2PQ*+4HQ*  =  BC*:PR*. 
Endlich  ist: 

AN.DR^^ß^.PR^BM-CR, 

also: 

AN* :  DR*  =  BM* :  CR*. 
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Daher  nach  Eiern.  V.  12: 

Da  nun  Z>#*  +  CÄ*  =  <2DG*  +  2GR*,  Elem.  II.  9 

=  2PW  +  2QH*  =  2/>Q*+  4flQ» 

so  ist: 

5).  .  .  BC*:PQ*  =  AN*  +  Ä;>f* :  2PQ*  +  4 

Verbindet  man  uro.  4.  mit  nro.  5.,  so  ist  nach  Elem.  V.  II.  9: 

nach  nro.  1.  war: 

A  W  f  AN*  +  Z?/V*  +  ZfiV*  =  AB*  +  MV»  +  4//S», 

also 

q.  e.  d. 

1.  Zusatz.  Verlängert  man  DP,  bis  die  Peripherie  in  P* 
zum  zweiten  Mal  geschnitten  wird,  und  zieht  man  CPt  so  ist  nach 
dem  ersten  Fall: 

AB1  =  AM"1  f  BIS*, 
uud  nach  dem  zweiteu  Fall: 

AIP—  AM*  +  BN*; 

also  ist:  m 

AM  =  AM'. 

Ebenso  ist,  wenn  CP  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  p  be- 
gegnet und  Dpn  gezogen  wird: 

AM*  +  Bn*  =  AB*  =  AM*  +  BIS*,  also  Bn  =  BJS. 

2.  Zusatz.  Die  Linie  CP  schneide  die  Linie  Dpn  in  q. 
\)aPCCp=CB*  (Elem.  III.  3fi.)  =  DC.  CG  (ex  const  ),  so  liegen 
die  Punkte  D,  P,  />,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Und 
da  ZJP  —  />/la  (Elem.  HI.  36.)  =  DC.  DG,  so  liegen  auch 
die  Punkte  C,  P,l  Py  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Also 
ist  Winkel  DGP=CPD  und  P'qD  =  P>CP+ qpC  =  PCP 
+  P/>D  =  P>CP+PGD  =  /*CP  +  CP7/)  =  Z>PC,  und  daher  q 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  um  den  Durehmesser  AB* 
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Satz  II.   Taf.  I.  Fig.  3. 

Allgemeiner  Satz. 

Zieht  man  in  einem  Kreis  irgend  eine  Sehne  AB, 
an  ihre  Endpunkte  zwei  gleich  lange  Tangenten  AD 
und  ßC  und  zwar  so  lang,  dass  sie  als  Katheten  eines 
gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreieckes  ange- 
sehen werden  können,  dessen  Hypotenuse  die  Verbin- 
dungslinie DC  sei  (so  dass  also  AD*  \  ßC2  =  DC2 
=  2BC*  =  2AD2,  oder,  wenn  DC  in  G  halbirt  wird,  ßC* 
=  AD1  =  DC.  GC  w  erde);  so  wird,  wenn  man  von  den 
Punkten  D  und  C  an  irgend  einen  Punkt  P  der  Peri- 
pherie gerade  Linien  zieht,  die  Sehne  AB  in  den  Punk- 
ten AI  und  JS  so  geschnitten,  dass  man  hat: 

AB2  =  AM*  +  BW. 

Beweis. 

Man  ziehe  durch  P  die  LK  parallel  Aßt  verbinde  G  und  P 
durch  GP,  welche  die  Aß  in  S  treffe,  errichte  in  G  die  Nor- 
male GF,  welche  die  Peripherie  in  E  und  /'',  die  Aß  in  //  und 
die  LK  in  R  schneide,  alsdann  hat  man: 

AW+ßW=2AlJ*\2MH*) 

AN2  +  BN*  =  IAH2  +2 AMT«  >  Weni- 11  Jj  IU; 

als.»  1) .  .         i  /JA-  I  BM2  +  #/V*  =  AAIF  +  1MH*  \  2iV/>2 

=  .-I/?2  +  *MU2  +  lll\H2 
=  J/i*  +  4/VS*  +  4//S2 
(Eiern  II.  10),  und  weil  DG  =  6'C 

also  1SS=SM: 

=      +  ^//v*  +  4//s*. 


Da: 


so  ist: 


MN.CD  =  PM.CP 
=  7i#:  CA, 


^2!>2^|  =  BK2.CK2 

=  1BK*:WK*t  Eiern.  V.  15. 

also : 

2)  IUN*:BC*  =  BK*:CK*,  Eiern.  V.  4 

Und  da: 

HS:PU=GH:GR 
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so  ist: 

US  :  BC  =  PR  :  CK, 

also: 

HS*:BC*=  PR*:CK*, 

oder: 

3)  AUS* :  BC*  =j=  4PI?«  :  CÄ*. 

Aus  uro. '2.  und  nro.  3.  folgt  nach  Eiern.  V. '24.: 

MW  +  4//S*:  ÄC»  =  WK*  +  4P/P:  CK* 

al*o  ist: 

4)  .         MW\\HS*ilBK*+APR*  =  BC*:CK*. 
Endlich  ist: 

AN:  LP=AD:DL 
=  ÄC:  CK 
=  fl/tf :  PK, 

also: 

AN*:LP*  =  BM*:PK* 

=  JiVH  BN*:  Ll"  +  PK*  Eiern.  V.  17, 

oder: 

5)  .  .  .  .  BC*:CK*=  AN*  +  BM*:LP*  +  PK* 
Verbindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  ist : 

M1S*  +  4US* :  2BK*  +  4PR2  =  AN*  +  BN*:  Li»  +  PK9. 
Es  ist  aber: 

ilBK*  +  4PR*  =  i2LP.PK  +  4PR*>  Eiern.  III.  36. 
=  2LP.  PK+2PR2  +  2PR2 
=  *PK*YIPR*,  Eiern.  II.  5. 
=  LP*  +  PK*t  Eiern.  II.  9  , 

folglich  : 

üf  iV*  +  4#S*  =  42V*  +  MI*  Eiern.  V.  9., 
mitbin  nach  nro.  I: 

AM*  +  BN*=  AB*. 
q.  e.  d. 

Satz  III.   Taf.  I.  Fig.  4. 
Orts-Satz. 
Es  sei  nMb  irgend  eine  Curve,  welche  von  der  ge- 
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raden  Linie  DE  geschnitten,  die  in  F  halbirt  werde 
(also  Z>F=  FE);  es  sei  ferner  in  F  die  Normale  FC  und 
durch  C  die  geradeLinie  GH  parallel  mit  DE  gezogen, 
dann  auf  GH  zwei  Punkte  A  und  B  gleich  weit  von  C 
angenommen,  also  AC  =:  CB ,  und  von  A  und  B  an  ir- 
gend einen  Punkt  M  der  Curve  geradeLinien  gezogen, 
welche  die  DE  in  E  und  S  schneiden,  so  ist,  wenn 


wo  k  eine  Constante  bezeichnet,  die  Curve  ein  Kegel- 
schnitt. 


Man  vollende  das  Rechteck  DEGH,  ziehe  Tt  und  St  par- 
allel mit  DG,  setze  AC  =  CB=ct,  DF  =  FE  =  ß,  CF=y; 
ziehe  femer  MP  senkrecht  auf  GHt  welche  die  DE  in  Q  schneidet ; 
ziehe  AQ,  welche  die  verlängerte  CF  in  O  trifft,  setze  endlich 


E 7*  +  DS*  =  2*» 


Beweis. 


CP  =  *  und  PM=y. 
üa 


oder: 


so  ist: 


und  da 


PM :  PB  =  «5  :  Bs 


oder : 


y  \  tt+x  —  yi  Bs, 


so  ist: 


Bs 


Daher: 


also: 
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<>ET*+DS*  )  2y («  +  #(«-*)  yi(«-g)» 

f>  2**  J  -     («+P)  y  +  ^5  

also : 
daher: 

*V  =  («  +  /5)ay*-2a(«  +  j3)Xy  +  y*(«,  +  a:»), 

also: 

0  =  {(«+/J)a-Ä*}^-.2«(«  +  0)yy 
eine  Gleichung  för  einen  Kegelschnitt 
Wäre: 

so  wäre: 
daher : 

eioe  Gleichung  für  einen  Kreis. 

Da  hiernach,  wenn  O  dieses  Kreises  Mittelpunkt  ist, 

CO  =  ^±0 
y 

und 


so  ist: 


y 


ferner  ist  dieses  Kreises  Halbmesser 


folglich  : 
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=  a*  +  l>aß  -  y*  =  («  +  ß)*  -  ß*  -  y*  =     -  0*, 
+  =  y*  (ex  hyp.) 

also : 

4Fa*  =  a6*  =  4Aa-4|32. 

Soll  nun  ab*  =  2A*  sein,  so  muss  sein : 

2/<9  =  4Ä*— 40* 

also : 

2/3*  =  A* 

Fällt  »1er  Punkt  ytf  mit  a  zusammen,  so  muss  sein: 
En«  +  Da2  =  2A*, 

also : 

20F*  f  2Fa*  =  2Ara, 
/)F*  +  Fa*  =  A* 

Fa2  =  W—ß2, 

wie  olien. 

Wenn  (a  +  j3)2  =  Ä*,  so  folgt  aus  der  allgemeinen  Gleichung : 
0  =  -  2a(a  +  ß)  yy  +  «*y2  +  y*ar* 
_  y*^a*J-*  *)  _  y(«2-r-.r2) 

#  —  2c (a  +  ß)y  ~  2a(«+|J) ' 

<nler: 

2«(or-f  ff)  ay        _  2 

eine  Gleichung  für  eine  Parabel,  deren  Axe  CO  ist,  und  deren 
Scheitel  von  C  absteht  um 

ay 

Wenn  («  +  £)*  —  A*  nicht  =0  ist,  so  bat  man: 
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~7  i  [(«  +  -  **  i 

welche  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  zugehört,  je 
nachdem  (a  +  |S)4  grösser  oder  kleiner  als  k*  ist. 


lasätir    zutu   vierten  Porisraa    reo   rerraat    von    Herrn  Rertor 

Dr.  Christian  Heinrich  Nagel. 

j.  1.   Allgemeiner  Satz  A.   (Taf.  I.  Fig.  5.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  eines  beliebigen 
Dreiecks  ABC  ein  beliebiges  Parallelogramm  BCDE 
beschreibt,  und  von  de  n  Ecken  D  und  E  desselben  nach 
der  HC  gegenüberliegenden  Winkelspitze  A  die  Ge- 
raden AE,  AD  zieht,  «eiche  BC  in  F  und  G  schneiden, 
so  bilden  die  durch  F  und  G  mit  BE  gezogeneu  Paral- 
lelen FH,  GK  die  Seiten  eines  Parallelogramms  FGKti, 
M  eiches  dem  Parallelogramme  BCDE  ähnlich  ist. 

B  e  w  e  i  s. 

BE  :  FH  ==  AE  :  AF  z=  AD  :  AG  =  CD :  GK.  Nun  ist  BE 
=  CO;  also  auch  F/i  =  GK;  aber  auch  FH  ||  ||  BE,  also 
ist  FGKH  ein  Parallelogramm,  und  zwar  ist  es  gleichwinklig  mit 
BCDE.  Nun  ist  ED :  FC  =  AE  iAF  =  BE  :  /JF;  also  sind 
die  Seiten  beider  Parallelogramme  proportionirt ;  folglich  sind 
beide  Parallelogramme  einander  ähnlich. 

§.  2.   1.  Lehrsatz.   (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  BC  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ^BCein  Qoadrat  BCDE  beschreibt, 
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und  die  Spitze  des  rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken 
E  and  D  des  Quadrats  verbindet,  so  wird  die  Hypo- 
tenuse BC  dadurch  in  F  und  G  so  geschnitten,  dass 
FG*=  BF. CG  ist,  oder  dass  das  mittlere  Stuck  die  mitt- 
lere Proportionale  ist  zwischen  beiden  äasserenS  tue ken. 

Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  nnd  G  die  Perpendikel  FH  und  Gtf 
und  ziehe  HKy  so  folj»t  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  1.),  dass 
FGKH  oo  BCDE,  also  ein  Quadrat  ist.  Nun  ist  A  ^»  cv> 
A  ATGC  (weil  beide  rechtwinklig  und  HBF  =  9W-KCG  =  CKG 
ist);  daher  ist  BFiGK  =  F//:  CG;  aber  GK=  FH=  FG,  also 
ist  BF:  FG  .  CG,  und  daher  FG*  =  ÄF. CG. 

§.  3.   ».  Lehrsatz.   (Tat  I.  Fig.  6.) 

Macht  man  die  Construction  des  ersten  Lehrsatzes 
($.2.),  so  ist  BG*  +  CF*  =  ßC4— FG*. 

Beweis. 

/?G*  +  CF*  =  BG*+CG*+FG*+2CG.FG 

=  J?G*  +  CG*  +  Z?F.  CG+2CG.  FG  (Lehrsatz  I.  §  2.) 
=  BG*  +  CG2  +  2  BF.  CG  +  2  CG .  FG—FG* 
=  #G*+  CG2  +  (>CG.  {BF+FG)-FG* 
=  BG2+CG*  +  1CG.BG—FG* 
=  BC*-FG*. 

§.  4.   8.  Lehrsatz.   (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  Z?C  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  /1#C  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt, 
dessen  andere  Seite  BE  gleich  der  Kathete  BL  des 
überBCals  Hypotenuse  beschriebenen  gleichschenk- 
lig-rechtwinkligen Dreiecks  ist,  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  FG2  —  2BF.CG 
ist,  oder  dass  das  mittlere  Stück  die  mittlere  Propor- 
tionale ist  zwischen  einem  der  beiden  äusseren  St  fleke 
und  dem  Doppelten  des  anderen  Stficks. 

Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  und  G  die  Perpendikel  FH  und  GK 
und  ziehe  HK,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  1.),  dass 
FGKH  cv>  BCDEt  also  auch  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten 
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sieb  verhalten  wie  V2:l.  Nun  ist  A  BFH  oo  A  JTGC  (weil 
beide  rechtwinklig  und  HBF =  90*  —  KCG  =  CKG  ist);  daher 
ist  ÄF:  Gff  =  F#:  CG,  also  GK.FH  —  FH*  =  /?F.  CG.  Aber 
FG*  =  2FH*;  also  ist  FG*  =  '2BF.CG,  oder:  2BF.FG.CG 
(oder  auch  BF1FG1ICG). 

{.  5.  4.  fcehraAtz.   (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Macht  man  die  Constrnction  des  vorigen  Lehr- 
satzes, so  ist  BG*+CF*=zBC*. 

Beweis. 

B  GH  CF*  =  B  G*  +  CG»  +  FG*  +  2  CG .  FG 

=  #G*  +  CG*  +  2ßF. CG  +  WG.FG  (Lehrsatz 3.  §.  4.) 
=  BG*  +  CG*+  2  CG.  (J?F  +  FG) 
=:BG*  +  CG*  +  WG.BG 
=  2fC* 

5.6.    Anderer  Beweis  des  4.Lehrsatzes  in  §. 

(Taf.  II.  Fig.  8 ) 

Zieht  man  BH  und  CK,  so  ist: 

Z?G*  =  BH*  —  GH*  =  AB*+AH*—IFG* 

(da  FGHK  co  BODE,  also  FG»  =  2G//*) 
CF»  =  CA'*  —  FÄ*  =  i4C*  I-  AK*—\FG't. 


BG*  +  CF*  —  AB*+AC*+AH*+AK*-FG* 

=    C»         +  KH*-FG* 
=  BC* 

Zusatz  1.   Zieht  man  £G  und  Z)F,  so  ist: 

EG*  =  Z?G*  +  ÄE*  =  BG*  +  iÄC 
DF*=CF*+CD*  =  CF*  +  jBC* 

also   EG*  +  DF*  *=  BG*  +  CF*  +  BC* 

=zBC*+BC* 
=  2BC* 

Zusatz  2.   Folglich  ist  EG*  + DF*=2(BG*  +  CF*). 

Zusatz  3.  Verlängert  man  AB  und  i4C,  bis  sie  die  Ver- 
längerungen von  DE  in  L  und  itf  schneiden,  so  ist  wieder  A  BEL 
<S>  A  C/>ilf  (weil  ELB  =  90°— DMC~  MCD  ist) ;  also  ist  £L: 
CD  =  EB.DM,  und  daher  EL.  DM  =  JEB.C0  =  #£*  =  *ÄC» 

Zusatz  4.   Es  ist  daher  EL. DM  =  J(£G*  +  CF*). 

Zusatz  5.    Denkt  man  sich   unterhalb  LM  ein  Rechteck 
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LMNO  construirt,  bei  welchem  wieder  LO*  =  MN*=\LM*  ist, 
oder  (was  einerlei  ist)  welches  dem  Rechtecke  BCDE  ähnlich 
ist,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  AE  verlängert  durch  O,  und  AD 
durch  JV  gehen  muss.    Denn  es  ist  AB.AL  =  BC.LM,  also 

=  \T<2BE*:  V'2EÜ*  =  BEV2  .  LOW  =  BExLO,  und  daher, 
weil  BE  II  LO  ist,  so  ist  A  ABEc^>  \ALO,  also  LAE  =  LAG; 
folglich  fallen  AE  und  AO  aufeinander. 

Zusatz  6.  Es  ist  daher  auch  LD*+  ME*  —  LM*;  OD* 
+  NE*  =  2LB*  =  2(LM*  +  ME*)  u.  s.  w. 

§.  6.  5.  Allgemeinerer  Lehrsatz  (von  dem  die  Lehr- 
sätze 2.  §.3.  n.  4.  §.5.  besondere  Fülle  sind).  (Taf.  II. Fig. 8.) 

Wenn  man  auf  der>H y potenuse  BC  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BODE  beschreibt, 
dessen  andere  Seite  BE  =  nBC  ist  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  BG*+CF*z=i  BC* 
+  (l-2n*)FG*  ist. 

B  e  w  e  i  s. 

Construirt  man  wieder  das  Rechteck  FGHK,  so  ist  FGHK 
00  BCDE  (§1),  also  FK  =  GH  =  nFG.  Zieht  man  BN 
und  CK,  so  ist: 

BG'L  =  BR*—  GH2  =  AB*+AH*-GH* 
CF*  =  CK*  -  FK*  =  AC*\  AK*-  FK* 

BG*  +  CF*=z  AB*  +  AC*  +  AH*  +  A K*—2FK* 
=  BC*+  FG*  —  2n*.  FG* 
=  BC*+{\  —  2n*)FG*. 

Zusatz  1.    Zieht  man  wieder  EG  und  DFt  so  ist: 

EG*=BG*+BE*=  BG*+n* .  BC* 
DF*=CF*  +  CD*=CF*\n*.  BC* 

EG**+DF*=BG*+CF*+<2n*.  BC*=ßC*+2n*.  BC*+  (1-2m«)  FG* 
=(  1  +  2w»)  B  C* + ( I  -'In*)  FG*. 

Zusatz  2.  Ist  n  =  I,  d.h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.2.,  so  ist  BG*  +  CF*  =  BC*  +  (1-2)  FG*  =  BC*  -  FG* 
(wie  J.3.)  und  EG*  +  DF*  =  ZBC*-FG*. 

Zusatz  3.  Ist  n=  Vi,  d.  h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.  4.,  so  ist  BG*+  CF*=BC*  +  (l—2.i)FG*  =  BC*,  und  EG* 
+  Z)F»  =  2ßC*  (wie  §.5.  und  §.6.  Zus.l.). 
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Zusatz  4.  Auch  im  allgemeinen  Falle  ist  £  BFKco \CGH. 
also  Z?F: FK  =  oder  BF:nFG:CG,  oder  nFG  die  mitt- 

lere Proportionale  zwischen  BF  und  CG;  woraus  sich  §.2.  und 
§.  4.  ergiebt. 

Zusatz  5.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Zusätze  3—6 
in  §.  6.  verallgemeineren. 

§.  7.   Allgemeiner  Sats  B.    (Taf.  II.  Fig.  9.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  eines  beliebigen  Drei- 
ecks ABC  ein  beliebige*  gleichseitiges  Trapez  BCDE 
beschreibt  und  von  den  Ecken  D  und  E  desselben  nach 
der  BC  gegenüberliegenden  Winkelspitze  A  die  Ge- 
raden AE  und  AD  zieht,  welche  BC  in  F  und  G  schnei- 
den, so  bilden  die  durch  F  und  G  mit  den  zunächst 
liegenden  nichtparallelen  Seiten  desTrapezes  parallel 
gezogenen  geraden  Linien,  FH  \\  BE  und  GK  ||  CD,  die 
nichtparallelen  Seiten  eines  zweiten  gleichseitigen 
Trapezes  FGKH,  welches  dem  Trapeze  BCDE  ähnlich 
ist. 

B  e  w  e  i  s. 

BE:FH=AE:AF=AD:AG=CD:GK.  Nun  ist  BE  = 
CD,  also  ist  auch  FH  =  GK.  Ferner  ist  AB:AH  =  AE.AF 
=  AD:  AG  =  AC:AK\  daher  i«t  HK  \\  BC.  Mithin  ist  FGKH 
ein  Trapez,  und  zwar  ein  gleichzeitiges,  weil  FH  =  GK  ist.  Da 
ferner  die  Seiten  von  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  parallel  sind, 
so  sind  beide  Trapeze  gleichwinklig.  Endlich  ist  HK:BC=AH 
:AB  =  HF:  BE  =  AF:  AE  =  FG :  DE ;  folglich  sind  die  Seiten 
von  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  proportionirt.  Mithin  sind 
beide  Trapeze  ähnlich. 

§.  8.   Aufgrabe.   (Taf.  II.  Fig.  10.) 

Ein  gteic hs ei  tiges  Trapez  zu  const ruiren,  von  wel 
ehern  gegeben  sind  eine  der  beiden  parallelen  Seitei 
=  a,  die   derselben   anliegenden  Winkel  =«  und  das 
Verhältnis»  jeder  nichtparallelen  Seite  zur  zweiten 
parallelen  Seite  =  o:c. 

Construction. 

Mache  AB=a;  an  AB  lege  in  A  und  B  zwei  Winkel  =  a, 
verlängere  den  Schenkel  des  einen,  z.  B.  des  an  B  liegenden.  Ober 
B  hinaus  nach  C,  auf  BC  schneide  BD  =  b  und  auf  BA  ebenso 
ß£=c  ab,  ziehe  DE  und  durch  B  eine  Parallele  mit  DE,  bis 
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sie  den  Schenkel  des  an  A  liegenden  Winkels  in  F  trifft;  durch 
F  ziehe  FG  \\  AB,  bis  es  den  Schenkel  des  an  B  liegenden 
Winkels  in  G  trifft,  so  ist  ABGF  das  verlangte  Trapez. 

Beweis. 

Aß  =  n;  zieht  man  ferner  durch  B  eine  Parallele  BH  mit 
AF,  so  ist,  weil  FAß  =  GBA  =  a  ist,  auch  AFG  =s  #GF; 
aber  AFG  =  BUG;  also  auch  BBG  =  BGB,  und  daher  #G 
=  tf#;  aber  BH  —  AF,  weil  ;*B#F  ein  Parallelogramm  ist; 
mithin  ist  auch  BG  =  AF,  oder  ABGF  gleichseitig.  Endlich 
ist  BGF-DBE,  weil  FG  ||  J&F  ist,  und  GBF=BDE,  weil 
ÄFH  DE  ist;  also  ist  A  BGFco  A  und  daher  BGiFO 

=  DB.BE  =  b.c. 

{.  9.    e.  Lehrsatz.    (Taf.  U.  Fig.  11.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  AB  eines  Dreiecks  JBC 
ein  gleichseitiges  Trapez  ABDE,  von  welchem  AB  die 
eine  der  parallelen  Seiten  ist,  und  jede  der  nicht  paral- 
lel enSeitenzurzw  ei  tenparallelens  ich  \v  i  e  m:  n  ver  h  ä  1 1, 
so  construirt,  dass  die  an  A  und  B  liegenden  Winkel 
gleich  dem  der  Seite  AB  gegenüberliegenden  Drei- 
eckswinkel  AGB  sind,  so  theilendie  Verbindungslinien 
der  Winkelspitze  C  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Ecken 
D  und  E  des  Trapezes  ABDE  die  Seite  AB  des  Drei- 
ecks in  Fund  G  so  in  drei  Tbeile,  dass  das  Rechteck 

AF.BG  aus  den  beiden  äusseren  Theiien  das  -«fache 

vom  Quadrate  des  mittleren  Theiles  FG  ist,  d.  h.  es  ie  t 

AF.BG  =  ^FG*. 

Beweis. 

Durch  F  und  G  ziehe  FH  \\  AE  und  GR  \\  DB,  und  ziehe 
HK,  so  ist  FGKH  <x>  EBBA  (s.  den  allgemeinen  Satz  B),  also  da 

AE:ED  =  m:n,  oder  AE  =  —  FD  ist,  so  ist  auch  F//  =  -FG. 

W  fft 

Nun  ist  AFH-EAB  (weil  F//  ||  ^F  ist)  =  (e.  c.)  und 

HAFzzz  CAB;  also  ist  A  AFH  CO  &  AGB.  Auf  gleiche  Weise 
wird  gezeigt,  dass  A  ÄGA"  oo  A  ^CÄ  ist;  folglich  ist  A  ^F// 
<X>  &BGK  und  daher  AF:FH  =  GK:GB,  oder,  weil  FH—GK 

ist,  AF:FH:GB,  also  AF.BG  =  Füf»  =  ^  FG*. 

Zusatz  1.   Ist  m  =  n,  d.h.  wird  das  Trapez  ABDE  so 
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coostroirt,  das»  die  drei  Seiten  AE,  BD,  ED  einander  gleich 

m  1 

werden,  so  ist  auch  FH  =  FG,  oder  -  =  y.     Daher  ist  auch 

AF.BG  =  FG*,  oder  FG  ist  die  mittlere  Proporttonale  «wischen 
AF  nnd  BG. 

Zusatz  2.  Ist  ACB  =  90°,  also  auch  BAE  =  ABD=  ACB 
—  90°,  so  geht  ABDE  in  ein  Rechteck  Aber.  Wenn  zugleich 
AE  =z  BD  ED,  also  ABDE  ein  Quadrat  ist,  so  ist  (Lehrsatz 
1.  §.  2.)  FG  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AF  und  BG. 
Lehrsatz  1.  $.2.  ist  also  ein  besonderer  Fall  von  Lehrsatz  6. 
Zusatz  1. 

Zusatz  3.  Verhält  sich  AE :  DE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale  desselben,  also  min  =  1:  V2,  so  ist  AF .  BG 
=z\FG*  oder*  FG*  =  2AF.BG. 

Zusatz  4.  Ist  dabei  wieder  ACB  =  9&>,  also  ABDE  ein 
Rechteck,  so  erscheint  Lehrsatz  3.  §.  4.  als  besonderer  Fall  von 
Lehrsatz  6.  Zusatz  3. 

§.  10.    1.  Lehrsatz.    (Taf.  II.  Fig.  11.) 
Bleibt  Alles   wie    im  vorigen  Lehrsatze,   so  ist 

MI* 

immer  AG1  +  BF*=z  AB*  +  (1—  2  -JFG*. 

Beweis. 

AG*  +  BF*  =  AG*  +  (BG+  FG)* 

=  AG*  f  BG*  +  FG*+<IBG  .FG 

=  AG*+BG*+(2BG.(AG-AF,  +  FG* 

=  AG*  +  BG*  +  2BG.AG—2BG.AF+  FG* 

=  MG  -f  ßG0*-2^.FG*+FG»  (Lehrs.6.§.9.) 


»i1 

=  ^  +  (1-2-^)^. 


Zusatz  1.  Ist  wieder  m  =  n,  oder  AE  =  BD  =  ED,  so  ist 
,*G"*+  BF*  =  AB*—FG*. 

Zusatz  2.  Ist  zugleich  ACB=W\  also  i*£/)£  wieder 
ein  Rechteck,  so  erhalt  man  Lehrsatz  2.  §.  3.  als  besonderen  Fall 
von  Lehrsatz  7.  Zusatz  1. 

Zusatz  3.  Verhält  sich  AE.DE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats  zur  Diagonale  desselben,  also  m:w=l:V2,  so  ist 
AG*  +  BF*  =  AB*. 

Zusatz  4.    l»t  dabei  zugleich  A CB  —  90°,  also  ABDE  wie- 
Tb.it  XLVI.  '2 
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der  ein  Rechteck,  so  erhält  mao  Lehrsati  4.  §.  5.  als  besonderen 
Fall  von  Lehrsatz  7.  Zusatz^. 

Zusatz  5.  Beschreibt  man  einen  Kreis v  von  welchem  AB 
Chorde  und  AE,  also  auch  BD,  Tangente  ist,  so  geht  dieser 
Kreis  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC,  und  das  Trapez 
ABDE  gebort  auch  zu  jedem  anderen  über  AB  als  Grundlinie 
beschriebenen  Dreiecke,  dessen  Spitze  auf  der  Peripherie  des 
Kreisabschnittes  ACB  liegt,  da  der  Winkel  dieses  Kreisabschnitts 
konstant  =  ACB,  also  auch  =  BAE  ist.  Dadurch  geht  der  vor- 
anstehende Zusatz  4.  in  Satz  I.  und  Zusatz  3.  in  Satz  II.  von 
Herrn  Professor  Ofterdiuger  über,  welche  also  beide  beson- 
dere Fälle  des  7.  Lehrsatzes  sind.  Ebenso  Hessen  sich  durch 
Zusatz  1.  u.  2.  zwei  analoge  Porisroata  wie  Satz  I.  und  II.  ableiten 
für  den  Fall,  dass  m  =n,  oder  dass  AE  =  BD  =  CD  wird. 

Zusatz  6.  (Taf.  IL  Fig.  IL).  Verlängert  man  CA  und  CB, 
bis  sie  die  Verlängerungen  von  DE  in  L  und  M  schneiden, 
so  ergibt  sich  leicht,  dass  &AEL  cv>  A  BFA  und  &BDM  co 
\CGB  ist;  mithin  ist  auch  &  AEL  oo  &BDM,  und  daher 
LE-.BD  =  AE\DMt  oder,  weil  AE  =  BD  ist,  LE\AE\DM. 
Daher  ist  AE  mittlere  Proportionale  zwischen  LE  und  DM,  also 

AE*  =  LE.DM.    Aber  ^£*=  ^  ED»;  folglich  ist  auch  hier 
m* 

LE.DM  =  — «  ED9 ,    woraus  sich   wieder  für  die  besonderen 

n 

Fälle,  dass  m:n  =  1:1,  oder  m:n  =  1:V2,  und  ebenso  dass 
ACB  =  90°  ist,  besondere  Sätze  ergeben. 

Zusatz  7.  Auch  ergibt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  in 
§.  6.  Zusatz  5,  dass,  wenn  man  auf  LM  ein  gleichseitiges  Tra- 
pez konstruirt,  welches  dem  Trapeze  ABDE  und  dem  Trapeze 
HKiiF  ähnlich  ist,  die  Verlängerungen  von  CE  und  CD  durch 
die  Winkelspitzen  dieses  Trapezes  geben  müssen,  und  so  fort  in 
infinitum. 

Schlussbemerkung. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  bisherigen  Sätze  sämmtlich  auch 
in  der  Form  von  geometrischen  Oertern  ausgesprochen  werden 
können,  z.B.:  „Wenn  in  einem  gleichseitigen  Trapeze 
die  eine  der  parallelen  Seiten  gleich  jeder  der  nicht- 
parallelen  ist,  so  ist  ein  über  der  zweiten  parallelen 
Seiteso  beschriebener  Kreisabschnitt,  dass  jede  nicht- 
parallele Seite  Tangente  an  denselben  ist,  der  geome- 
trische Ort  für  die  Spitzen  aller  über  der  ersten  Paral- 
lele beschriebenen  Dreiecke,  deren  Seiten  die  zweite 
Parallele  in  drei  stetig  p roportionirte  Stücke  tbeilen. 
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II. 

Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  festen  Körpers. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ladislaus  Zajaczk  ows  k  i 

in  (Warschau. 


Herr  Riehe  tot  gibt  in  seiner  Abhandlung  Ober  das  Problem 
der  Rotation  eines  festen  Körpers1  die  bekannten  Störungsglei- 
ebungen  in  der  Form,  wie  sie  von  Jacob i  im  öten  Bande  der 
Comp t es  rendus  aufgestellt  norden  sind  ond  erwähnt,  dass  der 
Beweis  tbeils  in  der  Abhandlung  Jacobi's  (C relle,  Band  XVII.) 
begründet  ist,  theils  auf  dieselbe  Weise  ausgeführt  werden  kann, 
deren  sich  Desboves  (Liouville,  Band  XIII.)  in  einem  spe- 
zielleren Fall  bedient.  Der  allgemeine  Beweis,  dessen  ich  mich 
bei  meinen  Vorlesungen  über  analytische  Mechanik  an  der  hie- 
sigen Hochschule  bediene,  dürfte  wegen  seiner  Klarheit  und,  fast 
mochte  ich  sagen,  wegen  seiner  elementaren  Darstellung,  wobl 
werth  sein,  bei'm  Unterrichte  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
rücksichtigt zu  werden. 

1.  Sei  mir  erlaubt  zuerst  eine  rapide  Darstellung  einiger 
bekannten  Formeln  vorauszuschicken.  Sind 

I)   Fk  =  0      [Ä=l,2  ,p] 

p  Bedingungsgleichongen,  denen  die  Coordinaten  eines  Systems 
von  »t  materiellen  Punkten  unterworfen  sind,  sind  ferner  arr,  Vr,  zr 
die  Coordinaten  desjenigen  Systempunk  (es,   dessen  Masse  mr 
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iat,  sind  endlich  Xr,  Yr,  Zr  die  nach  den  Coordinatenaxen  ge- 
nommenen Coniponenten  der  auf  mr  wirkenden  Kraft,  so  lassen 
nich  im  Falle  der  Kraft  efunctioo,  wo  also 

„     Bü        _BÜ  _bu 

^=äFr'     Y,-fa9  Z'-hr 
ist,  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems  so  darstellen: 


d*Xr      Bü  .  *^»;  BFk 


ac/  ^p,  an 

Bekanntlich  lassen  sich  in  Folge  der  p  Bedingangsgleichungeo 
I)  die  3n  Coordinaten  durch  3w—  p  —  m  andere  Variubele  qm 
[*  =  1»  2,....,m]  ausdrQcken.  Führt  man  letztere  ein,  so  lassen 
sich  die  Bewegungsgleichungen  2)  nach  Lagrange  in  die  Form 
bringen: 

d(BT\     BT  BU 
3)  \        J  [*=1.2  M] 

wo  7'  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  in  den  neuen 
Varia beln  qt,  q,'  ausgedrückt  bezeichnet. 

Setzt  man  endlich 

- 

bestimmt  aus  diesen  m  Gleichungen  die  q,'  durch  p„  substituirt 
die  erhaltenen  Werths  in  obige  Gleichungen  3),  so  werden  selbe, 
falls  1)  die  Zeit  t  nicht  ezplicite  enthalt,  in  die  Form  ge- 
bracht : 

[  da.  d(T-U) 
\  dt  ~      dp.  ' 

[   dt  =      Bq.  ' 
wo  T  den  Werth  bezeichnet,  welchen  die  Summe  der  lebendigen 
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Kräfte  nach  vollzogener  Substitution  der  Werthe  för  q.'  aus 
4)  annimmt. 

Denkt  man  eich  nun  die  p»  als  partielle  Differentialquotienten 
Ister  Ordnung  einer  Function  q  der  Variabein  q»  nach  q,  ge- 
nommen, setzt  also  allgemein 


~  8,.' 

so  wird  nach  dem  Hamilton- Jacob  i'schen  Satze  die  voll- 
ständige Losung  (Solution  eomplete)  der  partiellen  Differential- 
gleichung lfester  Ordnung 

6)  7*-£7  +  cf,  =  0, 

wo  am  eine  willkürliche  Constante  ist,  nämlich 

wo  die  Function  f  die  Variabein  q.  (ohne  t)  und  m  — I  willkür- 
liche Constanten  ax ,  at,  aM-if  von  denen  keine  bloss 
addirt  ist,  enthält,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  System 

7) 

Bf  df  _  V_ 

a9l  —  pl  9    Bqt~P* '  Bqm  ~* Pm; 

wo  ßi »  At»  eitere  m  willkürliche  Constanten  sind,  die 

Integralgleichungen  der  Bewegungsgleichungen  5)  darstellen  wird. 

Ist  nun  &  eine  zur  Kräftefunction  hinzutretende,  die  soge- 
nannte Storungsfunction ,  so  werden  die  Differentialgleichungen 
des  gestorten  Problems  sein: 

dq.  _  B(  T—  V—  Sl) 
dt"  Bp. 

8)  <  [f-=l,2,....,m] 

dt  =  df.  

Lag  ränge  (Me*canique  analytique  III.  edit.  tome  ]r.  p.  310)  bat 
gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Anfangs«  erthe  der  Variabein  q,,  p„ 
die  ich  respective  durch  a.,  b.  bezeichne,  als  die  zu  variirenden 
Constanten  einführt,  die  Gleichungen  8)  umgeformt  werden  in: 

da.  dSl 
dt  -  SÄT' 

dh±        BSl  1 
dt  —  ~8a.; 
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aus  deuen  diejenigen  Zeitfunctionen  a„  b,  zu  bestimmen  sind, 
welche,  für  a«,  6.  in  die  Lösung  7)  des  ungestörten  Problems 
5)  substituirt,  jene  Lösung  in  die  Lösung  des  gestörten  Problems 

8)  umwandeln. 

Es  ist  aber  ein  Uebelstand,  dass  die  Integration  der  Glei- 
chungen 5)  oicbt  die  Constanten  o, ,  6«  eingeführt  bat;  daher 
wäre  es  wünschenswert!],  ebenso  einfache  Gleichungen,  wie  jene 

9)  ,  aufstellen  zu  können»  aus  denen  unmittelbar  die  Zeitfunctionen 
für  die  Integrationsconstanten  et, ,  ß,  berechnet  werden  könnten. 
Jacob i  hat  dieses  Problem  gelöst,  indem  er  am  angegebenen 
Orte  gezeigt  hat,  dass,  wenn  man  in  den  Gleichungen  8)  des 
gestörten  Problems  für  die  Variabein  q„  p,  die  Constanten  et,,  ß, 
einfuhrt,  jene  Gleichungen  in  andere  von  derselben  Form  wie  die 

9)  ,  nämlich  in 

da,  B£ 
dt  —     dß.  ' 

10)  I  [*  =  l,2,....,mj 

^  aß 

dt  —  8a, 


übergeben.  Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  bat  Desboves 
(wie  gesagt)  in  einem  specielleo  Falle  geliefert,  der  allgemeine 
Beweis  wäre  etwa  folgender. 

2.  Setzt  man  in  7)  t  =  0,  und  ersetzt  gleichzeitig  die  Variabein 
<jr»,  p,  durch  ihre  respectiven  Anfangswertbe  a,,  6„  so  erhält 
man  den  Zusammenhang  zwischen  den  Constanten  o«,  b,  und  je* 
nen  a,t  ß$  in  der  Form: 

H)  \  [j=l,2,....,ra] 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Constanten  a,t  b,  durch 
a„ß«und  umgekehrt  die  Constanten  er,,  ß,  durch  a,,  b,  ausdrücken. 

Denkt  man  sich  die  a,,  b$  durch  ct.,  ß,  ausgedrückt  und  in 
Ä,  wie  sie  in  9)  vorkommt,  hinein  substituirt,  so  wird  &  als 
eine  Function  der  ß,  allein  zu  betrachten  sein.  Ihre  Diffe- 
rentiation nach  a«,  ß,  gibt: 


BSl  "%*»rda  dav  BSl  86t~i 
8«.  -  rfi  LBavda.+db,  Ba.J 

BSl  v~«¥  BSl  Bn„  i  dSl  dby-1 
cß,       r=i  l_Bav  dß,     bbv  dß,  _J 


Digitized  by  Google 


ia0  r  da*  dau     B(*v  dßu~l 

dt      u= 1  LBa*  dt  +  Bßu  dt  J  ' 

iA»  r  ö6r  <£a„     56»  dßu~l 

dt—£i  Lea*  ~dt  f  8S  dt  J* 


12)  .  .  .  . 


rfw«  Körpers  23 

oder  nach  9): 

Bß.  -JLiLdt  Bß.  dtBß.J' 

Nun  ist: 

da, 
di 

db 
dt 

Setzt  man  daher  diese  Werthe  in  obige  Ausdrücke  und  führt 
folgende  Bezeichnungen  ein: 

*=™rBavBbv  Ba9Bbv~\ 
^^pfa»  Bbv      Bav  Bbv~t  r 

\3TuBf*~  Bf*^uA  ~" L""'  PiJ' 

^f  örtii  661.      dff»  Bßv~\      r0  ot 

so  erhält  man  die  bekaonten  Formeln: 

!BSl      «=«  -d«u  ,  «=mra  , 

[*=l,2,....,m] 
r)  O,         u=m  riet,,  B— 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Coeföcienten 

[««,  «J,   [0«,  M 

für  jede  Combination  der  Indices  n,  $  aus  der  Reibe  1,2, .....  m 
gleich  Null,  und  die  beiden  anderen  CoefficieDten 

[ßu,  o$]f   [«u,  M 

nur  dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  die  Indices  u,  s  ein- 
ander gleich  sind,  und  zwar  wird  in  dem  besonderen  Falle  u  s=  t 

[«.,  M  =  -  [0. ,  a.]  =  +l 

sein. 
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Der  Beweis  ist  mit  Hälfe  der  Gleichungen  II)  leicht  to 
fahren. 

üiflerentiirt  man  die  Function  ft  wie  sie  in  tl)  vorkommt, 
total  nach  er«  und  bedenkt,  das«  /'die  Grosse  ut  nicht  nur  expli- 
cite,  sondern  auch  implicite  enthält,  insofern  nämlich  die  in 
ihr  enthaltenen  Grossen  a,  von  er,  nach  11)  abhängen,  so  wird 


oder,  da  nach  11)  der  nach  dem  expliciten  a,  genommene  Diffe- 
rentialquotient 


und  Qberdiess 


ist, 


Ebenso  findet  man 


*L  =  ßu  +  9T  t>v  da*. 


Differentitrt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nochmals, 
und  zwar  die  erste  nach  au,  die  letzte  nach  er«,  und  siebt  her- 
nach die  erste  von  der  letzten  ab,  so  findet  man  nach  12) 

[«„,  er.]  =  0, 

indem 

ay       ay     a^P  &av 

da,Bau      dauda,      datdau  '  dotta<r« 

ist. 

Gellt  man  von  den  Differentialquotienten  gj-  aus,  und  diffe- 

rentiirt man  selbe  nochmals  respective  nach  ßUt  ßi,  so  findet 
man  ebenso: 

[ßu,  M  =  0. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  der  Satz  für  die  beiden  anderen 
Coefficienten  bewiesen. 

Hiermit  gehen  die  Gleichungen  13)  Ober  in: 
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(  da,  8& 

\  dt       a/j, ' 

14)   {  [,  =  1,2,  m] 

I  dß._  8£ 

welches  die  Jac ob i 'sehen  Gleichungen  sind. 


III. 

Integration  der  Differentialgleichung 
in  welcher  l9  x  and     constante  Zahlen  bezeichnen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Pni^Rior  am  Polytechnikum  in  Wien. 


Das  Integrale  der  Gleichung  (1)  ist,  nach  der  Laplace'schen 
Methode  bestimmt,  folgendes: 

(2) 

o 

eus  1tp~l  (M—l  _  x)—l      du  +  .... 
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vorausgesetzt,  dass 

die  n — 1  Wurzeln  der  Gleichung 

K"-1  —  x  =  0  (3) 

X — u 

bedeuten,  ja  und          positive  Zahlen  sind,  und 

C\  »      »  •  •  •  •  f  Gi— i 

willkürliche  Constanten  repr&sentiren.  Man  kann  y  auch  so  dar- 
stellen : 

o**-1  ( I  — u"-1)»-1     [  Ci  e«i"*  +  C,  e«*«*  +  . . . . 

n 

....  -f  Cn-ie*»-l't*]du, 

uro  sich,  wenn  man  will,  durch  direcre  Substitution  voo  der 
Richtigkeit  dieses  Integrales  zu  fiberzeugen. 


A  — i 


In  dem  speciellen  Falle,  wo  p  und  ^— j  ganze  positive  Zah- 
len sind,  Iäs8t  sich  die  Integration  leicht  wirklich  durchfuhren; 
denn  man  erhält,  wenn  man  von  folgender  bekannten  Formel 
Gebrauch  macht: 

für  den  in  (2)  stehenden  Werth  von  y  nachstehenden  Ausdruck: 

ß) 


+   ~  k~  +  — i  J 

♦^L^  i5"*"^  J' 
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in  reichem 

Cn  =  -(C1  +  C.+  ..+  G._i)  (6) 

und 

?f  ti)  =         —  x)»~»  (7) 

ist,  und  in  welchem,  weil  <p(u)  als'  ganze  algebraische  Function 
von  u  vorausgesetzt  ist,  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden 
Polynome  abbrechen,  somit  von  endlicher  Gestalt  sind.  Es  Ifisst 
sieb  leicht  darthun,  dass  der  in  (5)  stehende  Ausdruck  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  genügt,  selbst  wenn  die  in  (6) 
stehende  Gleichung  nicht  stattfindet,  und  dass  somit  der  Aus- 
druck (5)  fiir  willkürliche  Werthe  von  C, ,  C%  ....  Cn-\ ,  Cn  das 
vollständige  Integrale  der  Gleichung  (I)  ist. 


Sind  p  und^j  wohl  positive,  aber  keine  ganzen  Zahlen, 

so  ist  das  in  (2)  stehende  y  nicht  das  vollständige  Integrale  der 
vorgelegten  Gleichung.  Die  Gleichung  (1)  ist  nämlich  von  der 
fiten  Ordnung,  ihr  vollständiges  Integrale  muss  somit  n  willkür- 
liche Constanteu  enthalten.  Das  in  (2)  aufgestellte  y  hat  aber 
bloss  n — 1  willkürliche  Constanten,  es  muss  daher  dieses  y  noch 
durch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  X  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
ist  es  mir  gelungen,  das  vollständige  Integrale  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  aufzustellen.  Bevor  ich  diess  zeige,  will 
ich  darthun,  dass  die  zwei  Differentialgleichungen: 

*5+4£ä-*('e£+«*  (i) 

rf"z  dn~~l2  dz 

Integrale  haben,  die  in  folgendem  analytischen  Zusammenhange 

d*~%  -  x*-  (9) 


Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  2  in  die  Gleichung  (8), 
so  erhält  man  identisch: 
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Es  ist  also, 
fiir 


z  = 


identisch  Null,  weon 

gleich  Null  ist,  was  zu  beweisen  war.  Es  gentigt  demnach ,  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  zu  zeigen  für  Werthe  von  A,  die 
gleich  1,  2,  3,         n — 1  sind,  und  diess  soll  nun  geschehen. 


Ich  setze  voraus,  dass  das  Integrale  der  Gleichung 

arqpWfcr)  =  xg>(.r)  (10) 

bekannt  ist,  und  behaupte  dann,  dass  das  yt  welches  der  Glei- 
chung (1)  in  dem  Falle  genügt,  wo  X  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  folgende  Form  habe: 


-/ 

o 


1 

00  — 


woselbst  q>(*)(ux)  der  Ate  Differentialquotient  von  <p(iix)  ist.  — 
Um  diess  zu  beweisen,  substituire  man  den  eben  aufgestellten 
Werth  von  y  in  die  Gleichung  (1),  man  erhält  sodann,  da 


o 


CO     —  — — 
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o 

ist,  als  Resultat  der  Substitution: 

12) 

J*    e    "~1  H*+f-*[ux<pV+«)(ux)  +  k<plH*-*)(ux)]du 


o 


=  *y>"e    "_1 1^-1  [ux         (ux)  +  p      («*)]  rf«, 

und  diese  Gleichung  soll  ideotisch  stattfinden. 
Aus  der  Gleichung 

x<p(*)(x)  =  x<p(x)  (10) 
folgt  durch  1  mal  ige»  üifferenziren : 

xcp(l+»)(x)  +Ao)(H»-i)(x)  =  xa>(*>(*), 
und  setzt  niao  hierein  ux  anstatt  xt  so  erhält  man: 

nx<p&+n)(ux)  +  k<ptl+*-l)(ux)  =  xg>(*>(*tr). 

Wird  von  dieser  Gleichung  Gebrauch  gemacht,  so  vereinfacht  sich 
die  Gleichung  (12)  uod  geht  über  in: 


o 


13) 

j*    e  a><*>  {ux)  du 


[«*a>(*+i>  (««:)  +  f»9C*>(i»)]  du. 


Nun  ist  aber: 
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folglich  hat  man,  diese  berücksichtigend ,  statt  der  Gleichung  (13) 
folgende  Gleichung: 


-5— ' 


und  diese  ist  identisch,  falls 


e  . 


U/V*>(".T)  =  0 


ist,  sowohl  für  u  =s  0,  als  auch  für  u  =  x> 


Es  ist  uns  somit  in  dem  Falle,  als  p  und  ^~  positive  Zah- 
len sind  -  von  denen  wenigstens  eine  gebrochen  ist  —  und  l 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  gelungen,  das  Integrale  der 
Gleichung  (I)  abhängig  zu  machen  von  dem  Integrale  der  Glei- 
chung: 

xtpW(x)  =  %tp{x).  (10) 

Diese  Gleichung  bat  aber  bekanntlich  unter  ihren  n  verschiedenen 
partikulären  Integralen  eines,  welches  einen  Logarithmus  von  x 
als  Bestandteil  hat,  und  welches  in  der  Form 

P+Qlog* 

auftritt.  Dieses  eine  partikuläre  Integrale  fassen  wir  besonders 
ins  Auge,  es  ist  diess  dasjenige,  das  sich  der  Ermittelung  mittelst 
der  Laplace 'sehen  Methode  entzog;  fägt  man  diess  eine,  mit 
einer  willkührlichen  Constanten  multiplicirt,  zu  dem  in  (2)  aufge- 
stellten Integrale  hinzu,  so  erhält  man  das  vollständige  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichung. 


Die  Gleichung  (I),  deren  Integrale  wir  so  eben  in  folgender 
Form: 

y  = e    n-XuP-*<p«){ux)du  (II) 

o 

ermittelt  haben,  gestattet  auch  folgende  Aufschreibweise: 

fi^i        +  <A  +  1  -n)y)  -  x(xy'  +  py).  (14) 
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Nun  lässt  sich  nach  einem,  von  uns  im  63sten  Bande  von 
Crelle's  Journal  für  Mathematik  aurgestellten  Satxe  das  Inte- 
grale der  Gleichung 

£n^il**'  t  (1  +  1 -»)«]=  «(«'+**«)]  (Iß) 


bestimmen;  es  ist  nfimlich 


z= e    "  \(vx)dv,  (16) 

Ü 

wobei 

ist,  fall«  nur  zwischen  den  n  in  qp(x)  vorkommenden  willkür- 
lichen Constanten  eiue  Bedingungsgleichung  erfüllt  wird.  Dem- 
oach erhält  man  als  Integrale  der  Gleichung  (15): 

/OD       ptO      —  -  X-  
/      e       "  «^-»^(Mrarjrfuc/». 

Mittelst  wiederholter  Aowendung  derselben  Methode  Jaunen 
sich  nun  auch  die  Integrale  folgender  Gleichungen  ermitteln: 


^3  [xzr  +  (1  +  l-n)  x  )  =  x  («'  +  |is) 
j^T  ■>'  +  (*  +  ■-»)  «]  =  «*"  («'  +  * «) « 
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IV. 

Kennzeichen,  ob  eine  Gleichung  dem  numerischen 
Werthe  nach  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  besitze. 

Von 

Herrn  Franz  Müller, 

Profeaior  am  Kön.  Rohm.  Polytechnikum  io  Prag. 


Es  sei  gegeben  die  Gleichung  F(x)  =  Q,  und  schreiben  wir 
von  derselben  die  abwechselnden  Glieder  mit  ihren  Vorzeichen 
nebeneinander,  so  erhalten  wir  zwei  neue  Gleichungen  <p(x)  und 
xty(x),  wobei  q>(x)  und  y(x)  Polynome  sind,  deren  Glieder  nur 
gerade  Potenzen  von  x  enthalten.   Z.  B.    Es  sei 

F(x)  =  a^+Cjar4  +  c%x*+ c%x%  +  c+x  -f  c6  =  0, 

so  ist: 

<p{x)  =  Ci  ar4  -f  cs  x2  -f  c6. 

Es  ist  demnach 

F(#)  =  tp(x) -f a:  ^(x)  =  0. 

Nehmen  wir  an,  der  Gleichung  F(x)=Q  werde  durch  die  Sub- 
stitution -f  o»  und  —  o>  Genüge  geleistet,  oder  die  Gleichung 
F(x)  =  Q  besitze  dem  Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzte  Wurzeln;  es  sei  demnach 


■  - 


G  erthe  nach  gleiche,  d.  Vorteich,  nach  entgegenges.  Wurt.  enthalte.  33 
F(+o>)  =  0  und  F(—a>)  =  0, 

so  Ut  ancb 

9>(o>)  +  a>iK»)  =0,    g>(—  »)  —  o>tf>(— »)  =  0; 

und  da 

qp(a>)  =  <jp(-  w) ,    tKw)  =        w) ; 

so  ist: 

<p(a>)  +  w^(ü))  =  0, 
g>(a>)  —  a»^(a>)  =  0, 

und  folglich  auch 

(jp(w)  =  0  und  \p(<D)  =  0; 

unter  dieser  Voraussetzung  wird  folglich  auch  den  Gleichungen 
<p(x)  =  0  und  y(x)  —  0  durch  die  Substitution  +  a*  und  —  o> 
Genüge  geleistet. 

Besitzt  demnach  die  Gleichung  F(x)  =  0  numerisch  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Wurzeln,  so  besitzen  auch 
die  Gleichungen  q>(x)  =  0  und  y{x)  =  0  dieselben  gleich  ent- 
gegengesetzten Wurzeln.  Das  grosste  gemeinschaftliche  Maas« 
zwischen  <p(x)  und  y(x)  enthält  folglich  alle  gleich  entgegenge- 
setzten Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Beispiel.   Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

*w  +  3ar«  +  :z«  —  4**  +     +  I3*ft  +  ÖX4  -  16a:8— 12**  +  4*  +  4  =  0, 

so  ist: 

<p(x)  =  x10 + x9 + x9 + 5x*  —  I2ar*  +  4 , 
=  3*8  -  4*«  +  13**— 16*«  +  4 ; 

zwischen  <p(x)  und  tp(x)  das  grosste  gemeinschaftliche  Maass 
gesucht  erhalten  wir: 

x9— :z*+4:r*— 4. 

Die  Gleichung  +  4** -4  =  0  enthält  daher  alle  gleich 

entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Setzen  wir  x%  =  x,  und  untersuchen  wir  die  so  erhaltene 
Gleichung  «s — z2-f  4z — 4  =  0  ebenfalls  auf  gleich  entgegenge- 
setzte Wurzeln,  so  ist: 

*(*)  =  —  z2-4,    tj/(*)  =  **  +  4; 

folglich  z*+4  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass,  und  x,=r.-i2V— I, 

Theü  XLVI.  H 
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Xi  =  — 2V  —1.   Die  Wurzel  z9  erhalten  wir  durch  Divisioo  von 
i»-x*+4x— 4  mit  »«  +  4,  es  ist  xB  =  +  1. 

Die  gleich  entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =0 
sind  daher: 

I 

oder  falls  wir  die  ersten  zwei  Wurzelpaare  auf  bekannte  Weise 
transformiren,  so  ist: 

j|« ±d+^=i)  ^{=±(i-^i).  i 

Von  der  gegebenen  Gleichung  lüten  Grades  bleibt  nur  noch  die 
Gleichung  4ten  Grades  x*  +  3*a  +  2a;»  -  x  - 1  =  0  aufzulösen. 

t 


V. 

Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 
an  der  polytechnischen  Scbnle  in  Carltrohe. 


Im  Nachstehenden  betrachte  ich  die  Differentialgleichung 
in  der  Xn,  Xu-i ......  Xx ,  A"0  blos  Funktionen  von  *  (oder  Kon- 
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stanten)  sind.  Dass,  wenn  yx y*  Funktionen  sind,  «reiche  der 
(I)  genügen, 

y  =  Cxyx  +  C*yt         +  Cnyn  (2) 

ebenfalls  genfigt,  setze  ich  natürlich  als  bewiesen  voraus.  Wenn 
zwischen  den  Grössen  y, ,  — ,  y„  eine  Gleichung 

«i^i  +  - •••  +  ««#«  =  0  (3) 

besteht,  so  werde  ich  sagen,  es  bestehe  eine  lineare  Beziehung 
unter  denselben.  Dabei  setze  ich  at an  als  konstant  vor- 
aas, und  dürfen  ganz  wohl  einige  dieser  Grössen  Null  sein. 


$.  1. 

Seien  y, ,  y%,..-',yr  Funktionen  von  x,  und  es  werde  ge- 
setzt : 


(4) 


dx  1 


dx 


»  •  •  •  •  t 


~dx^'    rfi^T'  '  dx^ 


=  M,  -jfc  =  *.'•>; 


so  ist  die  Determinante      eine  Funktion  der  Grossen  y,#  y  ; 

y/,  ,y'r;         yi(r_1).  ....»y/^  ;  und  folglich: 


Den  Grondelgenechaften  der  Determinanten  znfolge  iet  aber: 

a^)*'(,+,)  +••••  +  ^yr"+"  =0i  *  =  °'  r-2; 

so  dass  also: 

(5) 

dM        BAI  dJHf      . .  ,  8J# 

3» 
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Diese  Gleichung  gilt  nalurlich  lur  alle  beliebigen  Funktionen 
Jfl » •  •  •  • » yr* 

Gesetzt  nun»  es  bestehe  identisch  die  Iiieichung: 

/V=rO,  (6) 

so  ist  natürlich  auch: 

und  man  bat  folglich  in  diesem  Falle  das  folgende  System  von 
Gleichungen : 

(8) 

BM  _BM_  BM 

Vl  Öy^->)      +  y*  By%^  jfr  tyr(r-r,       =  0. 

,    BM        .     ,   BM        ^       ,    ,  8iff 


(1  3ii/        ,  %  aAi  ,  %  a^i 

In  diesem  Systeme  sind  die  r — 1  ersten  Gleichungen  aus  den 
Grundeigenschaften  der  Determinanten  hervorgegangen;  die  rte 
ist  die  (6)  und  die  (r+l)te  die  (7).  Wir  wollen  jede  dieser  Glei- 
chungen,  mit  Ausnahme  der  letzteren,  differenziren  und  je  dabei 
die  nächst  folgende  beachten;  dann  erhalten  wir: 

d     BMI  d     BM  d     BM  _ 

,  d    BM  ,  d  _BM  ,  d  BM 

yi  dxBy^-V     +      dsByJ'-v    +  •  — +Jr>  ^  fyr(r-i)  ~u- 


„  14  d  aa/   ,  ...  c*  a^j  rf  a/t/ 

Diese  Gleichungen  fallen  der  Form  nach  zusammen  mit  den  r 
ersten  (8),  und  weil  die  Gleichung  (6)  besteht,  lassen  sich  aus 
beiden  Systemen  die  Quotienten  der  Grossen 
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dM__       dM             _rf    dM          d_  dM 
fyF-i )  •    a^(r-i)  •  ' '  *  * ;  dar  6yI  <r-l)  '      rf*  ays(r-i)  

bestimmen.  Ist  nun  nicht  ^  (r_A)  identisch  Null,  so  ergibt  sich 
aus  (8)  und  (9): 

dM         d  dM 
Bymi'-»     dxdffm^-i)       1       d     dM  1      d  dM 

dM  =  d  dM  ;  dM  dx  dymW  ~  dM  dx  dy^-i)  i 
By.l'-V      dxdy.l'-V     dyml'~»  'S/.*-*) 

III  —  1,2,  •  •  •  •  ,  %  —  1  ,  J  -|*  1  ,  . .  •  •  ,  f. 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  erste  (8)  ein,  so  ergibt  sich: 

(10) 

ci  yi  +  «^y»  +  •  •  •  «  +      y«-i  +  y* + <?*+i  y«+i        +  cnyu  =  0. 

Wenn  also  die  (6)  identisch  besteht,  so  besteht  nothwendig 
zwischen  den  Funktionen  yi,....,y*  eine  lineare  Beziehung. 
Daraus  aber  folgt  weiter,  dass,  wenn  eine  solche  lineare  Beziehung 
zwischen  den  eben  genannten  Funktionen  nicht  besteht,  auch  die 
Gleichung  (6)  nicht  stattfinden  kann. 


5-  2- 

Wir  wollen  annehmen,  yt  sei  eine  Funktion  von  x,  welche, 
an  die  Stelle  von  y  gesetzt,  der  (I)  identisch  genüge.  Sodann 
wollen  wir  in  dieser  Gleichung  setzen: 

y  =  yif<ptix,  (Ii) 

wo  <p  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  sei  und  wo  wir  dem 
unbestimmten  Integrale  keine  willkührliche  Konstante  zufügen 
wollen.  Dann  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  von  <p  eine 
Gleichung  der  Form : 

*- £ä  +       £S  +...•+*.  g  =  0.  (12) 

in  welcher  i,  <D0  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  die  mit 
von  dem  Wertbe  von  yk  abhängen.  Die  (12)  ist  abermals  eine 
lineare  Differentialgleichung,  aber  nur  (n— l)ter  Ordnung. 

Angenommen  nun,  man  könne  n-1  Funktionen:  <pt ,  a>»,....,  qpn-i 


38 
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finden,  welche  — jede  für  sich  —  der  (12)  genügen,  und  zwischen 
denen  keine  lineare  Beziehung  besteht,  so  genügen  hiernach 
der  (I): 

Vi*  y\f<Pi<l*>yif<P%dx>  ...^yj  <p*-idx.  (13) 

Dies  sind  «  Funktionen,  zwischen  denen  eine  lineare  Beziehung 
nur  besteheii  könnte,  nenn  eine  solche  zwischen  den  <p  bestände, 
was  wir  nicht  voraussetzen. 

Für  n  ==  I  liefert  die  Gleichung  (I): 


-/ 


*2  dx 


y  —  ce 

demnach  gibt  es  för  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
[h  =  2  in  (I)]  zwei  Werthe,  die  nicht  linear  zusammenhängen. 
Daraus  folgt  uun  weiter,  dass  es  für  die  dritte  Ordnung  (w  =  3) 
drei  solcher  Werthe  gebe,  u.  s.  w.,  dass  allgemein  für  (I)  wiik- 
lich  »  einzelne  Funktionen  möglich  sind,  welche  dieser  Gleichung 
genügen  und  nicht  linear  zusammenhängen.  (Dass  es  einen  Werth 
y,  gebe,  lehrt  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen). 

{.  3. 

Es  kann  nun  aber  für  die  Gleichung  (1)  nicht  n+I  besondere 
Integrale  ylt  y%,  yn+i  geben,  wenn  nicht  zwischen  denselben 

eine  lineare  Beziehung  besteht. 

Denn  aus  der  Annahme  des  Bestehens  solcher  n  +  1  Werthe 
folgt: 


Amuu» 


x  a 

**dx* 


+  A"-1  dx»-* 

d—ly* 


+  ••••  +  ^0^1  =  0, 
+  ....  +  X0y%     =  0, 


(U) 


v  *htL±}  ,  v     d—lynji  .  v  „  n 

Diese  Gleichungen  (14)  sind  der  Zahl  nach  n -(  I ;  sollen  sie  zu* 
sammeu  bestehen,  ohne  dass  A«,  X0  säinmtlich  Null  sind, 
so  muss : 

yi>     y*.  y»f» 

dx  *  dx 


»  •  •  •  •  i 


dx 


1 


d"yt  d"yi  d*J*H 
ilx*'    dx* '  dx* 


=  0 
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«ein.  Daraus  folgt  aber  nach  §.  1.  (r=n+l),  dass  eine  lineare 
Beziehung  zwischen  den  yx ,  . . . . ,  yn+i  bestehe.  Damit  Ist  nun 
erwiesen,  dass  es  für  die  Gleichung  (I)  «  besondere  lotegrale 
yi>  ••••»  Jim  gebe  (§.2  )»  aber  nicht  mehr  (j.  3.),  zwischen  denen 
eine  lineare  Beziehung  nicht  besteht.  Diese  geben  in  (2)  das 
allgemeine  IntegraL 


fr  4. 

Sind  yt,y»  ,  y»  diese  besonderen  Integrale,  so  hat  man 

w  ie  in  §.o\: 


Xn  *     Xndx  JCito— >    "  ~~<fc:n  * 


*o         *L%?  ,        .  Xn-\d*-lyn  _  tf^y« 
+  Xndx  i    -  "dar"  • 

Aus  den  Gleichungen  (15)  lassen  sich  die  Grossen 

X\  Xn—l 
Xn'     XH> Xn 


(15) 


(16) 


durch  yi,  yn  und  deren  Differentialquotienten  bis  zur  nten 
Ordnung  ausdrucken,  vorausgesetzt,  dass  nicht 


dx 


dy* 

dx  * 


•  • •  •  ♦  y» 

dyn 
dx 


d"-lyx  dH~ly2  cfr-fy 
dx»-*  '    rf.T«-i dx—1 


=  ü. 


Da  diese  Gleichung  aber  nach  §.  I.  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
yi  »  ••••»  y»  voraussetzt,  so  kann  sie  nicht  bestehen,  und  man 
kann  folglich  die  Grössen  (16)  bestimmen. 

Da  eine  jede  Differentialgleichung  wter  Ordnung,  die  nach 
dem  höchsten  Differentialquotienteu  aufgelost  ist  (was  bei  der 
(I)  unmittelbar  erreicht  werden  kann),  nur  eine  Integralgleichung 
haben  kann,  so  ist  es  ganz  überflüssig,  erweisen  zu  wollen,  dass 
die  Form  (2)  für  die  (I)  n  oth wen dig  sei.  Es  genügt  vollständig, 
zu  zeigen,  dass  die  Form  (2)  möglich  sei. 
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VI. 

Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Resultate  aus 
trigonometrischen  Messungen. 

Von 

Herrn  Doctor  Borsch, 

ord.  Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeschule  in  Cassel. 


Ueber  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  aus  trigono- 
metrischen Beobachtungen  abgeleiteten  Functionen,  nämlich  der 
Richtungen  der  einzelnen  Dreiecksseiten,  bestehen  verschiedene 
Ansichten*):  nach  der  einen  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Richtung 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate 
dividirt  durch  die  Anzahl  der  zwischen  den  Richtungen  bestehen- 
den Bedingungsgleicbungeu,  nach  der  anderen  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  um 
1  verminderte  Anzahl  der  Richtungen.  Bei  der  Wichtigkeit  die- 
ses Gegenstandes  für  die  Beurtheilung  geodätischer  Arbeiten, 
dürfte  es  gegenwärtig,  wo  durch  die  mitteleuropäische  Gradmes- 
sung über  einen  grossen  Theil  von  Europa  ein  Dreiecksnetz  ge- 
spannt wird,  nicht  ohne  Interesse  seiu,  denselben  etwas  näher 
zu  betrachten. 

Der  mittlere  Fehler  soll  im  Allgemeinen  die  Grenzen  angeben, 
innerhalb  welcher  bei  direkten  Beobachtungen  oder  Functionen 
derselben  ein  Fehler  zu  befürchten  ist;  sind  diese  Grenzen  sehr 
weit,  d.  b.  existiren  zwischen  den  einzelnen  zu  beurtheilenden 
Grossen  nur  wenige  Bedingungen,  die  sich  stets  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  darstellen  lassen,  so  wird  der 
mittlere  Fehler  gross,  ja  selbst  grösser  als  die  Fehler  der  ein- 
zelnen Grössen  sein;  je  enger  man  aber  die  Grenzen  zieht,  je 


")  Vergleiche  General hericht  über  die  iiiiUeieurupäischu  Grad- 
ittrflsiing  für  da*  Jahr  1865.  Berlin  1866.  pag.  45  etc.,  wobei  sogleich 
auf  einen  daselbst  zweimal  vorkommenden  Druckfehler,  nämlich  zr — £ 
statt  Sr—  1.  aufmerksam  gemacht  wird.  —  tiaever,  die  Kustenvrr- 
messung  und  ihre  Verbindung  mit  der  llerliner  Grundlinie.    Berlin  1849, 

pag.  353.  —  En  übe.  astronomische«  Jabrhurb  für  183},  pag.  292.   

Gerling.  Reitrage  »ur  Geographie  Kurheaaen«.    Kauel  1839,  pag.  182. 
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mehr  Bedingungsgleichungen  man  aufstellen  kann,  um  so  genauer 
wird  auch  der  mittlere  Fehler,  um  so  kleiner  im  Vergleiche  zu 
den  einzelnen  Fehlern. 

Je  nachdem  der  mittlere  Fehler  für  direkte  Beobachtungen 
oder  für  Functionen  derselben  gesucht  wird,  sind  drei  Punkte  ins 
Auge  zu  fassen: 

1)  Die  unbekannte  Grösse*  wird4direkt  in  überschüssiger  An- 
zahl beobachtet. 

2)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  „Elemente" 
direkter  Beobachtungen  und  letztere  in  überschüssiger 
Anzahl  vorhanden. 

3)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  „Elemente" 
direkter  Beobachtungen»  diese  Elemente  in  überschüssiger 
Anzahl  vorbanden  und  durch  Bedingungsgleichungen  ver- 
bunden. 

Bezeichnet  man  mit  m  den  mittleren  Fehler  der  direkten 
Beobachtungen,  beziehungsweise  der  Functionen  derselben,  mit 
[er]  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler,  mit  ib  die  Anzahl  der 
überschüssigen  Beobachtungen  oder  Elemente,  d.  b.  die  Anzahl 
der  Widersprüche,  also  auch  der  Bedingungsgleicbuugen,  so  bat 
man  allgemein  für  die  drei  Fälle: 


der  mittlere  Fehler  ist  immer  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Wider- 
spruche. Haben  ausserdem  die  Beobachtungen  oder  deren  Ele- 
mente verschiedene  Gewichte,  bezeichnet  man  diese  mit  p,  also 
mit  [p.tc]  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Fehlerquadrate  so  wird 


26 


von  einem  mittleren  Fehler  kann  dann  aber  nnr  insofern  die 
Rede  sein,  als  er  sich  auf  die  Gewichtseinheit  der  Grössen  be- 
zieht. 24  ist  stets  das  Gewicht,  welches  dem  mittleren  Fehler 
zukommt,  d.  h.  Vib  die  Genauigkeit  desselben. 

Für  den  ersten  Fall  ist  ein  Element  wiederholt  direkt  be- 
obachtet, man  hat  bei  z  Beobachtungen  dieses  Elementes  z — 1 
Widersprüche,  die  man  stets  in  ebensovielen  Bedingungsgleichun- 
gen ausdrücken  kann ;  in  der  Praxis  wählt  man  aber  in  der 
Regel  diesen  Weg  nicht,  sondern  führt  noch  eine  weitere  abge- 
leitete Grosse,  das  arithmetische  Mittel,  mit  in  die  Rechnung  ein, 
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wodurch  man  aber  auch  einen  Widerspruch  mehr»  nämlich  z 
Widersprüche  erhält,  es  ist  mithin  24  =  2— 1. 

Für  den  zweiten  Fall  wird  man  auch  immer  ebensoviel  Be- 
dingungsgleichungen durch  Vergleichung  der  Beobachtungen  nur 
unter  sich  ableiten  können,  man  führt  jedoch  auch  hier  in  der 
Praxis  zu  den  Beobachtungen  aus  diesen  abgeleitete  vorläufige 
Elemente  ein;  ist  die  Anzahl  derselben  =  e,  so  wird  man  auch 
e  Bedingungsgleichungen  mehr  erhalten,  und  bezeichnet  man  die 
Zahl  der  nun  gebildeten  Gleichungen  mit  2,  so  ist  die  Anzahl  der 
Widersprüche  oder  Bedingungsgleichungen,  die  nur  allein  zwischen 
den  Beobachtungen  bestehen,  nämlich  2*=  z—e.  Ist  e=  I,  so 
gebt  der  zweite  in  den  ersten  Fall  über. 

Der  dritte  Fall  ist  der  specteil  hier  in  Betracht  kommende, 
zwischen  den  Elementen  werden  zb  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen.   Hat  man  nämlich  nur  so  viele  Elemente  (Richtungen), 
als  zur  Berechnung  der  gestellten  Aufgabe  absolut  nothwendig 
sind,  also  keine  überschüssigen  Stücke,  so  wird  mau  auch  keine 
Widersprüche,  d.  h.  keine  Fehler,  also  auch  keinen  mittleren 
Fehler  finden ;  es  wird  aber  Niemand  behaupten  wollen,  dass  die 
Fehler  gleich  Null  seien,  man  hat  nur  kein  Wittel  sie  zu  bestim- 
men, sie  sind  unbestimmt,  sie  und  der  mittlere  Fehler  treten 
unter  der  Form  5  auf.    Kommt  eiu  überschüssiges  Element  hin- 
zu, so  erhält  man  eine  Bedingungsgleichung,  man  wird   nun  die 
einzelnen,  sowie  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  bestimmen 
können,  letzteren  kann  jedoch  nur  ein  geringes  Gewicht  =  1  bei 
gelegt  werden.    Ist  die  Anzahl  der  überschüssigen  Elemente,  also 
auch  der  Bedingungsgleichungen  =  2,  so  erhalt  man  den  mittleren 
Fehler  mit  dem  Gewichte  =  2,  oder  der  Genauigkeit  =  V2;  hat 
man  zb  überschüssige  Elemente,  :&  Bedingungsgleichungen,  so  ist 
das  Gewicht  =  24,  die  Genauigkeit  =  V**.   Die  Anzahl  zr  der 
überhaupt  zu  der  Berechnung  verwendeten  Elemente  (gemessene 
Richtungen  der  Dreiecksseiteil)  hat  also  auf  die  Bestimmung  so 
wie  die  Genauigkeit  des  mittleren  Fehlers  durchaus  keinen  Ein- 
fluss,  sondern  nur  die  Anzahl  zt  der  überschüssigen  Elemente, 
der  Bedingungsgleichungen.    Der  gefundene  mittlere  Fehler  wird 
um  so  genauer  sein,  er  wird  sich  um  so  mehr  der  Wahrheit 
nähern,  je  grosser  die  Anzahl  der  Bedincungsgleichungeu  ist,  er 
ist  eine  Function  von  2»,  nicht  von  zr,  und  fällt  mit  der  Wahrheit 
zusammen,  wenn  24  =  oo  ist.    Die  Folge  dieser  Abhängigkeit  ist, 
dass  bei  wenigen  Bedingungsgleichungen  aber  vielen  Elementen 
die  einzelnen  Fehler  sehr  klein,  der  mittlere  Fehler  sehr  gross 
erscheint,  seine  Grenzen  liegen  weit  auseinander,  je  enger  hin- 
gegen diese  gezogen  werden,  je  grösser  2»  wird,  um  so  kleiner 
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wird  der  mittlere  Fehler,  um  so  mehr  wird  er  in  das  richtige 
Verhältnis  zu  den  Fehlern  der  einzelnen  Elemente  (Richtungen) 
treten.  Aus  diesen  Gründen  ist  auch  als  Prinzip  festzuhalten, 
nicht  möglichst  viele  Elemente  überhaupt,  sondern  möglichst  viele 
überschüssige  Elemente  durch  Messung  zu  bestimmen,  und 
dadurch  möglichst  viele  Bedinpungsgleichungen  zu  erhalten. 

Bestimmt  man  hingegen  den  mittleren  Fehler  für  die  Rieh» 

tungen  der  Dreiecksseiten  nach  der  Formel  m  =  y  ± — ^  ,  oder 
bei  verschiedeneu   Gewichten   der   Elemente  nach   der  Formel 

m  =  Y  v^jj  »  macht  man  also  den  mittleren  Fehler  und  seine, 

Genauigkeit  von  der  Anzahl  zT  der  Richtungen  abhängig,  so 
braucht  man,  ganz  consequent  mit  der  Formel,  um  sehr  gute 
und  zuverlässige  Resultate  zu  erzielen,  nur  sehr  viele  Richtun- 
gen, aber  sehr  wenige  überschüssige,  also  um  gleich  die  Grenze 
zu  ziehen,  nur  eine  überschüssige  Richtung  durch  Messung  zu 
bestimmen  und  in  die  Rechnung  einzuführen;  z.  B.  zwischen  2 
definitiven  Grundlinien  eine  möglichst  lange  Dreieckskette  (nicht 
Dreiecksnetz),  bei  welcher  in  jedem  Dreiecke  nur  zwei  Winkel 
durch  Messungen  bestimmt  wären,  und  zwischen  den  Sinussen 
sämmtlicher  gemessener  Winkel  eine  Bedingungsgleichung  be- 
stände.   Die  Unrichtigkeit  dieser  Annahme  liegt  auf  der  Hand. 

Will  man  ferner  die  Behauptung  aufstellen,  die  Richtungs- 
feh (er  seien  unabhängig  von  der  Grösse  der  Winkel,  indem  ver- 
schieden grossen  Winkeln,  die  übrigens  unter  denselben  Um- 
ständen gemessen  sind,  dieselben  mittleren  Fehler  zugeschrieben 
werden  müssen,  man  könnte  also  die  verschiedenen  Richtungen 
als  wiederholte  Beobachtungen,  ihre  Zahl  sei  =  zr,  einer  Ritb- 
tuug  ansehen,  und  demnach  den  mittleren  Fehler  durch  die  For- 
mel m  =  y  P^i»  beziehungsweise  m  =  ^y^y*  darstellen, 

so  würde  diese  Behauptung  nur  dann  zulässig  sein,  wenn  die 
Winkel  unter  sich  in  keiner  Abhängigkeit  ständeo,  und  man  im 
Stande  wäre,  die  einzelnen  Richtungen  ohne  Zuziehung  anderer 
Grössen  unmittelbar  unter  sich  zu  vergleichen;  hier  treten  aber 
drei  Winkel,  als  »  sechs  Richtungen  zu  einem  Dreiecke  zusammen, 
oder  es  geben  die  gemeinschaftlichen  Seiten  der  Dreiecke  durch 
die  Grösse  der  Winkel  bedingte  Widersprüche  der  Richtungen, 
es  bestehen  also  zwischeu  der  Grösse  der  Winkel  und  den  Rieh* 
tungen  in  dem  vorliegenden  Falle  ganz  bestimmte  Beziehungen 
und  die  Richtungen,  also  auch  die  Fehler  derselben  so  wie  der 
mittlere  Fehler,  sind  abhängig  von  der  Grösse  der  Winkel,  sie 
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sind    Functionen   derselben;    die    Formel    m  =  V       \  oder 


wetidung  finden. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  nachfolgende  Betrachtung  hier 
ihren  Platz  finden.  Hat  man  zwei  Reihen  gleichvieler  und  gleich- 
guter Beobachtungen ,  und  aus  denselben  eine  gleiche  Anzahl  von 
Elementen  und  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen 
abgeleitet,  so  wird  man  den  Resultaten  aus  beiden  Reiben  von 


Beobachtungen  nach  der  Formel  V      1  voraussichtlich  denselben 


mittleren  Fehler,  d.  h.  dieselbe  Genauigkeit  zuschreiben  müssen. 
Dieses  kann  zur  Beantwortung  einer  Frage  dienen,  die  schon 
vielfach  aufgeworfen  wurde.  Müssen  nämlich  bei  einem  Dreiecks» 
netze,  wenn  es  eine  hinlängliche  Garantie  seiner  Zuverlässigkeit 
in  sich  tragen  soll,  alle  Richtungen  von  ihren  beiden  Endpunkten 
aus  gemessen,  d.  h.  in  jedem  Dreiecke  die  drei  Winkel  durch 
Messung  bestimmt  sein,  oder  bleibt,  bei  übrigens  gleichguten 
Beobachtungen,  die  Genauigkeit  dieselbe,  wenn  statt  einer  zwei- 
seitig gemessenen  Richtung  zwei  einseitig  gemessene  Richtungen, 
nämlich  statt  eines  Dreiecks  mit  3  gemessenen  Winkeln  2  Drei- 
ecke mit  nur  je  2  gemessenen  Winkeln  eingeführt  werden?  Da 
für  die  Doppelrichtung  zwei  einseitige  Richtungen  und  für  die 
ausfallende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  3  Winkeln  eines 
Dreiecks  eine  andere  zwischen  den  Sinussen  der  Winkel  zweier 
Dreiecke,  durch  Vergleichung  ihrer  gemeinschaftlichen  Seite,  hin 
zukommt,  so  wird  die  Anzahl  der  Fehler  sowie  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  nicht  geändert,  man  wird  also  in  beiden 
Fällen  den  einzelnen  gemessenen  Richtungen  denselben  mittleren 
Fehler  und  dem  ganzen  Dreiecksnetze  dieselbe  Genauigkeit  zu- 
schreiben müssen.  Das  nur  einseitige  Messen  einer  Richtung 
bat  aber  in  den  meisten  Fällen  seinen  Grund  darin,  dass  an  dem 
einen  Endpunkte  eine  sichere  Anvisirung  nicht  zu  erzielen  war, 
ja  dieses  mitunter  nicht  schon  bei  der  Entwerfung  des  Dreiecks- 
»etzes,  sondern  erst  bei  der  Winkelmessung  entdeckt  wurde,  in 
diesem  Falle  ist  es  sogar  vorzuziehen,  die  weniger  zuverlässige 
Messung  ganz  zu  unterlassen,  oder,  wenn  sie  schon  gemacht  ist, 
nicht  zu  benutzen ,  und  stattdessen  eine  weitere  einseitige  Rich- 
tung einzuführen,  die  mit  hinlänglicher  Schärfe  bestimmt  werden 
kann,  die  Genauigkeit  des  Ganzen  wird  dadurch  nur  erhobt. 


K  Zr-l 


kann  also  auch  in  dieser  Hinsicht   keine  An- 
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vir 

Ueber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel. 

(Mit  Beinpnahrae  auf  einen  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Nicola 
CavalieriSan  Bertolo,  commend.,  Inden  „Alti  dell'  Accademia 
Poalificia  dei  nuovi  Lincei".  Anno  XIX.  Sess.  III«. 24  Febbr.  1866.). 

Von 

Herrn  C.  Thiel, 
Kandidaten  der  Mathematiken  Greifewald. 


(Taf.  HI.  Fig.  4.). 

Zwei  im  Punkte  Kanter  dem  Winkel  a  sieb  schnei- 
dende Gerade  AX  und  AY  werden  von  einer  dritten 
Geraden  RS  in  den  Punkten  B  und  C  so  geschnitten, 
dass  A  CAB  =  k*  ist;  verbindet  mau  nun  den  Mittel- 
punkt P  von  BC  mit  A  und  theilt  AP  in  N  so,  dass 

NP:AP  =  \:h 

ist,  so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  iV  für 
alle  Lagen  von  RS  bestimmt  werden,  bei  denen  \CAB 
=  *»  ist 

Auflösung.  Es  sei  A  Anfang  des  Coordinatensystems,  AX 
der  positive  Theil  der  x  -  Axe  und  A  Y  der  positive  Theil  der 
y  •  Axe.  v 

Die  Coordioaten  von  C  seien  nun  x,,.0;  die  von  B  seien  U, 
ya;  also  sind  die  von  P:  \xXi  \y%,  und  nach  den  Lehren  der  ana- 
lytischen Geometrie  die  von  JV: 


4t>  C  Thiel:   Veber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel 

X) X  =  ~WXx  *    V  =  "2Ä  ^ 

Weil  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

2)  A         =  \xx  y2  sin  «  =  , 

also 

yt  —  ——  cosec  a 

ist,  so  ist  auch: 

«>)  .  .  .  .  x  —  ~2fy\~^i  *    y  =  A'cosec«; 

und  miiltiplicirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man: 

4)  xy  =  i  cosec«, 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten. 

Um  ihre  Mittelpunktsgleichung  zu  finden,  hat  man  von  dem 
schiefwinkligen  Cnordinatensysteme  der  (xtj)  zu  einem  recht- 
winkligen der  (x'y')  überzugehen,  das  denselben  Anfangspunkt  A 
hat  und  dessen  positive  xr  -  Axe  den  Asymptotenwinkel  «  hal- 
hirt.  Man  hat  demnach  in  den  Formeln  fflr  den  Uebergang  von 
einem  schiefwinkligen  zu  einem  rechtwinkligen  Systeme: 

x*  si  n  [(xy)  —  g]  -  y '  cos  [(xy)  —  |  ]  ^      =  xf8\n£+ y'cosg 
*  »\n(xy)  '  *  $\n(xy) 

(xy)  =  «,  £  =  i«  zu  setzen,  und  erhält: 

j?' sin  ja  —  y' cos  je*  x1  sin  ja  f  y'  cos  ja 

ß>-  sTnü  '    y-  sin«  ; 

also  durch  Multiplication : 

ar'*sini«9— y'*cos4«a 

JTW   —   :  ä  » 

*  sin«* 
und  folglich  nach  4): 

6>.  .   .  */ftg4«-y*cotgi«  =  (--^-)  k*  t 

oder  endlich: 

7) 
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Oer  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Hy- 
perbel mit  den  Schenkeln  des  Winkels  XAY  *\s  Asym- 
ptoten und  mit  den  Halbaxen 

a  =  6  =  ^VtgT«.*. 

Die  Abscisse  ihres  Brennpunktes  ist 

e  =  Va*  +  b%  =  -^p  V" 2coseci  .»Ar. 

Ist  a  =  90°,  so  ist  cotg^a  =  tgic  =  1 ;  die  Hyperbel  ist  dann 
gleichseitig  und  ihre  Gleichung  ist: 


8).  ....  .  *'«-y'»=(^i)*A». 


Ist  h  =  3,  so  ist  TV  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB,  und 
man  hat  daher  folgenden 

Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte 
aller  Dreiecke  mit  demselben  Winkel  a  und  dem  con- 
Htanten  Flächeninhalte  k*  ist  eine  Hyperbel  mit  den 
Schenkeln  des  Winkels  als  Asymptoten.  Ihre  Glei- 
chung ist: 

/  Y  _  (         v  =  i, 

\|  Vcötgi«  .  kJ      \%  V^tg \a  .  Ar/ 

und  für  a  =  90°,  in  welchem  Falle  die  Hyperbel  gleich- 
zeitig ist: 

Multiplicirt  man  die  beiden  Halbaxen  mit  einander,  so  erhalt  man : 

9)  ab  =  (^pI)V, 

und  folglich: 

10)  **  =  (äZö) 

und  das  giebt  folgenden 

Zieht  man  vom  Mittelpunkte  A  einer  Hy 


perbel  nach  einem  beliebigen  Punkte  N  derselben  eine 
Gerade,  verlängert  sie  über  N  hinaus  bis  Pt  so  dass 

NP:AP  =  l:h, 

und  zieht  durch  P  eine  Gerade  bis  zum  Durchschnitte 
mit  den  beiden  Asymptoten  in  ß  und  C  so,  dass  BC 
in  Phalbirt  wird,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
eckes ABC  ein  constanter,  nehmlich 
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C.  Thiel:   Veöer  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel. 


Ist  A  =  3,  so  ist  N  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB 
und  sein  Flächeninhalt  k*  =  \ab. 


Wie  Herr  Nicola  Caval ierji  San  Bertolo  a.a.O. bemerkt,  ver- 
dient es  angeführt  zu  werden,  dass,  wenn  obige  aus  der  Losung 
der  Anfangs  gestellten  Aufgabe  hergeleitete  Eigenschaft  der 
Hyperbel  sich  noch  nicht  bei  Apollonios  so  ausgedrückt  findet, 
dieselbe  doch  aus  zwei  von  ihm  angeführten  Sätzen  leicht  ge- 
folgert werden  kann,  nehmlich  aus  dem  dritten  im  zweiten  Buche 
seines  Werkes  über  die  Kegelschnitte: 

„dass  das  zwischen  den  beiden  Asymptoten 
liegende  Stück  jeder  Tangente  an  eine  Hyper- 
bel im  Berührungspunkte  halbirt  wird" 
und  dem  43sten  im  dritten  Buche: 

„dass  alle  von  den  Tangenten  an  eine  Hyper- 
bel und  von  ihren  Asymptoten  eingeschlosse- 
nen Dreiecke  einen  coostanteu  Flächeninhalt 
haben,  nehmlich  dem  Rech tecke  aus  denHalb- 
axen  der  Hyperbel  gleich  sind." 

Zieht  man  nehmlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  N  einer 
Hyperbel  eine  Tangente  bis  zum  Durchschnitte  mit  den  Asymptoten 
in  DandE,  zieht  AN  und  verlängert  es  über  N  hinaus  bis  P,  so  dass 

AP.NP=h.\, 

und  zieht  durch  P  zur  Tangente  DE  die  Parallele  BC,  so  wird, 
weil  DE  nach  dem  ersten  angeführten  Satze  in  iV  halbirt  wird, 
BC  in  P  halbirt;  ferner  ist: 

±BAC:&DAE=  AB  .ACAD.AE, 
ABiADz=AC:AE  =  APiAN=zh:h-\, 


also,  weil 
d.  h. : 


ist : 


AB  =  ^ryAD,  AC^j^-yAE 
\BAC.&DAE  =  (^h~^%  .\, 


also  schliesslich,  weil  nach  dem  zweiten  angeführten  Satze 
A  DAE  =  ab  ist: 

\  BAC  =  (j^J ab, 
was  bewiesen  werden  sollte. 
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VIII. 

Ronstraktion    der  Intensitätslinien   eines  dreiaxigen 
EUipsoids  mit  Benutzung  einer  Kugelscala. 

Von 

Herrn  Emil  Koutny , 

Assistenten  der  descriptiven  Geometrie  am  K.  K.  technischen  Institute 

In  Brünn. 

I. 

Theoretischer  Theil. 

Der  Rotationskegel  als  einhüllende  Flache  eines  dreiaxigen 

Ellipsoides. 

Es  sei  in  Taf.  III.  Fig.  I.  der  achte  Theil  eines  dreiaxigen 
Ellipsoides  durch  seine  Schnitte  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
dargestellt.  Das  Coordinatensystem  hat  eine  solche  Lage,  das** 
«ein  Ursprang  mit  dem  Mittelpunkte  O  der  Fläche,  die  Coordi- 
natenaxen  mit  den  Richtungen  der  Axen  OA  =  at  OB  =  b.  OC 
=  e  des  Ellipsoides  zusammenfallen.    Es  ist  somit: 

©♦  (ff*  (;)'- ' 

die  Gleichung  dieser  Fläche. 

Nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  a  die  grösste,  b  die  kleinste 
der  drei  Axen,  folglich  «i>c>6  ist,  und  denken  uns  aus  irgend 
einem  Punkte  der  ÄAxe  an  das  Ellipsnid  einen  berührenden  Ke- 
gel gelegt,  so  ist  klar,  dass  ein  auf  seine  Axe  OX  senkrechter 
Schnitt  eine  Ellipse  sein  wird,  deren  grossere  Axe  eine  vertikale 
Stellung  hat;  es  ergibt  sich  jedoch  ein  gerade  entgegengesetztes 
Resultat,  wenn  die  Spitze  des  berührenden  Kegels  in  der  FAxe 
angenommen  wird. 

Es  liegt  also  die  Vermnthnng  nahe,  dass  es  in  der  Ebene 
XOY  dieser  beiden   Axen  einen  Punkt  oder  ein  System  von 
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Paukten  geben  wird,  von  welchen  aus  an  das  Ellipsoid  berüh- 
rende Rotationskegel  möglich  sind,  und  es  soll  Gegenstand  der 
folgenden  Betrachtung  sein,  die  Lage  dieser  Kegelmittelpunkte 


Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  in  der  Ebene  XOY  einen  Punkt 
M  an,  dessen  Coordinaten  OP  =  p,  MP  =  q  sind,  und  der  die 
eben  besprochene  Eigenschaft  besitzen  soll;  legen  durch  diesen 
als  Spitze  einen  das  Ellipsoid  berührenden  Kegel,  so  wie  einen 
beliebigen  Rotationskegel  mit  horizontaler  Aze,  und  untersuchen 
sodann,  unter  welchen  Bedingungen  diese  beiden  Kegel  znsam 
raenfallen. 

Für  eine  Tangirungsebene  an  das  Ellipsoid  haben  wir  be- 
kanntlich die  Gleichung: 

-i-  9Jfl  .  £j£  _  | 
a»  +  6*  +  c»  '» 

wobei  x',  yr,  x'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind. 
Setzen  wir  die  Bedingung,  dass  die  Ebene  durch  den  Punkt  M 
gehen  soll,  in  die  obige  Gleichung,  indem  wir  x  =  p,  y  =7, 
z  =  0  substituiren,  so  stellt  die  so  erhaltene  Gleichung,  in  Ver- 
bindung mit  jener  des  Ellipsoid«,  die  Gleichung  der  Berührung«- 
curve  dar;  somit  sind: 

0»  +  b%  -  1  (1) 

p  +  &  +  3  =  l  (2) 

die  Gleichungen  der  Leitlinie  unseres  Kegels. 

Die  Erzeugeode  wird  offenbar,  als  durch  den  Punkt  M  ge- 
bend, durch  die  Gleichungen  1 


x 

y 

darzustellen  sein. 


Um  nun  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels  zu  erhalten, 
eliminiren  wir  vorerst  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Grossen 
x,  y,  t;  indem  wir  aus  (3)  x  und  y  durch  x  ausdrücken  und  diese 
Werthe  in  (1)  und  (2)  Substituten.   Aus  (3)  folgt: 

x  =  Az.+  p> 

y  =  Bx  +  qS <4> 
demoacb  aus  (1)  ood  (4): 
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und  hieraas: 


(5) 


Ais  Bedingungsgleichung  für  den  Schnitt  der  Erzeugenden 
mit  der  Leitlinie  ergibt  sich  sonach  durch  Substitution  von  (4) 
and  (5)  in  (2): 

JK>-ffi>«?r^K'-(5)']*'9r 

oder  nach  Potenzen  von  A  und  B  geordnet: 


(6) 


sabstitnirt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

♦WC© -'][©%(!)-•] 

^(^)(^)f?[1-©'-(f).T 

4# 
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welche,  durch  +  (f)  abgeküTzt, 

(?)"[©-']  +  P?JK)'-']-!S  ('-?)(*?) 

=©'C'-e)-(03 — • 

oder  in  anderer  Form  geschrieben, 

=(^(^(0t'-(9 HDl  ••<•'> 

als  die  zu  suchende  Gleichung  der  Kegelfläche  liefert. 

Nehmen  wir  nun  in  der  Ebene  XOY  eine  durch  M  gehende 
Gerade,  deren  Gleichungen 

(,-p)=^y-p)j  (?) 

sein  mögen,  als  die  Axe  eines  Kegels  an,  dessen  Spitze  in  M 
liegen  soll,  und  der  durch  Rotation  einer  Geraden 

x-p  =  Mt  } 

y-q  =  iVx  5 <*> 
uro  diese  Axe  entstanden  ist. 

Um  die  Gleichung  dieses  Kegels  aufzustellen,  denke  man 
sich  denselben  durch  eine  auf  die  Axe  senkrechte  Ebene 

*  =  -2y+flf'  W 

so  wie  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten,  welche  ihren  Mittel- 
punkt in  M  hat,  und  deren  Gleichung  sonach 

+  =   (10) 

* 

ist,  so  werden  beide  Schnitte  Kreislinien  sein,  und  es  muss 
offenbar  eine  Relation 

ß*  =  V  («) 

stattfinden. 

- 

Eliminirt  man  daher  aus  (9),  (10)  und  (8)  die  Grössen  x,  y,  x, 
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indem  man  aus  (8)  die  Wertbe  für  x  und  y  in  (9)  und  (10)  setzt, 
und  deo  aus  (9)  erhaltenen  Werth 

*~"    AM  +  N 
in  (10)  substituirt,  so  ergibt  sich: 
Af»z»  +  iV**»+  = 

und,  fiir  A(a—p)  den  Werth  ^l(a;— p)+y  aus  (9)  gesetzt: 

[j(^)+(^)p|5ir?5Ä»1  =  (*-?)* (»') 

oder: 

(«-*>>' L*  (am+w "ü+^cra*"1! 

+  Mf>-y)(jr-j)  (^  +  2V)»  =  »*    -  •  -  dl) 
als  die  verlangte  Gleichung  des  Rotattonskegels. 

Soll  nun  jeder  durch  (I)  dargestellte  Berührungskegel  in  ei- 
nen Rotationsicegel  übergehen,  so  müssen  die  beiden  Ausdrücke 
(I)  und  (II)  identisch  werden,  woraus  folgende  Bedingungsgleicbungen 
resultiren: 


dl) 

^r/rY_ri  _  r*. 

f,[©-.]=<^..)[.-(?)-(?)-], 

j$  =.-*■[.-(?)•- ©']• 

wenn,  der  Kürze  halber,  der  Ausdruck: 

(AM+N)*  -  * 

gesetzt  wird*). 


*)  Die  Bedeutung  dieser  Grosse  9  ergibt  sich  einfach  ans  folgender 
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Diese  drei  Gleichungen  enthalten  vier  variable  Grössen,  näm- 
lich die  beiden  Coordinaten  p  und  q  der  Kegelspitze,  so  wie  A 
und  q>,  welch  letztere  den  Neigungswinkel  der  Rotationsaxe  gegen 
die  JTAxe,  und  den  der  rotirenden  Geraden  mit  der  Rotationsaxe 
bestimmen. 

Durch  Elimination  je  zweier  dieser  Variablen  wird  man  die 
gegenseitige  Abhängigkeit  von  den  beiden  anderen  in  Form  einer 
Gleichung  erhalten;  es  wird  sich  somit  der  geometrische  Ort  der 
fraglichen  Kegelmiltelpuukte  ergeben,  wenn  man  aus  den  obigen 
drei  Gleichungen  (11)  die  Grossen  A  und  <p  eliminirt 

Zu  diesem  Behufe  setzen  wir,  der  Kürze  halber,; 

'-©'-(?)' i 

bestimmen  aus  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  <p*  und  mit 
diesem  Wertbe  aus  der  dritteu  die  Grösse  A,  welche  Werthe 
sodann  in  die  erste  Gleichung  substituirt  und  geordnet  die  Re- 
lation 

c*[a*R*-c*)     )  +  c*[6«Ä*-*j*]  (ly+taW—c«]  [6«Ä«— c*]=0 
geben.    Diese  nach  Potenzen  von  12  geordnet,  übergeht  in 


Betrachtung.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  aA,  ßu  yt  die  Winkel,  welche 
die  Rotationsaxe  mit  den  drei  Coordinatcnaxcn  ei  nachließt,  «o  »ind  dieae 
durch  die  Gleichungen 

a,  =  90°  — tg£,  =  A,  und  y,  =  90«, 

folglich : 

bekannt.  Sind  eben«o  oa,  ßv  y%  die  &eigung«wiQkeI  der  rutirenden  Ge- 
raden mit  den  Conrdioatenaxen,  •©  erhält  man  cur  Bestimmung  der- 
selben bekanntlich  die  Gleichungen: 

M  N  i 

*****  =ir^rrTrff'  co.y,= 


folglich  für  den  Neigungswinkel  3  der  Geraden  gegen  die  Rotationsaxe: 
co«<J  =  co»al  co«a,  +  co«/J,  to*ßx  -f-  co»yx  coay, 

A.U  +  N  AM+N  , 

  co»  fix  «ina. 

E«  int  mithin  ?  =  — ^  =  4. 

coaJ  CO»0 
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und,  der  Faktor  Ä*  =  1  —        —         herausgehoben : 

endlich  für  Ä*  der  Werth  gesetzt  und  reducirt: 

(12) 

C1- ©*-(!)*] [P1<c*-^  +  ^^flt>  f(c*-62)(c«-««)]=0. 

Es  ist  dies  somit  die  Gleichung  jener  ebenen  Kurve,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  der  aus  jedem  Punkte  ihrer  Peri- 
pherie an  das  Ellipsoid  gelegte  berührende  Kegel  ein  Rotations- 
kegel ist.  Aus  derselben  ist  ersichtlich,  dass  diese  Kurve  aus 
sirei  Linien  des  zweiten  Grades: 

©'♦(0'  -  • 

uod 

p*(c»-6*)  +  o*(ca-a*)  +  (c2-6»)(c«-aa)  =  0 
rusanimen gesetzt  ist,  deren  Bedeutung  wir  untersuchen  wollen. 

Betrachten  wir  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  stellt  uns 
diese  nichts  anders  als  den  Schnitt  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene 
XOY,  d.  i.  den  horizontalen  Hauptschnitt  AB  dieser  Fläche  vor. 
Es  mfisste  also  für  diesen  Fall  die  Kegelspitze  stets  im  Umfange 
der  Fläche  sich  fortbewegen,  woraus  folgt,  dass  der  berührende 
Kegel  in  eine  berührende  Ebene  übergeht.  Wir  haben  sonach 
diese  Gleichung  weiter  nicht  zu  berücksichtigen. 

Die  zweite  Relation 

p*(c*-6»)  +  7*(c*-a*)  +  (c«-6*)(c*-a*)  =  0 

bat  nur  dann  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  eine  der  beiden 
Differenzen  c1 — 6*  oder  c*  —  d2  negativ  wird.  Es  bestätigt  dies 
unsere  gleich  Anfangs  gestellte  Vermuthung,  dass  die  Punkte  M 
in  jener  Ebene  liegen  dürften,  welche  man  durch  die  grösste  und 
kleinste  Axe  legt;  denn,  lässt  man  cl— 6a  positiv,  so  muxs  c*— a* 
negativ  angenommen  werden,  und  umgekehrt,  woraus  immer  folgt, 
dass  e  die  mittlere  Axe  sein  muss. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  sodann  unsere  Gleichung 
die  Form 

p«(c»-6a)-o*(a«-c*)  =  (a*-c*)  (c*-b% 

oder: 

_P  4*     _  , 

ai_c*     c*-o»  ~~ 

(vfc)  ~(-v**)=  »  <'"> 

«reiches  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  deren  reelle  Axe 

V" a*— c*  in  der  JfAxe,  und  dereu  imagiuäre  Axe  V  c*— 6*  in  der 
FAxe  liegt. 

Es  lässt  sich  sonach  der  Satz  aussprechen: 

Den  geometrischen  Ort  der  Kegelspitzen  aller  Ro- 
tationskegel mit  horizontaler  Axe»  welche  ein  drei- 
axiges  Ellipsoid  berühren,  bildet  eine  Hyperbel»  dereo 
Axenrichtungen  mit  jenen  des  Ellipsoids  überein- 
stimmen, und  welche  die  Excentricitäten  der  bei  den  auf 
die  Horizontalebene  senkrechten  Hauptscbnitte  des 
Ellipsoides  als  Axen  hat. 

§.  2. 

Von  besonderem  Interesse  ist  ferner,  dass  die  Hyperbel, 
welche  ihren  Scheitel  im  Innern  des  Ellipsoides  hat,  aus  dieser 
Fläche  in  den  vier  Nabelpunkten  heraustritt.  Wird  nämlich  der 
Durchschnitt  der  Hyperbel  mit  dem  in  der  Ebene  XOY  liegenden 
Hauptschnitte  des  Ellipsoides  gesucht,  so  ergeben  sich  als  Coor- 
dinaten  der  Durchschnittspuukte  jene  der  Nabelpuukte,  nämlich: 

§.  3. 

Es  sei  in  Taf.  III.  Fig.  2.  die  Papierfläche  die  Coordinateo- 
ebene  XOY,  in  welcher  die  Hyperbel  zu  verzeichuen  ist,  ferner 
AA'BB'  der  in  dieser  Ebene  liegende  Hauptschnitt  des  Ellip- 
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soides,  mitbin  OA  =  OÄ  =  a,  OB  =  OB'  =  6,  endlich  CCDD' 
eio  mit  der  dritten  Axe  c,  als  Radius,  aus  dem  Mittelpunkte  O 
beschriebener  Kreis,  daher  OC  =  OC  =  0/>=  OZ>' =  c,  so 
werden  dem  Obigen  zu  Folge  die  Scheitel  und  Af'  der  Hy- 
perbel einfach  erhalten,  wenn  man  die  Axe  XX'  aus  C  oder  C 
mit  einem  Kreise  vom  Halbmesser  OA  =  a  durchschneidet. 

Die  Richtungen  der  Asymptoten  können  gefunden  werden, 
indem  man  auf  ähnliche  Weise  die  imaginäre  Axe  ON=  02V 
—  OR  sucht,  über  beiden  Axen  das  Rechteck  verzeichnet  und 
dessen  Diagonalen  zieht.  Sie  ergeben  sich  jedoch  auch,  weon 
man  zu  den  an  die  Ellipse  und  den  Kreis  CCDD1  gemeinschaft- 
lich gelegten  Tangenten  T,  T\  Tx  und  Tx\  durch  den  Mittel- 
punkt O,  die  Parallelen  SS',  5^5/  führt. 

Die  letztgenannte  Konstruktion  der  Asymptoten  lässt  sich 
analytisch,  so  wie  auch  rein  geometrisch  beweisen. 

Bezeichnen  wir  mit  xt  und  yt  die  Coordinaten  der  Berfib* 
rongspunkte  des  Kreises,  mit  x%  und  yt  jene  der  Ellipse,  durch 
die  gemeinschaftliche  Tangente,  so  müssen  folgeode  Bedingungs- 
gieicbungen  bestehen: 

(?)•♦(?/='• 

£i  — 

a*  ~"  c*' 

Aus  den  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  folgt: 

xi  —  c*xs» 
6* 

welche  Werthe,  in  die  zweite  Gleichung  substituirt, 

c  c 

geben.  Vergleicht  man  die  letztgefundene  Gleichung  mit  der 
ersten,  so  ergibt  sich: 
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oder: 

woraus  die  trigonometrische  Tangente  ~  dieser  vier  Berühren- 
den  mit  der  Axe  XX' 


y2      —       yf  a2— c» 

resultirt,  welcher  Werth  dem  Qaozienten  aus  den  beiden  Hyper- 
bel axen  gleich  ist,  mithin  die  Asymptoten  zu  jenen  Tangenten 
parallel  sein  müssen. 

Rein  geometrisch  lüsst  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Kon- 
struktion folgendermassen  nachweisen: 

Denkt  man  sich  aus  einem  in  unendlicher  Entfernung  liegen- 
den Punkte  der  Hyperbel  an  das  Ellipsoid  den  berührenden  Ke- 
gel gelegt,  so  übergeht  dieser  in  einen  berührenden  Cylinder, 
welcher  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  berühren  wird.  Diese  El* 
lipse  liegt  in  einer  durch  die  Axe  c  gehenden  Vertikalebene, 
deren  Trace  auf  der  Ebene  XOV  durch  den  zur  Richtung  der 
Asymptoten  conjugirten  Durchmesser  gegeben  ist 

Weil  nun  dieser  Cylinder  ein  senkrechter,  von  kreisförmiger 
Leitlinie  sein  soll,  so  muss  derselbe  auch  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius c  berühren,  welche  denselben  Mittelpunkt  O  hat,  und  deren 
Schnitt  mit  der  Ebene  XOY  der  Kreis  CCD&  ist.  Da  nun  die 
Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  zu  den  Asymptoten  sind, 
so  wird  sich  die  Richtung  der  Letzteren  ergeben,  wenn  man  an 
die  Ellipse  und  den  Kreis  die  gemeinschaftlichen  Berührenden 
legt. 

§.  4. 

Aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  (11)  folgt : 
A   ^p_9  

welcher  Werth  in  die  erste  gesetzt, 


c 
ä 


ftp'-]-  jwgr-api  fr-emn 
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> 

daher: 

'3SK5K(Ö-']['-On 


liefert. 

Natt  ist  auch 

daher: 


Wird  dieser  Werth  in  die  letztgefondene  Gleichung  gesetzt, 
so  ergibt  sieb: 

?  L  +  c«— 6«  J  ~  c«— 6«  -  o*— c»' 


y4  = 


wird.    Differeozirt  mao  die  Gleichung  (III)  nach  q,  so  erhält  man : 

*pdg  2q 


folglich : 


dp  _  q*  —  c*  7 


Es  ist  somit: 

A  =  dq' 

woraus  erhellt,  dass  die  Kegelaxe  stets  die  Hyperbel  tangirt, 
oder  mit  anderen  Worten ,  dass  die  gefundene  Hyperbel  die 
einbauende  Kurve  sämratli eher  Axen  der  Rotations- 
tegel ist. 

§.  5. 

Um  die  Fläche  zu  bestimmen,  welche  die  aufeinanderfolgenden 
Lagen  jener  Ebenen  umhüllt,  in  welchen  die  Berührungskurven 
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der  Rotationskegel  und  des  Ellipsoids  liegen,  ist  zu  berücksich- 
tigen, das  unserer  Annahme  zufolge  alle  diese  Ebenen  senk- 
recht auf  die  Coordinatenebene  XOY  sind,  folglich  einen  Cy  lind  er 
einhüllen  werden,  dessen  Erzeugenden  parallel  zur  Aze  OZ  sein 
müssen.  Es  wird  demnach  die  nachfolgende  Untersuchung  sich 
darauf  beschränken,  die  Leitlinie  der  Cyüuderflache  in  der  Ebene 
XOY  aufzusuchen,  welche  sich  als  umhüllende  Kurve  sämmtlicher 
Traeen  der  obgeoannten  Ebeneo  auf  dieser  Coordinatenebene  er- 
geben wird. 

Nach  (1)  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Tracen: 
wobei  fiir  p  und  q  die  Bedingungsgleichung 

&-(&-> 

stattfindet,  wenn  wir  nämlich  fj  =  V  a*—c",  ff  =  ♦/  c*— 6*  setzen. 

Nach  der  Theorie  der  einhüllenden  Kurven  müssen  wir  nuo 
die  Grossen  p  und  q  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  dem 

OB 

aus  deuselben  sich  ergebenden  Differentialquotieoten  ^  el iniin i- 
ren,  um  zu  dem  gewünschten  Resultate  zu  gelaugen. 
Durch  Differentiation  beider  erhält  man: 


c  2 


folglich  hieraus  durch  Elimination  von  ^  * 

p=-o)-e)'©« 

Diesen  Werth  in  die  beiden  oberen  Relationen  substitutiv 
folgt: 

q«64f»V         6«et»:g»— o^V  n46« 
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Daher  ist  die  Gleichung  der  zu  suchenden  Cylinderleitlinie : 

oder: 

fia-o»'-'  (,v) 

und  diese  selbst  eine  Hyperbel,  deren  Axen  mit  jenen  des  Haupt 

schnitte«   des  Ellipsoids    zusammenfallen  und   die  Werthe 

-i 

b* 

(reelle),  —  (imaginäre  Axe)  besitzen. 

Den  Winkel,  welchen  die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  mit 
der  £Axe  bilden,  bestimmt  die  Gleichung: 

6*  a*  b* 

tg  c  =  —  :  —  =  

Nun  ist  jedoch  j  nichts  anders  als   die  trigonometrische 

Tangente  des  Asymptotenwinkels  der  erstgefundenen  Hyperbel, 
also  lger\  folglich: 

"  a2.tga'' 

woraus  ersichtlich  wird,  dass  die  Richtungen  der  Asymptoten 
dieser  Hyperbel  durch  die  zu  den  Richtungen  der  Asymptoten 
der  ersten  Hyperbel  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  AÄ BW 
bestimmt  sind.  Wir  werden  somit  bloss  in  den  Punkten  H  und 
R,  wo  die  ersteren  Asymptoten  die  Ellipse  schneiden,  Tangenten 
zu  verzeichnen,  und  die  zu  suchenden  Asymptoten  zu  diesen 
Tangenten,  durch  den  Mittelpunkt  O,  parallel  zu  ziehen  haben. 

Die  Axen  der  Hyperbel  können  einfach  durch  Konstruktion 
aa  b2 

der  Ausdrücke  —  und  -—  gefunden  werden;  sie  ergeben  sich  je- 
fi  fs 

doch  auch,  wenn  man  in  denjenigen  Punkten  der  Ellipse,  welche 
beziehungsweise  slt  als  Abscisse,  oder  fa  als  Ordinate  haben, 
Tangenten  zieht,  welch  Letztere  die  bezüglichen  Coordinatenaxen 
in  den  zu  bestimmenden  Endpunkten  der  Hyperbelaxen  schnei- 
den, was  sich  sehr  einfach  beweisen  lässt. 


§.  6. 

Fuhren  wir  nun  die  Untersuchung  allgemein  durch,  d.  h.  ohne 


62   houtny"  Konstruktion  der  Intensittitslinien  eines  dreiaxigen 

die  Kegelspitze  in  einer  Haaptebene  anzunehmen,  and  bezeich- 
nen die  Coordinaten  derselben  mit  p,  q,  r,  so  sind 


px     qy  tz 

?  +  (|3) 

die  Gleichungen  der  Berührungskurve  des  Ellipsoids,  und 

(14) 

v* — •  f  } 

jene  der  Erzeugenden  des  Kegels. 


x — p  =  A  (z—r) 

y-g=B(z-r) 


Werden  die  Werthe  för  y  und  x  aus  (14)  bestimmt,  and  in 
(13)  gesetzt,  so  ergibt  sich: 

£(p+Az-Ar)+%>{q  +  Bz-Br)  +  ^z  =  \y 

~  {Az+p  -  Ar)*+  ^  (Bz+q  -  Br)  +  £  =  1 ; 
und  aus  der  oberen: 


folglich  auch: 

Diese  Werthe,  In  die  untere  Gleichung  gesetzt,  verwandeln 
dieselbe  in  folgende: 
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♦JM^^+'^+'SFC'-©*-©*] 

~        +  6*   +Z  a*^  +  *i*c*+^6V»  +  c*' 
welche,  nach  y4  und  Z?  geordnet, 

+"iÄi'-(0'-OVjK.+Än-©'-(0,H&i 

«"fe'-(S)-(0VÄ^i'-©HO>-Äf 
♦fS5+e+i[-®r-0)T-Sj- 

gibt. 

Untersucht  man  die  einzelnen  Koeffizienten,  so  findet  man  in 
denselben  den  gemeinschaftlichen  Faktor  1-  (j),-ßV . 

durch  welchen  die  Gleichung  abgekürzt,  in  folgende  übergeht: 

©'Hf)'-GH  ♦(?)'  S  -©r-©l  ♦ 
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Setzt  man  endlich  för  A  und  B  die  Werthe  ans  (14) ,  so  er- 
halt man  die  Gleichung  des  berfihrenden  Kegels: 

Für  den  bezüglichen  Rotationskegel  haben  wir  wieder 

x  —p  =  A  (z—r), 
y-q  =  B  (z— r) 

als  Gleichungen  der  Rotationsaxe,  und 

ar — p  =r       — r), 
V-q  =  iV(z-r) 

jene  der  rotirenden  Geraden,  daher 

Ax  +  By+x  =  a 

die  Gleichung  einer  auf  der  Rotationsaxe  senkrecht  stehenden 
Ebene,  und 

(*-/>)»  +  (x-r)*  =  0» 

jene  einer  Kugelfläche,  die  ihren  Mittelpunkt  in  M  hat. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  und  i,  so  ergibt 
sich  die  Bedingungsgleichung 

und  werden  für  a  und  ß*  die  Wertbe  gesetzt,  so  folgt : 

(VI') 
7!/a  +  iV*+l 

{^^-^^-^^-^^^^^^(^^(^-^(x-r)* 
oder: 

(Vi) 

+  (y-q)HB*<p*-\)  +  (2-r)»(9>a-l) 
+2ili?(a:-p)(3r-9)9t+2^(x-?i)(z~r)9>*  +  2Ä(y-9)(x-r)9)«  =  0, 

wenn  wir  nfimlich  der  Kürze  halber 

04A#+tfiV+l)*-,3P 
setzen,  als  die  Gleichung  des  Rotationskegels. 
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Aach  hier  hat  der  Ausdruck  tp%  eine  ähnliche  Bedeutung  wie 
früher. 

Soll  der  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  sein,  so  müssen 
folgende,  aus  der  Vergleichung  von  (V)  und  (VI)  resultirende 
Bedingungsgleichungen  bestehen : 

(15) 

'äks- an  •  ••<« 


er 

<i2 


7r 

'  Ä2 

Wir  haben  hier  fünf  Gleichungen  zwischen  sechs  Variablen 
p,  q,  r,  A,  1$,  <p,  (weil  q>,  obzwar  es  die  Grössen  M  und  N  ent- 
hält, bloss  als  eine  Variable  angesehen  werden  darf),  woraus 
seboo  hervorgeht,  dass  der  geometrische  Ort  der  Kegelspitzen 
durch  zwei  Gleichungen  gegeben,  also  eine  Linie  sein  wird. 

Eliminiren  wir  demnach  die  Grössen  A,  B>  a>,  so  werden 
diese  sich,  wie  folgt,  ergeben. 

Aus  (/),  (<5)  und  («)  erhalten  wir: 


qp2  r2 


9>2-J  —  c2"  j 


Bezeichnet  man  weiters.  den  Ausdruck 

'-©'-0)*-©'  <»> 

mit  17,  und  setzt  diese  Werthe  in  die  beiden  Gleichungen  (o) 
und  (ß),  so  erhält  man  aus  (a) : 


Th«il  XL  VI.  :, 
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(weil  aus  (17)  o>«  =  -  ^ .  jj  folgt) ,  daher 

£  ü=  ü.  (18) 

Ebenso  ergibt  sich  aas  (ß) 

&U=U,  (19) 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  für  den  Fall,  als  A  und  B  endliche 
Wertbe  erhalten,  ein  berührender  Rotationskegel  nur  dann  mög- 
lich ist,  weno 

"--©•-(8"-ö*-'  " 
&*<&*&-  <v"> 

wird;  d.  b.  wenn  die  Kegelspitze  M  in  der  Oberfläche  des  EHip- 
soides  liegt,  wo  dann  der  Kegel  in  die  betreffende  Berührung 
ebene  abergebt,  oder  wenn 


o  =  6=c  (VIII) 

ist,  d.  i.  wenn  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  übergeht,  bei  welcher 
bekanntlich  jeder  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  ist. 

Nimmt  man  jedoch  eine  der  Grössen  A  oder  B  gleich  Null, 
oder  unendlich  gros«  an,  so  kann  dies  durch  Substitution  einer 
der  Gleichungen 

p  =  0,  f  =  0,  raO 

erreicht  werden,  und  wir  haben  alsdann  die  Untersuchung  io 
einer  der  drei  Coordinatenebenen  durchzuführen,  wie  dieselbe 
gleich  anfänglich  vorgenommen  wurde. 

Wir  erhalten  durch  die  Substitution  dieser  Bedingung  in  die 
Gleichungen  (15)  genau  jene  drei  Bedingungsgleichungen  (11), 
indem  zwei  Relationen  aus  (15)  entfallen.   Selbstverständlich  hat 

man  zu  berücksichtigen ,  dass  der  Quotient  ^  (fflr  r  =  0)  als 
neue  Variable  einzuführen  sein  wird. 

Da  nun  bei  der  Untersuchung  in  einer  Coordinatenebene  be- 
wiesen wurde,  dass  die  fragliche  Kurve  sich  io  jener  Ebene  be- 
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findet,  weiche  durcfc  die  grosste  und  kleinste  Axe  des  Ellipsoides 
.geht,  and  »vir  bei  der  allgemeinen  Untersuchung  auf  eine  Axen- 
ebeue  ubergehen  mussten,  so  folgt  hieraus,  dass  jenes  bei  der 
speziellen  Eutwickelung  erhaltene  Resultat  das  einzig  mögliche  ist. 


§.  7.. 

Für  die  den  Schluss  dieses  Aufsatzes  bildende  Konstruktion 
ist  es  ferner  von  Interesse,  zu  untersuchen,  welches  der  geome- 
trische Ort  aller  Kegelspitzen  sei,  die  erhalten  werden,  wenn 
man  die  sämmtlichen,  das  EHipsoid  umhüllenden  Rotationskegel 
parallel  zu  sich  selbst  so  lange  verschiebt,  bis  sie  eine  ge- 
gebene Kugel  berühren. 

Zu  diesem  Behufe  sei  in  Taf.  III.  Fig.  3.  SA  die  Axe  und 
BSC  der  Umriss  eines  das  gegebene  EHipsoid  berührenden  Ro- 
talioriskegeU,  welcher  so  weit  verschoben  wird,  bis  er  die  Kugel 
K  vom  Radius  R  berührt,  wodurch  seine  Spitze  nach  Sx  ge- 
laugt Selbstverständlich  muss  in  dieser  Lage  die  Kegelaxe 
SjO  durch  den  Mittelpunkt  O  der  Kugel  gehen,  welcher,  der 
Einfachheit  halber,  mit  dem  Mittelpunkte  O  des  Ellipsoides  zu- 
sammenfallend angenommen  wurde. 

Benützen  wir  auch  hier  dasselbe  Coordinatensystem ,  wie  in 
den  vorigen  Fallen,  so  werden  OI\  =  x>  SlPl  =  y  die  recht- 
winkligen ,  OSt  =  p,  Z.  XOSt  =  a  die  polaren  Coordinateu  (in 
Bezug  auf  den  Pol  O  und  die  Polaraxe  OX)  eines  Punktes  <S, 
der  zu  suchenden  Kurve  sein. 

Zur  Bestimmung  derselben  haben  wir  nachfolgende  Gleichungen : 

1)  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OESl : 

R 

R  =  o  sin  d  oder  o  =  -t— a  » 

*  sino 

wenn  d  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  rotirende  Erzeugende 
des  Kegels  mit  der  Kegolaxe  bildet. 

2)  Für  die  jedesmalige  Fixirung  der  Kegelaxe  SA  «erden 
die  beiden  Gleichungen 

1      dq  p 

5* 
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hinreichen,  wovon  die  erste  die  Lage  der  Kegelspitze  •$,  die 
zweite  die  Neigung  der  Kegelaxe  gegen  die  Coordinatenaxe  OX 
angibt,  »venu  wir  mit  p  und  y  die  Coordinaten  OP  und  SP  der 

Kegelspitze  und  mit  et  =  \f  al — c2,  f  4  =  V  c2 — 6*  die  Axen- 
langen  der  Hyperbel,  in  welcher  die  Kegclspitze  Ä  liegt,  be- 
zeichnen. 

3)  Endlich  erhalten  wir,  wie  au»  der  Anmerkung  des  §  I. 
ersichtlich  ist,  eine  Relation: 

sin2a        4         1  c"  P9 

zwischen  den  Winkeln  a  und  6. 

Durch  Elimination  der  Grössen  p,  q  und  ö  aus  diesen  vier 
Gleichungen  wird  eine  Gleichung  zwischen  g  und  «  resultiren, 
welche  die  zu  suchende  Kurve  bestimmen  wird. 

Fassen  wir  mithin  die  Gleichungen  in  2)  ins  Auge  und  be- 
stimmen aus  denselben  die  Wertbe  p  und  o,  so  ergeben  sich 
hiefür  einfach  die  Ausdrücke: 

P  -fjMgSa-f^' 

9  —  fl2tg2«-fa2' 

folglich : 

Diese  Werthe,  in  die  letzte  der  vier  Gleichungen  gesetzt, 
geben : 

sin2«  c2£i2f42tg2a 

cos2<5  ~~  ~~  a2 b*  fo2 tg2«— Ä^tg2«— a2^*  ' 

Werden  im  Nenner  die  Glieder,  welche  tg2«  enthalten,  zu- 
sammengezogen, und  wird  berücksichtigt,  dass  ä1— f,2  =  c2, 
02  +  eÄ2  =  c2  ist,  so  lässt  sich  der  Bruch  durch  c2  abkürzen,  wo- 
durch er  die  Form  erhalt: 

sio2a  fj2*a2tg2a  £,2f22sin2« 


cos2<5         62fj2tg2flf— a2«t2       n2f2*cos2a  —  o2f,2sin2c 

Hieraus  folgt,  wenn  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  durch 
sin2«  abgekürzt  und  der  reziproke  Werth  genommen  wird: 
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m*      fl*fo2coss*o  —  02t.asin2a 
co**6  =  S  '  ' 


laher: 


Sin9d  =  1  —  €08*6  =  -5 — 5  — 5—=   • 

Die  erste  der  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  quadrirt, 

-ibt: 

*  —  sin»(5' 

und  für  sin*<3  den  eben  gefundenen  Werth  gesetzt: 

,  

als  die  Polarglcichung  der  zu  suchenden  Kurve. 

Sollen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eingeführt  werden,  so 
hat  man  bekanntlich 


*<v  =  — 


X 


&  =  x*  -f  y*  sin*«  =  ,     cos»«  = 

zu  substituiren.  Wird  dies  vorgenommen  und  die  ganze  Glei- 
chung durch  x2  +  y%  abgekürzt,  so  erhält  man : 

,  tt*BjR*  

 t^tfil*  

~  t,«^^1 +'«»»)— «,*.«1(a1  —  «,») 

~*  e,*ca#*  —  it*c*x*' 
Es  ist  sonach: 

oder ; 


(IX) 


die  Gleichung  der  zu  bestimmenden  Kurve ,  folglich  diese  eine 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  Richtung  der  imaginären 
Axe  der  in  §.  1.  erhaltenen  Hyperbel  (III)»  und  umgekehrt,  zu- 
sammenfällt, und  deren  Axenlhngen  den  Axenlängen  dieser  Hy- 
perbel (III)  derart  proportional  erscheinen,  dass  das  Verhaltniss 
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der  reellen  Axe  der  einen  mit  der  imaginären  Axe  der  anderen 

R 

Hyperbel,  und  unigekehrt,  durch  den  Quotienten  —  angegeben 
wird. 

Wäre  R  =  c,  d.  h.  der  Halbmesser  der  Kugel  gleich  der 
mittleren  Axe  des  EHipsoides  angenommen  worden ,  so  wurde  filr 
diesen  Fall 


1 


die  Gleichung  unserer  Hyperbel  sein,  woraus  ersichtlich  ist, 
dass  diese  sodaun  mit  der  Hyperbel  (III)  gleiche  AxenlängeD 
besitzt,  und  nur  der  Unterschied  obwaltet,  dass  die  reelle  Axe 
der  ersteren  zur  imaginären  Axe  der  letzteren  Hyperbel ,  und  um- 
gekehrt, wird. 

§.8. 

Suchen  wir  endlich  ivieder  jene  Fläche,  welche  durch  die 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  Ebenen  des  Berührungskreises 
von  der  angenommenen  Kugel  mit  dem  Kegel  gebildet  wird ,  so 
muss  diese,  der  horizontalen  Lage  der  Hyperbel  (IX)  wegen, 
eine  vertikale  Cylinderflache  sein,  und  es  werden  auch  hier,  wie 
in  §.  5.,  aus  den  Gleichungen 

px  +  qy  =  0, 

er- er-  . 

und  dem  ersten  Differentialquotienten 

die  Grössen  p  und  g  zu  eliminiren  sein ,  um  die  Trace  dieser 
Cylinderfläche  auf  der  Coordinatenebene  XO  Y  zu  erhalten.  Hier- 
bei bezeichnen  p  und  o  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  der 
eben  gefundenen  Hyperbel  (IX),  und  wurde  m  und  «,  der  Kürze 

halber,  für  die  Axenlängen  — -  und  — -1  gesetzt. 

c  c 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man : 
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m*  Rh/ 

9  = 


9a 


gr      *    _  i  /v, 


—  indem  man  auf  dieselbe  Weise  zu  Werke  geht,  wie  in  }.  5.,  — 
als  die  Trace  der  Cylinderflfiche. 

Diese  Kurve  ist  mithin  wieder  eine  Hyperbel,  deren  Axen- 
ricbtungen  mit  jenen  der  früher  gefundenen  Hyperbel  (IX)  zu- 
sammenfallen, und  deren  Axenlängen   durch  Konstruktion  der 

Werthe    —  und  —  einfach  erhalten  werden. 
m  n 

Bestimmt  man  die  Asymptotenwinkel  beider  Hyperbeln  (IX) 
und  (X),  so  findet  man  für  jeneu  m  der  ersten  Hyperbel: 

n 

tg«  =  -. 

und  fiir  jenen  w'  der  zweiten  Kurve: 

,  m 

tg.  =-. 

Mithin  ist : 

tg  w  =  cotg  09 

woraus  erhellet,  das  die  Asymptotenrichtungen  der  letztgefun denen 
Hyperbel  erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  Asymptotenrich- 
tungen  der  ersteren,  aus  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  O, 
die  beiden  Senkrechten  errichtet. 


n 

Konstruktiver  Thell. 

Konstruktion  der  Intensitätslinien. 

Die  eben  durchgeführteiEntwickelung  setzt  uns  in  den  Stand, 
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die  Intensitätslinien  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  auf  Grundlage 
einer  Kugelscala  zu  verzeichnen. 

Ist  ü"0'  auf  Taf.  IV.  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids,  so  gebe 
man  den  Projektionsebenen  eine  solche  Lage,  dass  eine  dersel* 
ben,  hier  die  Horizontalprojektionsebene,  zu  jener  Ebene  parallel 
lauft,  welche  durch  die  grösste  A'A/,  und  die  kleinste  Axe  Br Bx' 
des  Ellipsoids  geht,  während  die  Projektionsaxe  DD  zu  der 
grössten  Axe  A"Ai',  A'A^  parallel  ist;  alsdann  steht  die  mitt- 
lere Axe  C"C\"  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projektionsebene 
und  erscheint  in  der  vertikalen  Projektion  in  ihrer  wahren  Länge. 

Ferner  bestimme  man  auch  die  Projektionen  L"S",  L' S'  des 
Lichtstrahls  in  Bezug  auf  das  so  gewählte  Projektionssystem, 
nehme  den  Mittelpunkt  o'V  und  den  Kadius  einer  Kugel  be- 
liebig, am  zwcckmässigsten  jedoch  so  an,  dass  die  Mittelpunkte 
beider  Flächen  in  eine  horizontale  Gerade  fallen,  und  verzeichne 
die  Intensitätslinieu  der  Kugel  für  dieselbe  in  Z/S",  U Sr  ge- 
gebene Richtung  der  Lichtstrahlen  nach  der  bekannten  Methode. 

Für  unsere  Konstruktion  wurde  eine  zehntheilige  Scala  als 
Basis  genommen,  jedoch  wurden  bloss  vier  Intensitätslinien  im 
beleuchteten,  und  vier  im  nicht  beleuchteten  Theil  der  Fläche, 
so  wie  die  Trennungslinie  zwischen  Licht  und  Schatten  und  die 
hellst  beleuchteten  Punkte  beider  Theile  angegeben,  und  die  Be- 
zeichnung so  gewählt,  dass  den  Intensitätslinien,  vom  hellsten 
Punkte  n'V  der  Kugel  angefangen,  die  fortlaufenden  Zahlen  -f  I 
bis  10  beigesetzt  wurden  (wobei  die  mit  10  bezeichnete  Kurve 
die  Selbstschattengrenze  angibt),  während  von  dieser  angefangen 
die  im  Selbstschatten  befindlichen  Intensitätskurven  die  Zahlen 
— 9  bis  — 1  als  Zeichen  erhielten. 

Um  von  der  so  dargestellten  Kugelfläche  aus  auf  das  Ellipsoid 
übergehen  zu  können,  ist  es  nothwendig,  eine  dritte  (eingeschal- 
tete) Fläche  zu  beuiitzen,  da  das  Ellipsoid  sich  nicht  direkt  als 
Umbüllungsllächc  eines  Systems  von  Kugelflächen  darstellen  lässt. 
Diese  eingeschaltete  Fläche  muss  demnach  so  gewählt  werden, 
dass  sie  in  verschiedenen  aufeinanderfolgenden  Lagen  stets  als 
berührende  Fläche  des  Ellipsoids  und  einer  Kugel  erscheint,  und 
dass  ihre  Intensitätslinien  sämmtlich  einfach  zu  verzeichnen,  also 
gerade  Linien  seien. 

Fasst  man  diese  Bedingungen  ins  Auge,  so  ist  ersichtlich, 
dass,  der  geraden  Intensitätslinien  halber,  unsere  Hilfsfläche  nur 
eine  entwickelhare  Fläche  sein  könne,  welche  das  Ellipsoid  und 
oine  willkürlich  im  liaume  angenommene  Kugel   gleichzeitig  be- 
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rühren  muss ,  sonach  die  einhüllende  Fläche  aller  möglichen  La- 
gen von  Berührungsebenen  ist ,  welche  man^  gleichzeitig  an  das 
Ellipsoid  und  die  Kugel  legen  kann. 

Wurde  also  der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  deren  Radius  immer 
gleich  jenem  der  Kugel  o'o"  sei,  beliebig  im  Räume  angenom- 
men -sein,  so  hätte  man,  dem  Obigen  zufolge,  in  erster  Reihe 
die  Berührungskurven  des  ElUpsoids  und  der  Kugel,  «  eiche  durch 
die  Berührungspunkte  aller  gemeinschaftlich  berührenden  Ebenen 
gebildet  werden,  zu  bestimmen,  und  diejenigen  Punkte  der  Be- 
rührungskurve der  Kugel  anzugeben,  in  welchen  sie  von  den  ein- 
zelnen Intensitätsliuien  geschnitten  wird,  was  allenfalls  in  der 
Weise  geschehen  konnte,  dass  man  die  Projektionen  dieser  Be- 
rührungskurve und  des  Mittelpunktes  auf  durchsichtiges  Papier 
copirt,  dieses  auf  die  Kugel  o"o'  so  legt,  dass  die  Mittelpunkte 
genau  übereinanderfallen,  sodann  die  fraglichen  Durchschnitts- 
punkte  bezeichnet,  und  auf  diese  Kurve  zurück  überträgt.  Durch 
die  so  erhaltenen  Punkte  müssten  nun  die  Erzeugenden  der 
entwickelbaren  Fläche  so  weit  gezogen  werden,  bis  sie  die  Be- 
rührungskurve des  ElUpsoids  in  Punkten  der  zu  suchenden  Intensi- 
tätslinien  desselben  treffen,  wozu  man  wieder  die  Projektionen 
der  Wendekurve  der  entwickelbaren  Hilfslläche  benöthigen  würde* 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dieses  Verfahren  viel  zu  umständ- 
lich, und  wegen  der  grossen  Anzahl  der  notwendigen  Hilfskon- 
struktionen auch  bedeutend  ungenau  wäre,  als  dass  man  sich 
desselben  zur  Konstruktion  der  Intensitätslinien  eines  dreiaxigen 
ElUpsoids  bedienen  dürfte;  es  ist  jedoch  auch  leicht  zu  schlies- 
sen,  dass  für  gewisse  Lagen  der  sonst  willkürlich  im  Räume 
anzunehmenden  Kugel  die  entsprechende  entwickelbare  Fläche 
sich  besonders  einfach  gestalten  könne,  d.  h.  dass  es  möglich  sei, 
dass  diese  Fläche  für  eine  Reihe  von  Lagen  der  Kugel  in  einen 
Kegel  übergehe,  welcher  nebenbei,  «la  er  die  Kugel  berühren 
soll,  ein  senkrechter  oder  sogenannter  Rotationskegel  sein  müsste. 

Dieser  Schluss  führt  direkt  zu  der  am  Anfange  dieses  Auf» 
satzes  durchgeführten  analytischen  Untersuchung,  welche  uns 
zu  dem  Resultate  brachte,  dass  solche  das  Ellipsoid  berührende 
Rotationskegel  überhaupt  möglich  sind,  und  dass  ihre  Spitzen 
die  Hyperbel  XtAXlt  X"A"X"  bestimmen,  welche  in  der  durch 
die  grösste  uud  kleinste  Axe  gehenden  Hauptebene  des  ElUp- 
soids, hier  also  in  der  durch  den  Mittelpunkt  ü"Of  gehenden 
Horizontalebene  liegt.  Die  Brennpunkte  dieser  Hyperbel  fallen 
mit  jenen  der  Ellipse  Ä B' Ax' Bx ',  welche  den  sichtbaren  Umriss 
des  ElUpsoids  in  der  horizontalen  Projektion  bestimmt,  zusammen, 
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und  die  Richtungen  der  Asymptoten  TO'T  werden  durch  die 
Tangenten  Z  angegeben,  welche  man  an  die  Ellipse  A'B' '  Ax' Bx 
und  an  den  mit  der  mittleren  Halbaxe  0"C  als  Radius,  aus  dem 
Mittelpunkte  O',  gezogenen  Kreis  K  gemeinschaftlich  führt. 

Ist  diese  Hyperbel  verzeichnet,  so  wühle  man  in  derselben 
irgend  einen  Punkt  oV'  als  Kegelspitze,  und  führe  durch  den- 
selben die  beiden  Tangenten  o'a,  a'b  an  die  Ellipse  AB' Ax' Bx' . 
Diese  Tangenten  bilden  den  Umriss  eines  das  Ellipsoid  berüh- 
renden senkrechten  Kegels  in  der  horizontalen  Projektion,  dessen 
Axe  die  in  o'  an  die  Hyperbel  gezogene  Tangente  a'//'  (§.  4 ) 
ist.  Die  Verbindungslinie  ab  der  Berührungspunkte  stellt  die 
Horizontaltrace  einer  Vertikalebene  dar,  in  welcher  die  Berüh- 
rungsktirve  des  Kegels  mit  dem  Ellipsoide  liegt,  und  wird,  nach 
§.  5.,  Tangente  an  eine  Hyperbel  X^AtXt  sein,  deren  Asym 
ptotenrichtungen  TxO'Tx  mit  jenen  Durchmessern  der  Ellipse 
A'B'AXBX'  zusammenfallen,  welche  zu  den  Richtungen  TO'T 
der  erstgefundenen  Asymptoten  conjugirt  sind.  Diese  Hyperbel 
wird  jedoch  für  die  weitere  Konstruktion,  nicht  benutzt,  also  auch 
zu  verzeichnen  nicht  noth wendig  sein. 

Führt  man  weiters  zu  den  Geraden  **a  und  a'b  die  parallelen 
Tangenten  sa,  sß  au  die  Kugel,  so  bestimmt  ihr  Durchschnitts- 
punkt s  die  Spitze  eines  die  Kugel  berührenden  Kegels,  welcher 
dem  Kegel  a'ab  congruent  ist,  demnach  erhalten  gedacht  werden 
kann,  wenn  man  den  Kegel  a'ab  so  weit  parallel  zu  sich  selbst 
verschiebt,  bis  er  die  Kugel  berührt.  Aus  der  im  §.  7.  durchge- 
führten Entwickelung  ist  ersichtlich,  dass  die  Kegelspitze  s  im 
Umfange  einer  Hyperbel  XSA3X3  liegen  muss,  deren  Asymptoten 
to't  zu  jenen  TO'T  der  erstgefundenen  Hyperbel  parallel  sind, 
und  deren  Axen,  auf  den  Axen  der  Hyperbel  XXAXXX  senkrecht 
stehend,  gegen  die  gleichliegenden  Axen  dieser  Hyperbel  im  Ver- 
hältnisse des  Kugelradius  zur  mittleren  Halbaxe  des  Ellipsoids 
verkleinert  erscheinen. 

Die  Verbindungslinie  aß  der  Berührungspunkte  «  und  ß  gibt 
die  Trace  jener  Vertikalebene,  in  welcher  die  Berfihrung  zwischen 
dem  Ellipsoide  und  dem  Kegel  erfolgt.  Diese  Gerade  ist  wieder, 
wie  in  §.  8.  gezeigt  wurde,  Tangente  der  Hyperbel  X4A4X4,  de- 
ren Asymptoten  txo'tx  auf  jenen  to't  der  Hyperbel  XBA9Xt  senk- 
recht stehen,  und  deren  Scheitel  sich  ergeben,  wenn  durch  den 
Scheitel  A9  eine  *u  DD  parallele  Gerade  geführt  und  in  den 
Durchschnittspunkten  derselben  mit  dem  Kreise  aßytpty  Tangenten 
an  den  letzteren  gezogen  werden,  welche  sodann  die  Gerade  o'V 
in  den  zu  suchenden  Scheitelpunkten  A^  treffen.    Auch  die  Ver- 
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Zeichnung  der  beiden  letzteren  der  Kugelfläche  angehörten  Hy- 
perbeln ist  nur  dann  nothwendig,  wenn  man  durch  das  hier  be- 
handelte Verfahren  besondere  Punkte  der  Intensitätslinien  be- 
stimmen will,  wie  dies  im  Folgenden  auch  gezeigt  werden  soll. 

Durch  die  auf  der  Trace  aß  sich  ergebenden  Durchschnitts- 
punkte dieser  letzteren  mit  den  Intensitätslinien  der  Kogel  ist  die 
Beleuchtung  des  Hilfskegel*  vollkommen  gegeben,  und  es  wird 
sieb  jetzt  nur  darum  handeln,  diese  zweckmässig  auf  die  Berüh- 
rungskurve ab  mit  dem  EHipsoide  zu  ubertragen,  oder  mit  anderen 
Worten,  den  Kegel  saß  in  die  Lage  a'ab  zurück  zu  bringen,  was 
am  einfachsten  auf  folgende  Weise  geschehen  kann: 

Man  nehme  die  Länge  sa  =  sß  in  den  Zirkel  und  durch« 
schneide  aus  a'  den  Umriss  des  Kegels  a'ab  in  den  Punkten  atßt, 
wo  dann  die  Sehne  a,/3,  =  aß  sein  muss.  Ferner  übertrage  man 
die  einzelnen  Durchschnittspunkte  der  Trace  aß  mit  den  Intensi- 
tätslinien der  Kugel  auf  die  Sehne  atßit  wie  dies  z.  B.  mit  dem 
Punkte  T  der  Kurve  +4  geschah,  welcher  nach  ö'  gelangte. 
Endlich  hat  man  bloss  die  so  gefundenen  Punkte  mit  der  Kegel- 
spitze a'  zu  verbinden,  und  wird  im  Durchschnitte  dieser  Kegel- 
erzeugenden mit  der  Trace  ab  die  in  der  Vertikalebene  ab  gele- 
genen Punkte  sämmtlicher  Intensitätslinien  erhalten.  Für  die 
Intensitätslinie  +  4  hat  sich  demnach  der  Punkt  V  derselben  als 
Üurchscbnittspunkt  der  Erzeugenden  c'ö'  mit  der  Trace  ab  er- 
geben. 

Die  vertikalen  Projektionen  dieser  Punkte  können  ebenfalls 
direkt  ermittelt  werden,  indem  man  die  vertikalen  Projektionen 
der  in  der  Trace  axßx  gelegenen  Punkte  aufsucht,  dieselben  mit 
o"  verbindet,  und  so  die  Projektionen  der  Mantellinien  des  Ke- 
gels erhält,  welche  im  Durchschnitte  mit  den  betreffenden  proji- 
zirenden  Perpendikeln  die  zu  suchenden  Projektionen  liefern.  So  z.  B. 
wird  die  vertikale  Projektion  8"  des  Punktes  d  im  Perpendikel  ö'ä" 
über  6'  liegen,  zugleich  jedoch  mit  dem  Punkte  der  Kurve-f  4 
eine  gleiche  Hohe  über  dem  Mittelpunkte  haben,  sich  also  in  S" 
ergeben,  ivesshalb  die  vertikale  Projektion  T*  des  Punktes  /  als 
Durchschnitt  des  projizirenden  Perpendikels  /'/"  mit  der  Pro- 
jektion        der  betreffenden  Erzeugenden  erhalten  wird. 

Auf  diese  Weise  können  die  einzelnen  Intensitätslinien  dureb 
eine  beliebige  Anzahl  von  Kegelflächen  bestimmt  werden. 

Lassen  wir  die  Kegelspitze  sich  immer  weiter  vom  Mittel- 
punkte entfernen ,  so  wird  dieselbe  schliesslich  in  unendliche 
Entfernung  fallen,  wo  dann  der  Kegel  in  einen  Cylinder  übergebt, 
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welcher  mit  den  Asymptoten  TO'T  parallel  lauft.  Es  ist 
einleuchtend,  dass  zwei  berührende  Rotationscylinder  möglich 
sind,  je  nachdem  man  die  Kegelspitze  in  dem  vorderen  oder  rück- 
wärtsgehenden Hyperbelast  fortbewegt  dachte. 

Betrachten  wir  einen  dieser  beiden  Cylinder,  z.  B.  jenen,  des- 
sen Erzeugenden  parallel  zu  Z  sind,  so  wird  derselbe  das  Ellip- 
soid  in  vertikalen  Diametralebenen  TtO'Tli  eine  Kugel  vom  Ra» 
dius  0"C,  deren  horizontaler  Umriss  durch  den  Kreis  Ä  dar- 
gestellt gedacht  werden  kann,  in  der  Vertikalebene  kl  berühren. 
Nachdem  kl  senkrecht  auf  Z  steht,  und  Z  parallel  zu  to't  ist, 
muss  kl  auch  parallel  zu  den  Asymptoten  tto'ti  der  Hyperbel 
X4A^XA  sein. 

Würde  man  nun  den  Cylinder  parallel  zu  sieb  selbst  so  lange 
verschieben,  bis  seine  Axc  durch  den  Mittelpunkt  o'V  gebt, 
so  konnte  er  die  Kugel  nur  dann  berühren,  wenn  deren  Durch« 
niesser  gleich  dem  Durchmesser  kl  von  K  wäre.     Wird  zum 
ßehufe  unserer  Konstruktion   eine  Kugelscala  erst  verzeichnet, 
so  kann  für  deren  Radius  diese  bestimmte  Länge  gewählt  »Ver- 
den; ist  jedoch  eine  Kugelscala  gegeben,  die  man  für  ein  beliebig 
angenommenes  Kllipsoid  benutzen  soll,  wie  dies  hier  der  Fall  ist. 
so  kann  für  den  berührenden  Cylinder  nicht  direkt  von  der  Kugel 
zum  Ellipsoide  übergegangen  werden,  sondern  es  ist  vorerst  eine 
Hilfskonstruktion  nothweudig,  um  die  Lage  der  Intensitätspunkte 
der  Kugel  K  in   der  Ebene  kl  zu  erhalten.    Man  wird  nämlich 
einen  Punkt  o3'  der  Asymptote  TO'T  wählen,  k  und  /  mit  dem- 
selben verbinden  und  eine  zu  kl  parallele  Sehne  xl  des  Dreiecks 
klas'  so  bestimmen,  dass  dieselbe  gleich  dem  Durchmesser  der 
Kugel  o  ist.    Alsdann  übertrage  man   die  auf  f^o'f,  liegenden 
Punkte  der  Intensitätskurven  auf  die  Sehne  xA.,   wie  z.  B.  den 
Punkt  3'  der  Intensitätslinie  -f  8  nach      und  verbinde  dieselben 
mit  a3',  bis  kl  in  q  geschnitten  wird.    Hiermit  ist  die  Beleuch- 
tung des  Cylinders  Z  bestimmt,  und  die  durch  die  einzelnen  auf 
kl  gefundenen  Punkte  zu  TO'T  parallel  gezogenen  Erzeugenden 
der  Cylinderfläche  werden  die  Trace  TxO'Tl  in  den  zu  suchenden 
Punkten  der  Intensitätskurven  schneiden. 

Es  dürfte  ferner  von  Interesse  sein  zu  zeigen,  wie  man  diese 
Konstruktionsweise  anzuwenden  hat,  um  einige  besondere  Punkte 
der  Intensitätskurven  aufzufinden.  Dies  sind  hauptsächlich  jene 
Punkte,  in  welchen  die  Tracen  ab  der  bezüglichen  Vertikalebenen 
Tangenten  an  die  Intensitätslinien  werden,  ferner  die  Punkte  in 
den  sichtbaren  Umrissen,  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte 
der  einzelnen  Kurven. 
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Was  jene  Punkte  anbelangt,  in  welchen  die  betreffenden 
Tracen  Tangenten  an  die  Intensitätslinien  werden,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  in  solchen  Fällen  auch  die  Tracen  aß  die  glei- 
chen lutensitätslinicn  der  Kugel  berühren  müssen.  Da  die  Tracen 
jedoch  auch  die  Hyperbel  X^A^X^  berühren  sollen,  so  werden 
dieselben  erhalten,  wenn  man  an  die  gewählte  Intensitätslinie  der 
Kugel  und  die  Hyperbel  A"4/f4Ä4  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten zieht,  deren  im  Allgemeinen  vier  möglich  sind.  Wurde 
z.  B.  die  Intensitätslinie  -f  4  gewählt,  so  ist  ey  eino  der  hier 
möglichen  vier  Tangenten,  welche  den  Kugelumriss  in  e  und  y 
schneidet.  Die  in  f  und  y  an  den  letzteren  geführten  Tangenten 
f*i»  Vh  werden  sich  in  einem  Punkte  sx  der  Hyperbel  X^A^XZ 
begegnen,  welcher  die  Kegelspitze  des  für  die  Bestimmung  des 
Berührungspunktes  //'  (analog  2'  der  Kugel)  zu  benützenden 
Hilfskegels  liefert.  Wird  also  parallel  ysx  die  Tangente  cax  und 
parallel  zu  esx  die  Tangente  ecx  an  den  horizontalen  Umriss  des 
Ellipsoids  gezogen,  so  schneiden  sich  beide  in  einem  Punkte  o*,' 
der  Hyperbel  XXAXXX  und  bilden  den  Umriss  des  von  *,  nach 
Oi  verschobenen  Rotationskcgcls,  welcher  das  Ellipsoid,  in  der 
durch  Verbindung  der  beiden  Berührungspunkte  c  und  e  in  ihrer 
Horizontalprojektion  sich  darstellenden  Ellipse,  berührt.  Wird 
wieder  die  Länge  $xy  =  sxt  in  den  Zirkel  genommen,  und  mit 
diesem  Radius  der  Kreisbogen  aus  cx,  so  wie  dessen  Sehne 
ftt,  =  yt  gezogen,  und  der  Punkt  2'  nach  a>'  übertragen,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  o/co'  der  Kegelspitze  ax'  mit  dem 
übertragenen  Punkte  w'  die  Trace  ce  in  dem  Punkte  //'  der  In- 
tensitätslinie +  4,  welche  in  diesem  Punkte  von  der  Trace  ce 
berührt  wird.  Auf  gleiche  Weise,  wie  früher,  würde  auch  die 
vertikale  Projektion  dieses  Punktes  //  zu  ermitteln  sein. 

Ebenso  können  die  senkrecht  beleuchteten  Punkte  iV'iV', 
NX"NX'  des  Ellipsoids  gefunden  werden.  Sind  nämlich  ri'n'  und 
Ri"tti'  die  gleichen  Punkte  der  Kügelfläche,  so  wird  man,  um 
z.  B.  N  zu  erhalten,  aus  nr  die  Tangente  <pri>  an  die  Hyperbel 
X+A^Xq,  und  in  den  Durcbschnittspunkten  <p  und  derselben 
mit  dem  Kugelumfang  den  Kegelumriss  ys^ty  tangentiell  an  den- 
selben ziehen,  diesen  Kegel  an  das  Ellipsoid  nach  c%fg  über- 
tragen, wodurch  die  Sehne  tpty  nach  (pxtyXi  der  Punkt  n'  nach  v 
fällt,  und  a2r  mit  v  verbinden,  welche  Erzeugende  die  Trace  fy 
in  dem  zu  suchenden  Punkte  A\'  trifft.  Dass  der  Punkt  iV,',  da 
er  dem  Punkte  iV'  diametral  gegenüberliegt,  nicht  erst  wie  iV7 
zu  bestimmen  sein  wird,  ist  von  selbst  verständlich. 

Uro  Punkte  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Ho* 
rizontalprojektiou  zu  finden,  ist  es  bloss  obthwendig,  die  Kegel- 
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fläche  so  zu  wählen,  dass  die  gleichnamige  Intensitäten  nie  der 
Kugel  vom  sichtbaren  Umrisse  dieses  Hilfskegels  im  horizontalen 
Umriss  der  Kugel  berührt  wird.  Dass  in  allen  diesen  Punkten 
die  ganzen  Kegelflächen  nicht  erst  gezeichnet  und  auf  das  Ellip- 
soid  übertragen  zu  werden  brauchen,  sondern  dass  bloss  ein 
Ziehen  und  Verschieben  der  betreffenden  Mantellinie  nolbwendii? 
erscheint,  folgt  daraus,  weil  eben  schon  bekannt  ist,  dass  die  zu 
suchenden  Punkte  im  Umrisse  des  Ellipsoids  und  im  Umrisse 
des  Kegels,  also  dort  liegen  müssen,  wo  sich  diese  beiden  Um- 
risse berühren.  Zieht  man  also  in  jenen  Punkten  der  Kugelin- 
tensitätslinien,  welche  im  horizontalen  Umrisse  der  Kugel  liegen, 
Tangenten  an  diesen  Umriss,  und  mit  denselben  parallel  Tangenten 
an  den  horizontalen  Umriss  des  Ellipsoids,  so  werden  uns  letztere 
die  betreffenden  Umrisse  der  Hilfskegel,  mithin  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  Ellipse  A' B' Ax' B\  die  zu  suchenden  Punkte  der 
Intensitätslinien  angeben. 

Die  gleiche  Konstruktion  gilt  für  jene  Punkte  der  Intensitäts- 
kurven, welche  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Ver- 
tikalprojektion, also  im  Umfange  der  Ellipse  A'C'A^Cx"  liegen. 

Dass  in  den  eben  gefundenen  Punkten  die  In  tensitätslinien 
von  dem  sichtbaren  Umrisse  berührt  werden,  ist  bekannt. 

Betrachtet  man  die  so  erhaltene  Konstruktionsweise  für  obige 
Punkte,  so  ersieht  man,  dass  sie  mit  der  für  Umrisse  allgemein 
giltigen  Methode  vollkommen  gleichlautend  ist. 

Was  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensi- 
tätslinien anbelangt,  so  werden  dieselben  auf  gleiche  Weise,  wie 
der  Punkt  2V,'  erhalten,  indem  man  nämlich  die  in  der  Vertikal- 
ebene  MN  liegenden  Punkte  der  Kugeliutensitätslinien  auf  das 
Ellipsoid  überträgt. 

Will  man  das  hier  angegebene  Verfahren  für  die  Konstruktion 
der  Intensitätslinien  in  Anwendung  bringen,  so  ist  es  am  zweck- 
massigsten,  bloss  die  horizontale  Projektion  dieser  Kurven  auf 
die  besprochene  Weise  zu  bestimmen,  in  der  vertikalen  Projek- 
tion ebenfalls  die  Punkte  im  sichtbaren  Umriss,  so  wie  die  höch- 
sten und  tiefsten  Punkte  anzugeben,  und  weitere  Punkte  der  ver- 
tikalen Projektion  mit  Benutzung  der  horizontalen  Projektion  der 
Intensitätslinien  durch  nachfolgendes  Verfahren  aufzusuchen. 

Errichtet  man  in  dem  Punkte  p,  wo  der  Kreis  Ä  die  Axe 
A'Ai  schneidet,  eine  Senkrechte  und  verbindet  die  Punkte  r,  in 
welchen  diese  die  Ellipse  A!AX'B'BX'  trifft,  mit  dem  Mittel- 
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punkte  *0\  so  erhält  mau  die  horizontalen  Tracen  EF  und  GH 
von  zwei  Vertikalebenen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  das 
Ellipsoid  in  Ellipsen  zu  schneiden,  deren  Vertikalprojektion  ein 
Kreis  vom  Halbmesser  O'p  ist  Ebenso  muss  auch  jede  zu  EF 
und  GH  parallele  Ebene  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Vertikalprojektion,  ein  den  Umriss  Ä'C'Ax"Ci"  berührender 
Kreis,  mit  dem  Wittelpunkte  in  der  Geraden  Ä' A^'  ist.  Der 
jedesmalige  Durchmesser  wird  einfach  aus  der  Projektion  der 
betreffenden  Sehnenlängen  des  horizontalen  Umrisses  erhalten. 

Schneidet  man  das  Ellipsoid  durch  solche  Ebenen,  und  ver- 
zeichnet die  vertikalen  Projektionen  der  Schnittlinien,  so  werden 
sich  auch  die  vertikalen  Projektionen  der  in  diesen  Ebenen  lie- 
genden Punkte  der  Intensitätslinien  durch  einfaches  Heraufproji- 
ziren  mit  Leichtigkeit  ermitteln  lassen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  dies  hier  beim  Ellipsoide  durchge- 
führt wurde,  kann  die  Kugelscala  auch  zur  Konstruktion  der  In- 
tensitätslioien  der  übrigen  Flächen  der  zweiten  Ordnung  in  An- 
wendung gebracht  werden. 


K)  See  fing:    Verhandlung  der  irrationalen  Crosse 


IX. 

Verwandlung  der  irrationalen  Grösse  v  in  einen 

Kettenbruch. 

Von 

Herrn  P.  Seeling, 
Lehr  fr  in  Hückeswagen. 


Vorwort. 

Als  ich  vor  vielen  Jahren  den  Abschnitt  über  die  Ketten* 
brüche  in  Egen'»  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik 
durchstudirte,  fand  ich  ein  ganz  besonderes  Interesse  an  dem 
Theile  desselben,  welcher  über  die  Ausziebung  der  Quadratwurzel 
vermittelst  der  Kettenbröche  handelt.  Das  daselbst  beschriebene 
Verfahren  versuchte  ich  demnächst  auch  auf  die  Ausziehung  der 
Kubikwurzel  anzuwenden.  Hier  fand  ich  nun  Gesetze  und  For- 
meln, welche  wesentlich  verschieden  sind  von  denjenigen,  die  sich 
bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergeben.  Das  Resultat 
meiner  damaligen  Arbeit  ist  später  veröffentlicht  worden.  Da  icb 
aber  einsah,  dass  die  Anwendung  der  Kettenbrüche  für  die  Aus- 
ziehung der  Kubikwurzel  keinen  Vortheil  vor  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  gewährt  (wie  dies  bei  der  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel entschieden  doch  der  Fall  ist),  und  mit  Recht  vermuthete, 
dass  bei  Ausziehung  der  Wurzeln  mit  höheren  Exponenten  dies 
Verhältnis«  sich  noch  ungünstiger  gestalten  würde,  so  verfolgte 
ich  die  Sache  einstweilen  nicht  weiter. 

Im  Herbste  des  vorigen  Jahres  versuchte  ich  das  Extrahiren 
der  fünften  Wurzel  vermittelst  der  Kettenbrüche.  Das  Verhält- 
niss  der  Coefticienteii  der  Wurzeigrussen,  welche  in  den  sich  biebei 
ergebenden  vollständigen  Quotienten  vorkommen,  schien  mir  so 
merkwürdig,  dass  ich  es  für  der  Mühe  wert  Ii  hielt,  auch  noch 
andere  Wurzeln  auszuziehen.    Bei  dem  Extrahiren  der  vierten, 
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sechsten  und  siebenten  Wurzel  ergab  sich  dasselbe  Verhältnis». 
Nun  verrouthete  ich,  es  sei  dies  ein  allgemeines  Gesetz.  Nach- 
dem ich  bei  genauerer  Untersuchung  noch  gefunden,  dass  die 
auf  die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel  bezüglichen 
Gesetze  sich  unter  das  neu  gefundene  subsumiren  lassen,  ver- 
suchte ich,  dasselbe  als  allgemein  gültig  zu  erweisen.  Dies  ist 
mir  vollständig  gelungen,  und  die  vorliegende  Abhandlung  ist  das 
Krgebniss  meiner  Bemühungen.  Obgleich  das  Gefundene,  wie 
schon  oben  bemerkt,  nicht  von  praktischem  Nutzen  ist,  so  hat 
es,  wie  ich  meine,  doch  einen  wissenschaftlichen  Werth,  und 
dies  ermuthigt  mich,  es  der  Oeffentlichkeit  zu  (ibergeben. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  diese  Abhandlung  nur 
für  Solche  geschrieben  ist,  welche  mit  der  Behandlung  der  Ket- 
tenbrücke sieb  schon  vertraut  gemacht  haben. 

Hück  es  wagen  im  Januar  J865. 


§.  I. 

n 

Die  grosste  in  VA  enthaltene  ganze  Zahl  sei  ~a.    Dann  ist 

n 

"             \^A — «  1 
x  =  VA  =  a  +  j  —  =  a+p. 

VA*-1  -f  flV/l"-H  a*VA»-*  + .... 

....  4  a»-*VA*  +  an-*VA*  + a«-*VA  +  an~l 

X  -  »  M     ~  A~a* 
VA—a 

=  a'  +  ^„ 

(die  grfesten  in  diesem  and  den  folgenden  vollständigen  Quotienten  enthaltenen 
ganzen  Zahlen  benennen  wir  nämlich  mit  a',  fl",  amt  n.  8.  w.) 

    A  -  ««  

Ii  n  - 

VA"-1  +  aVA»-*  +  a*VA"-*  f  . . . . 
..  +  a*-*VA*  f  a«-8 VA2  \  a*-*VA  +  «■-»  —  (A-W)u' 

Der  Nenner  dieses  Bruches  rouss  rational  gemacht  werden.  Man 
benenne  zu  dem  Ende  die  Coefficienten  der  Wurzeigrössen  des- 
selben der  Reihe  nach  mit  E,  F,  G,  H, .  ..,  Ä,  5,  T,  V  und 
den  rationalen  Theil  desselben  mit  Z,  desgleichen  die  Coefficien- 

Theil  XLVI  6 
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Soll  nun  der  Nenner  rational  werden,  so  müssen  die  senk- 
rechten Reihen  dieses  Produktes  =  0  werden,  ausgenommen  die 

letzte.    Hiernach  werden  die  Coefficienten  e,  f,  g  ,  s,  t,  «»  * 

bestimmt.    Wir  haben  also  die  Gleichungen: 

(I)    efo"-1—  (A— a")a]  +/a«-s  +  «/u*-»  +.... + so*  +  ta*  +  ua  +  r  =0, 

(II)    e^  +  /"[a«->  — (J— u«)a']  +  </aa-*  +  .  .  +  *aH<fl3+«a*+2«=0. 

(III)    c^a-rY^^a"-1  —  (i4-u»)a']+....  +  saM-'«H««H-sa«=0, 


(IV)    eAa*~6  +  /^a«-«  +  gAd*~7  +  . . . . 

....  +  #        —  (A  —  a")  a']  +  to"-*  +  wa"-«  +  x*"-4  =  0, 

(V)    e^a*-4  +  /,Ja— »  +  ^a«-«+ .... 

....  -f  sA  +  ffa«-1  —  (/I  —  a«)a']  +  wa«-*  +  :a«-»  =0, 

(V I)    eAa*~*  +  /"Ja"-4  -f  gAa*~*  +  . . . . 

....  +  </fa  +  lA  \  i/[a»-»-  (/I— u*)fl  ]  +  xa»—*=0. 

Aus  diesen   Gleichungen    bilden    «vir  durch   Multiplicatton  und 

Subtraction  (nämlich  II-ol,  III  — all  ,  V  —  «IV,  VI— oV) 

die  folgenden  : 

(VII)  e[A-a*  +  {A-a*)aa']— f\A— a")a'=0,  also  e(l+fla')=/a', 
(VIII)   f[A-a«(+A-a»)aa']-g(A-a*)a'  =  Qt  also  f\Haa')=ga', 


(IX)   r[/i-a»  +  (^— a»)a«f]— M~a»)a'=0,  also  *(l+oa')=ta'. 

(X)    t[A— a*  +  (A—a«)aa']— w(^— <i-)a'=0,  also  f(l+aa')=«*'. 

Oben  sahen  wir,  dass  die  Coefficienten  E,  F,  Gt  5,  17 
eine  geometrische  Progression  bilden,  deren  Exponent  =  a.  Aus 
den  Gleichungen  (VII)  bis  (X)  ergibt  sich  aber,  dass  die  Coef- 
ficienten e,  f,  g,....,  5,  /,  u  ebenfalls  in  einer  geometrischen 

Progression  stehen,   deren  Exponent  =  -~r— •    Da  nun  diese 

Coefficienten  ganze  Zahlen  sein  müssen,  und  da  die  Reihe  e  bis 
u  aus  n~l  Gliedern  besteht,  so  setzen  wir  e=a'"-2.    Dann  ist 

/■=  a'—W  +  1),   g  =  a—  4(aa'  +  |)«,         ,  =  a'*(«a'  +  1)-« 

J  -  a'(aa'  +  l)—8,    u  =  (aa'  +  !)■-*. 
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Nun  bleibt  noch  z  zu  bestimmen. 
Aus  (I)  haben  «vir: 

:  =  — e  [a«-i  ~(A  —  «•)  a']  —  /*a«-2  —  ^„«-3  ,a8  _  fa*  —  u<i. 

Die  Werthe  für  e,  f,  u.  s.  w.  eingesetzt,  gibt: 

:=-[a«-I-(/f-o»)a']a/»-a-on-Ifl'»-»(a«'+!)-o»-3a'»-4(aa^  1)*-... 

....  —  asaf"(aa'  +  J  )■-«—  a»a'  («a'  +  l)«-3  —  a  (oo'-|  1 )«-*, 

:=(^-a-)fl/'»-»-a"-,a'«-*-a«-9a'«-a(afl'f  l)-a«-V"-4(aa'+l)2-.. 

....  -  a3a'*(an'  +  1)«-«- «*«' (ao'  +  ])»-»- a(«a'  +  1)»-*. 

Nun  ist  aber  —      aa'  =  I ,  also: 

:=(J-a»)a/»-,4aw-,«'»-»+a«-2a'»-8(flriHl)+a,,-V'»-4(/i^+|)*-f .. 

...+a3a^fla'+l)B-HflV(flfl'|l)«"Hfl(fl«'+l)"-1)(~^1-^ 

:  =     -  a«)  a'— » -  £(ga'  ^1)W~-  -  a— « n'«-*]  «„' 

=  4a'«-1  — a"«'«-1  —  a(«ö'  +  1)»-»  +  a-a'»-1 

rr^a'"-1  —  a(aa' +  I)»"1. 

Zähler  and  Nenner  des  Bruches  x"  müssen  also  multiplizirt 
werden  mit 

a'-V^-Ha'-V  +  1)  a'—*(aa'  +  H .... 

....+a^(aa'+])"^l/^Ho'(fla'+l)"-Vi4H(aa'+l)''-*^^ 
H^a'»-1  —  a(«a'-f  1)«-». 

Der  Zähler  ist  dann  diese  Reihe,  multiplizirt  mit  J  —  a". 
Was  den  Nenner  betrifft,  so  reducirt  sich  derselbe  auf  die  letzte 
der  oben  aufgestellten  senkrechten  Reihen,  da  alle  übrigen  =0 
geworden  sind.    Diese  Reibe  ist  aber: 

Aa*-*e+Aa«-V+Aan-*g+...+Aa*s+Aat+Au+z[an-1-(A--an)a'] 
•  Aa«-*a'«-*  +  i4a«-8ä'"-3(aa'-f 1)  +  Aa^a'^Haa'  +  !)«+.... 

....  +  Aa*a'2(aa'  +  1)«-*  +  Aaa'(aa'  +  l)»-s 
+  A  («V  -f  1)«-*  +  [Aq'»-*  -  « («a'  +  l)«-*]  .  [a«-»  -  (4  -  a")  «']. 
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Dies  wieder  mit  —  *)  ««'  multiplizirt  (das  letzte  Glied 

ausgenommen),  gibt: 

+  [^«'»-»  —  a {aa!  +  l)»"1] .  [a»"1  —  (A  -  a") «'] 

=  .4  (aa'  +  1 )»- » -  ^ta»- 1  a'»-1  +  ,4a«-i  a'»- 1  -  a«  (aa'  +  !)»-' 

-  (A  -  a«) .  (4«'n  —  aa'  (aa'  +  l)—1] 

=  ^(aa'  +  l)"-1  —  a»(aa'  +  l)»-1  —  (A-an).[Aa'n-  aa'(aa'  + 

=  (A  —  a») .  l(aa'  +  l)»-1  -  /!«'»  +  aa'  (aa'  + l)""1] 

==  (^  — a").[(na'  +  l)n— ^a'n]. 

Folglich  ist,  wenn  man  noch  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  x" 
durch  A  —  an  dividirt, 

a'n-*y^n-i  +  ^-^aa'+])V^^ 

[...+a'Haa'+\)»-*VA*  +  a'(aa'+l)»-'^ 

+  Aa'"-1  —  a(aar  +  l)«-1  _| 


(aar+  I)"  —  Aa'n 


(«a'  +  l)n  —  Aa'n 


a'«-aV/^-1+«'B-8(aa,+l)V^"-Ha'n-Vo,+l)2V^"-3 

+  ....+  «'«(ao'  +  l)»-4  V^s  +  a'  (aa'  +  1)»-»  V^2 

+  (aa'  +  I)"-*  VA  +  ^a'»-l-a(aa'  f  l)«-1 
-a"f(aa'  +  I)»-^a"»] 

Der  Nenner  dieses  Bruches  wird  rational  gemacht  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  x".    Wir  haben  hier: 

£  =  a'»-*,    F=a'»-3(aa'+l),    G  =  a'»-*(aa'  +  1)*, 
S  =  c'*(aa'  +  l)«-4,    T  =  a'  (aa'  + l)—8,    V  =  (aa'  +  !)■-*, 
Z=  4«'»-»  —  a(aa'+  l)«"1  -  a"[(«a' +  1)"— 4a'"]. 

Zu  suchen  sind  wieder  die  Werth e  für  e,  ft  g,   *,<,«, 

Nach  dem  Schema  in  §.  1.  haben  wir  die  Gleichungen: 
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V  in  einen  Ketlenbruch. 
(1) 

*|  Ja'«-*  —  a(aa!  +  a"f(«a'  +  1)«- Ja'»]} 

+  /"(aa'  +  1)"-*  +  9*'  (««'  +  l)"-8  + 

....4*a'n-V«'  +  l)8+'a,n-4(a«'+l)Hii«',,-8(aa'+l)+i«'"-2=0, 

(II) 

e  Ja'»-* + /-|  Ja'»"1  -  a (aa1  + 1)— 1  -  a"  [(aa!  + 1)"  -  Ja'«]  \ 
+  g(aa'  4  l)"-a  +      +  *a'»-«(aa'  + l)4  +  ta'n-*{aa'  +  l)8 

+  Ma'»-4(«fl'  +  1)*  +  za'«-»(i«'  +  1)  =0, 

(HD 

eJ«'»-»(aa'  +  l)+/Ja'»-* 
+  <j\Aa'»-1  —  a  (aa'  +  l)"-1  -  a"  [(aa'  - I)»  —  Aa'"]  I  +  .... 

....  +  ,a'"-r  (aa'  +  1)*  +  (a'»-«(aa'  + 1)4  +  «a'«-a(aa'  +  l)s 

+  xa'«-4(aa'  +  I)»  =  0, 


(IV) 

e.Aa'*(aa'  + 1)— •  +  fAa'*(aa'  +  l)»"6  +  gAa'*(aa'  +  l)«-r  +  .... 
. .  +  s  { Ja'»-»  -  a (aa'  +  l)«"1  -  a"  [(aa'  +  1)"  -  Aa'«]  \ 

+ 1  {aa'  + 1  )«-*  +  ua'  (aa'  +  1  )»"3  +  za'*  (aa'  + 1  )■-* =0, 

(V) 

«^a'»(aa/  +  l)"-4+/^a'3(aa'  +  l)«~»+.a^a'4(aa'  +  l)n-«+.... 
.... + s  Ja'— »  +  *  I  Ja'«"1  —  a(aa'+ 1)»"1  - a"  [(aa'+l )»  -  Ja'«] } 

+  u  (aa'  + 1 )»-» +  za'  (aa'  + 1  )»-*  =  0, 

(VI) 

eAa' (aa'  +  l)»-*+/Ja'»(aa' -f  \)»-*+gAa'*(aa'  +  1)«-*  + .... 
....  +  *  Ja'— » (aa'  + 1)  +  <  Ja'«-* 
+  u|Ja'»-»-a(aa'+l)«-»-a"[(aa'+l)"-Ja'«]|  +  2(aa'+l)«-*=0. 
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Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  MuKiplication  und  Sub- 
traction  (nämlich  fl'll-(a«'+l)I,  a'lll-(aa'+l)H,  a'V-(ao#-f  1)IV, 
„'VI  —  (<ia'  +  l)V)  die  folgenden: 

(VII) 

e[Aa'»-i-Aa'»-l(aa'+l)  +  a(aa'+l)«+a'\aa'+})»+>-Aa^^ 
-  f[(aa'  +  1)«-»  -  An'«  \  au'  (aa'+ 1)—1  +  a'att(aa'-\  1)»-  Aa'«+*an] 

=  ü, 

e[  -  /W"  -  Aa'«a"(aa'  +  1)  +  «(na'  + 1)"  +  a,f(aa'  +  1)"+J] 
-       Aa'«  -  Aa'-^a"  +  («a'  -f  I)«  +  a'a"{aa'+  l)n]  —  0, 

V 

e\\{aa'+\)a"+a].[{aa'  +  \y-Aa«]\-f\{a'tf 

=  0, 

e[(aa'  f  l)a"+<i]  = /"(a'a"  +  l). 
Ebenso  findet  man : 

/T(fl«/  +  l)ö"-|-«]=i/(aV'  +  l),  .....  i[(flfl'  +  l)fl"  +  fl]  =  W  1). 

f[(öa'  +  l)fl"  +  fl]=M(aV+l). 

Die  Grössen  c,     <9f  ,  *,  t,  u  bilden  also  wieder  eine  geo- 
metrische Progression,  deren  Exponent  —  ^  ^J)^  Wir 
s      setzen  also  e  =  (aV  +  l)«-«    Dann  ist: 

/"  =  («V  +  ])»-*  ((aa'  + 1 ) «"  +  fl] , 
,7  =  («V,+l)"^[(<w'+])a"+a]*,....,  s  =  {a'a"+\)*[{aa'+\)a"+a)«-*, 
<  =  («V'  +  !)[(««'  +  1)«"  +  «]»-»,   «  =  [(<w'+l) «"  +  «]«-* 

Aus  (1)  haben  »vir  ferner: 

ia'»-a=-eMfl'»-1-fl(aÄ'+l)»-»-^X(a«'+On-^«'n]}-A«ö'+l)w-2 
—ga'(aa'  + l)»-3— ....—*«'•»-»  (aa'  +  !)•— te'^Caa'  +  l)* 

--t/a'"-8  (««'  +  !). 

ia'"-*=-  (fl'fl"+l)»-2|  Aa'»-1— a(aa'-i  -l)«-1- 

-(««'  +  1)«-*(«V  +  l)-«[(a«'  +  + 
-  a'  {aa'  +  1)— » («V  +  1)«-*  [(aa'  +  1)  a"  +  «]»-... . 
....  —  <*'»-*(öö'  +  l)3(fl'a"  +  l)2[(aa'  +  \)a"  +  a]«-* 
—  «'"-*(flö'  +  !)*(«'«"  +  I)  [(<w'  -f  \)a"  +  a)—3 
-  o'"-*(aa'  +  J)[(afl'  +  1)«"  + 

Es  ist  aber  : 
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V  in  einen  h'ettenbruch. 
Ca'Uaa'  +  l)a"  +  a]     .  P  r    .    ,.,,,,„..,!  , 

?  WPTi)  - 1  $■[-<«+  n «* +  i «  =  i . 

folglich  : 

(aa'  4- l)«-*(a'a"  +  I)— » [(aa'  +  l)a"  -I  a] 
-f  a'(aa'  +  l)»-5(aV  +  l)"-4[(aa'  +  l)a"  +  a]9  +  ... . 
_  ^       ....  f  a'— *(aa'  +  l)s(öV  +  ])*  [(aa'  +  l)a"  +  a]»-4 
+  a'»-4(«a,  +  l)«(flV+  l)f(aa'  +  l)a"  +  a]—8 
+  a'"-3(aa'  +  1)  [(aa'  +  l)a"  +  a]»-» 

Ca^aa^j-T )a"+a]       >  „ 

* W+IJS^ TT)  "V'-(flfl+1)(öfl+  ])1  • 

,  (a'-s[(afl'  +  ])fl"  +  a]»-1 
+  )   aV+1 

-  (aa'+J)»-*  (a'a"-f  l)"-»[(aa'  + 1)  a"+a]  *  (aa'+l)  (aV'|  1 ). 

=  -  (öV+l )«-»!  + ))— ^"[(aa'+D"-^^"]  | 

+  a'«-*(aa'  + ))  [(aa*  +  I)a"  -f  a]—1 
-  (aa7  -f  I )— i  (a'a"  + 1  )■-*  [(aa'  + 1 )  a"  -f  a] , 

+  a  (aa' +  ])»-» (aV  +  l)"-2  +  a"(aa'+  l)»(a'a"-f  1)»-* 

+  a'— 2  (aa'  + 1)  [(aa'  + 1)  a"  +  a]"-* 
—  a"  (aa'  + 1)»  (a'a"  + 1  )"- 2  -  a  (aa'  +  1 J"-1  (a'a"  +  1  )■-* , 

ra'— »  =  -  Ja'— *(«'«"  +  l)"-*-,4a'»a"(aV-f  1)«-* 
+  a'—  *(aa'  +  l)[(aa'-f  l)a"-f  a]«-1, 

z—JaVa"*!)»-*— i4a'«a"(a'«''+l)n-2+(aö/+l)[(aa'4-l)a'/+aj»->, 

z  =  -  A  {€l V  +  a')  (a'a"  + 1)«-*  +  (aa'  + 1 )  [(aa'  +  1 ) a"  +  a]— ' 
=  —  Aa1  {a'a"  + 1 )«-»  +  (aa'  +  1 )  [(aa'  + 1 )  a"  +  a]—*. 

Zähler  und  Nenner  des  Bruches  a»  müssen  also  mulliplizirt 
werden  mit 


Digitized  by  Google 


9<)  Seeling:    Verwandlung  der  irrationalen  Grösse 

{a'a"  + 1)»-2  VA»-1  +  (aV+  l)-8[(oa'  -f  I)a"  +  a]  V/f—* 
+  (a'a*  +  I)—4 \{aa'  + 1 )  a"  +  a]2  v^""3  + . . .  • 

+[(aa'+l)a"+a]»-*V^+(aa'+^^ 

Dan«  ist  der  Zahler  diese  Reihe,  multiptizirt  mit  (aa'  +  1)"  —  Aa'n. 
Der  Nenner  aber  wird  gebildet  nach  der  letzten  senkrechten  Reihe 
des  Schemas  in  §.  1.    Diese  Reihe  ist: 

AeV+AfT+AgS  +  ....  +  AsG  +  AtF+AuE  +  zZ 
=A(aa'+l)»-Ha'a"+])n-2+Aa'{aa'+ir-Htf 

+  Aa'*{aa'  +  l)»-«(a'o"  +  l)»-*[(aa'  +  \)a"-\  a]»  +  .... 
....  +  Ja'"-«(aa'  -f  l)*(a'a"  +  I)*[(aa'  +  I)a"  +  a]«-< 
Ma'»-W+1)(«V'+1)[(aa^)a'Ha]^^ 

-»-  { Aa'»-1  -  a{aa  +  l)"-1  —  «"[(aa'  +  l)w—  /*a'»]} 
X  { (aa'  +  1 )  [(aa'  +  1 )  a"  +  a]«-*  -  ,4a'  (a'a"  +  1 )»-» |. 
Dies,  mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes»  wieder  multiplizirt  mit 
)q'f(qq'  +  l)a"  +  a]       ,       ^..w^,  ,xi 

I  («a'  +  i)(aWiy  - 1  i  •  l~(aa  +  ,)(a  ä  +  ,)] 

gibt : 

j  ^a'—'K*«'  +  l)a"  +  fl)w-! 
~  /       (aa'  +  l)(a'a"  +  l) 

-  A{aa!  -f  l)'-*(a'a"  +  1)-«  j  (aa'  +  1)  (a'a*  +  I) 

+  /la'»-1  (aa'  +  1 )  [(aa'  + 1 )  a"  +  a]'-1  -  /I«  a«  (a'a"  + 1)— 1 
-a(aa'  +  l)°[(aa'  +  l)a"  +  a]»-1  +  <W(aa'  +  l)»-1(«iV'+ 1)—» 
-  a"  (aoH  !)■+»  [(aa'  ±  I )  a"  +  a]»-1  +  Aa'aT  (aa'+l)"(a'a"  + 
+  /la'»a"(aa'  +  l)[(aa'  +  l)a'/  +  a]"-1-^aa'«+1aw(a'aff+  1)— 1 
=  -A*[a'»+la"{a'an  +  \)«-l  +  a'«(a'a"  +  l)"-lJ 
(  a'*-Haa'+\)[(aa'+})a"+a]»-i-a'*-l[(aaf  +  l^*«]""1 
+  <4  +«V(M'+l)[(M'+l)aHfl]"-4w'(flfl'+l)''-1(«'flff+l)«-> 

+  (aa'  +  l)-1  (a'a"  + 1)— » +  a'a"(aa'  +  1)"  (a'a"  +  ))»-» 
-  a"  (aa'  + 1      [(aa'  + 1  )a" + «]»-» -  a(aa' + 1)"  [(aa'+ 1)  a"+a]— » = 
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V  in  einen  KeUenbructi. 

=  -  AWio'a"  +  1)»,+  A\aa'»[(aa'  +  !)«"  +  a]"-1 

+  a'*d\aa'  + 1)  [(aa'  +  l)fl"  +  a]"-1 
+  («*'+!)"  1)»-1  +  «  ViW+1)"  («V+1)»-1 1 

-  [(aä'  +  \)a"  +  ö].(a«'  + 1)»  [(aa'  Y  l^"*«]"-1 

V'+l)»  +  A\a'»[(aa'\\)ct'  la]*  +  (<w'  +  l)«(«'«''  +  l)»l 
-(aa'  H )«[(««'+  l)a"  +  «]« 
=        +  I)-  -  Aa'»} .  I  -[(«*'  +  \)a"  +  «]•  +  ^(flV  +  !)"}. 

Werden  nun  noch  Zähler  und  Nenner  von  x"  durch  (««'-f  1)"— 
dividirt,  so  fct: 

(flV'+l)"-2V.4»-4(fl'fl"  M)»-»[(«fl'+l)a"-|a]V^«-2 
h  {a'a"  +  I )— *       + 1) <T  f  «]*  V/4—8  +  •  • . . 
....  i  {a'd  \  l)*[(a*  +  ])o"  +  ö]»-4  V/is 


+  (g^-t-  l)[(gfl'  f  \)a"  +  a]«-l-Aa'(a'a,'  |-  1  ^ 
-  [<««'  +  1)«"  +  «]»  +  A(a'a"  r  l)n 


§.  3. 

So  weit  die  Berechnung  im  vorigen  Paragraphen  reicht, 
heisren  die  Kettenbrucbsnenner 

a,  a", 

also  die  Näherungsbrüche : 

■ 

1      a     aa'  +  1  (ao'-flK'lfl 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  vollständigen  Quo- 
tienten (x',  x",  x"')  mit  diesen  entsprechenden  Nähenmgsu  erthen 
ergibt  sich  folgendes  Gesetz: 

Zieht  man  vermittelst  der  Kettenbrüche  die  wte  Wurzel  aus 

n 

der  Irrationalzahl  A,  ist  die  grfeste  in  VA  enthaltene  ganze 

a  P° 
Z;ihl  —a,  also  j  der  erste  Näherungsbrucb ,  sind  ferner  ^  und 
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-  zwei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  für  VA,  so  ist  der 
zn  ^  geboriee  vollständige  Quotient 

q*-*VA»-*  +  <i»-*pVA»-*  +  q*-*ptVA»-z\  ...  | 
. .  +  9«p— «  V/f»  f  ^»-3  yA*\p»~*  VA±(p0p—*  -W-1  A)  * 

wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Näherungsbruche  ungerader 
Ordnung  und  die  unteren  für  die  Näherungsbruche  gerader  Ord- 
nung gelten. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  in  Beziehung  auf  die  drei  ersten 
vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  $.1.  und 
§.  2.  hervor.  Soll  die  allgemeine  Gültigkeit  desselben  bewiesen 
werden,  so  ist  noch  darzuthuri,  das«,  wenn  derselbe  für  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  gilt,  dies  auch  für  den  nächst- 
folgenden der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:  dass,  wenn  *>°,  ^»  ~, 

9o    9  <i 

n 

drei  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  für  VA  sind ,  un<l 
wenn  der  zu  ^  gehurige  vollständige  Quotient 


7n~2  VA»-1  f  qn~ *p  VA»-*  +  q»-*p* VA— »  + . . . . 

„> 

alsdann  der  folgende,  zu  ~  gehörige  vollständige  Quotient: 
9'«-* VAn~l  +  q'»-*p' VA»-*  +  q'*-*p*  VA»-*  + . . . . 

-  ±  {p>n-q'nA) 

ist. 

5-  4. 

Setzen  wir  einstweilen,  ähnlich  wie  oben, 
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,  Li,     eV A*~x+fV A*-*\gV *..-\%V  A*\IV  A*\uV  A\x 

X{n  *L>  =  '  ß  ■  —  » 

so  ist  zu  beweisen,  dass 

I.    e  =  f=q*-*p<,   g=2tf—p*,....,i  =  4*p'—t 

(  =  ^y«-a,    u  —  p'n~2 . 

II     z  =  ?(pp'«-i-qq«>-*A), 

III.    D=  hip^-q^A). 

I. 

Die  grosste  in  steckende  ganze  Zahl  sei  =  m.  Dann  ist 
;/  =  mp  +  p°,  q'  =  tnq  +  q° ,  ferner: 

=  T  (p*-q*A)  

gn-z  va*~x  +  q*-*pVA*~2  +  o»-«  j>*  VA*-*  +  . . . .  j 

Hier  ist  also: 

£  =  qn-*t    F=  G  =  q*~*p*t  . . . . ,  «S  =  yV"~4» 

f  =  ^>»-8 ,  C7= Z  =  ±  (poPn~l  ~  VoV""1^)  ±  m(pn—q*A). 
Also  haben  wir  nach  dem  Schema  in     1. : 

(I) 

+  e(p°p»-»  —  </»o"_1  Ä)  ±  *m  (P*  ~  9nA)  +  //^-*  +  ^pB-B  +  ... 

....  +  tq*~*p*  +  /9»-*/>*  +  uq*-*p  +  zo»-Ä  =r  0, 

(H) 

tAq—*±ftpt>p*-i-q»q«~*A)±fm(p»-q»A)  +^"2+-... 

....  +  *?«-«p4  +  VV+'^-VH:?"-8/^, 
(III) 

<^9-sp  +  fAq*-*±g(p»p»-*  -  9V-l^)±.^(P"-7B^)  + 

....  +«9»- V  +       V  +  +  z9»-4;>«=0, 
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(IV) 

eAq  y-ft  -r  fAq*p"-*  +  flAq'p«-*  +....  +  ^pV1-  9V"1 A) 

±sm(pn—q«A)  +  </)»-H«^"-3f^V'4  =  0, 

f  ^ V"4  Wp— + v V-Ä + •  •  +  "V-* 

4-  <(p°p»-1  —  9W^«-M)  Jrlm(p»  —  9M)  +  tip«-2  f:^"8  =  0. 

(VI) 

eAqp*-*  +  fAq*p»-*  +  fjAq*p«-*  +  ..  .  4  s/lf/«"3^  +  M9— * 

+  u(p°pn-1  —  +  um(pn— qnA)  +  xp«-*  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication  und 
Subtraction  (nämlich  9II— pl,  ^111 —  pH, ....  9V— plV,  9VI— pV) 
die  folgenden: 

(VII) 

ef/V-1  T  p(p°pn~1  -  </V-1^)  T  »»p(p1— 9"^)] 

e[Aqn~l  T  p"(wp  f  P°)  +  prfqn-xA  ±  mpqnA] 

=  /TA'n~l  T  p°P"~lq  T  »*P"9  +  9"  (»»9  f  90) 

r[^»->  +p»(wp  +pü),+  ^n-,^('"7  +  9°)] 

=  f[pn~x  +  pn-xq(mp  +  p°)  +  9«/l(m9  +  9°)]. 

(VIII) 

e  t^""1  T  PnP'  ±  />9n- V^J  =  /T P-1  T  f—V  * ± 9B9'^J. 

Nach  Egen* s  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  Theil  I 
§.  269.  ist  im  vorliegenden  Falle 

p'7  —  pq'  =  ±\,   also  ±p'9TP9'  =  1» 

ferner 

4-  p'q  =  +  p9;  +  1    und    +  P9' = +  p;9  + 
Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (VIII)  in  folgende: 

e  ( ±  p'9"^  +  pnp')  =  A+  qnq'A  T  pV)  • 

*p'  =  /9'- 

Ebenso  öndet  man,  dass  fp'  =  gq'  ,  *p'  =  *9',  tp'  =  uq'.  Die 

Grössen  e  bis  m  bilden  also  wieder  eine  geometrische  Progression. 

deren  Exponent  ==^~''    Demnach  setzen  wir  6  =  9'"-*,  dann  ist: 
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f=q^-3p',  0  =  0'—*//»,  s=q"*p'»-*,  t  =  q4f/»-*,  u=//— 2. 

II. 

* 

Aus  (1)  haben  wir: 

20«-»  =  +  -  fV~M)  =F  em{p»-q»A)-fp«-*-gqp*-*-.... 

....  —  sf/n~6p*  —  tqn~4p*  —  ttfi»-*p, 

20— 2  =  =F  0'"-*(p<y-i  —  ?09»-'^)  +  0'— 2m(/>"— 0«/f) 

—  0'— 8/j'p— 2  -  <r/'fl-V%>"~8—  •  •  •  • 
....  —  7'V"~V~V3— ?>'"~  V"V*— ^""V_3/> 

Nun  Ut   (^p-l)  (i^/)  =  J.  folglich: 

20—*  =  =f  0*- 2(;/>;>— »^V"1^)  T  f/"-2w(;>«  -  f/».4) 

—  fa'— V>— 2  +  0'-  W-3  +  •••• 

20—*  =  +  0'«-yy«-i  +  0'— y>0— *4  T  q'*-2mpn 

+  0'— 2m0M  +  q»-*i>'p«-1  T  /,'— »0— 
20—*  =  ^  q'*-*p*-\mp  +  p°)  ±  0— »0— M(W0  +  0°) 

+  0'— 2/>>— »  T  p  *-xq*-*p, 

20— 2  =  =F  q,n-2pH~1p'  ±  0/"-I0«-M  +  */'»-2p'pn- 1  +  //— »0— 2p 
=  T  p'*-l9»-*p  ±  0*— *0— ^» 


III. 

Da  der  Werth  för  sich  schliesslich  durch  —  0M) 

raoss  aufheben  lassen,  so  setzen  wir  die  letzte  senkrechte  Reihe 
des  Schemas  in  §.  1.  =  T  (pn  —  qnA)D.  Also: 

T  (p»-  0M)  D=AeU  +  AfT+  AgS  + ....  +  ^6'  +  ,4«  £  +  zZ, 

T  (p«-0«^)0= 0'»-  V2^  +  9'— *p'gp»-*A+q '-  *p*q*p»~*  ^  + .... 

....  +  0'2;/n~V"V^  +  ^'"~V"V^ 

+  p*— 20— M 

+  («i*-1  -^-»^.[id^p— «  -  0V"1^)  +  m(p"-9M)]. 
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Die»,  mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,  wieder  mit 

multipiizirt,  gibt : 

—  pVpfpn-i  _j.  pp'n-lqOgn-iA--  mpn+1p'9-1  +  mpp'n-lqnA 
+  -  f/Y9'n-MH  mpnqq,n~xA  —  mon+1<7'n-1/4*, 

+  ( pm—qnA)Dz=:f  p»-iq'»-lA±p'*-lq—lA  —pnp'«-1  (mp +p°) 

—  q"q'»-*A*(mq  +  ?°)  +  pp'n-lq«-lA(mq  +  90) 

+  p"-1  vy'»-1  ^  (mi/>  +  p°), 

T  (p"  -  q*A)  D  =  T  p«-x  q'*-1  A  ± p'»"1  7— 1  /4  -  p*p'«  —  9VB^ 

-f  pp't-tq^q'A  +  p*-xp'qq'*-xA, 

(pn 9»     0  =  p«-i        ^  —  p'»-i       4  +  p«p*»  ±  q* q*  A* 

+  pp  *-*q*-i  q'A  T  pn-xp'qq'n-lA, 

(p»  —  qnA)D=z±pnp'n  +  (ITP'?);»""1?'"-"1^ 

—  (1  ±pq')p'n-xqn-xA  ±  qnq'nA2. 

Nun  ist  (siehe  oben  unter  I.)  1 T  J*?'  und  \±pq'—±p'q> 

folglich : 

—  oM)  0  =  i  p"/)'"  T  p"?'"^  +  p"V*  ±  q'q^A* 
=  ±  (p'n  -  q"1*)  •  (Pn — 9"^)' 
D  =  ±{p'*  —  q'»A). 

i  5. 

Nachdem  nun  das  in  §.  3.  aufgestellte  Gesetz  als  allgemein 
gültig  erwiesen  ist,  wir  also  des  Schemas  in  §.  J.  nicht  mehr 
bedürfen,  wollen  wir  im  Folgenden,  um  unsere  Bezeichnungs- 
weise mit  derjenigen  in  Egen's  Handbuch  angenommenen  gänz- 
lich in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  den  rationalen  Theil  im 
Zähler  des  vollständigen  Quotienten  nicht  mehr  z,  sondern  J  nennen. 

Dass  D  und  3  immer  ganze  Zahlen  sind,  ergibt  sich  unmit- 
telbar aus  den  für  diese  Grössen  gefundenen  Wertheo. 

D  ist  aber  auch  immer  positiv.    Denn : 

Ist  -  ein  Näherungsbruch  ungerader  Ordnung,  so  ist: 
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£  <  VA,  folglich  und  Pn<9nA. 

Da  aber  alsdann  D=s  —  (pm  —  qnA),  so  ist  D  positiv. 

Ist  hingegen  ^  ein  NSherungsbruch  gerader  Ordnung,  so  ist 

|  >  Vi4.  folglich  ^>  il  und  p«  >  oM- 

Da  nun  hier  Z)=  +  (p"— so  ist  Z)  wieder  positiv. 

Anders  verhält  es  sich  mit  J. 

P  *  _  t 

Ist  ^  ein  Näherungsbrach  ungerader  Ordnung ,  so  ist : 

also  pO>™°,  undtf>2-0 

Dieses,  multiplizirt  mit  p"<$rM,  gibt  pPp*-1  r=  4. 

< 

Ist  aber  &  ein  N&herungsbruch  gerader  Ordnung,  so  ist 
q°     q  9  P  9 

> 

Dieses,  multiplizirt  mit  p">oM,  gibt  wieder  pOp«-»  =  <fq*-*A. 

Da  nun  •/  =  +  (p°pn-1— q°4n~lA)9  so  kann  J  in  beiden  Fäl- 
fen  positiv,  oder  =0,  oder  negativ  sein. 

Soll  J  =  0  werden,  so  muss 

sein.    Da  p#°  —  p°^  =  Tl>  so  haben  p°  und  p,      und  q,  p°  ood 
p  und  q  kein  gemeinschaftliches  Mass.   Es  musste  also  9° 
ein  Theiler  von  p*-1  und  zugleich  q*~l  ein  Thciler  von  p°  sein. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  J=0,  sehr  beschrankt. 

Der  gewöhnlichste  dieser  Fälle  ist  derjenige,  in  welchem  A 
von  der  Form  (r  —  tyr"-1  und  zugleich  q^  —  q  =  1  ist.    Dann  sind 

^  und  ^  die  beiden  ersten  Näherungsbrüche,  und  es  ist  p°=r-I. 

Theil  XI/VI.  7 
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Ist  nun  *=2,  so  liegt  V*(r— l)r  näher  bei  r— 1  als  bei  r, 
weil  (r—  l)r  <  (r -4)«.   Da  aber  VA—£p  >  ^  —  V4,  ao  ist  in 

diesem  Falle  ~  <r;  folglich  kann  p  nicht  =r  und  f  nicht  =1 

sein.  Bei  der  Aasziehung  der  Quadratwurzel  kann  also  der  eben 
erwähnte  Fall  nicht. stattfinden.  Auch  beweist  Egen  §.  291.,  das» 
bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  J  immer  positiv  ist 

Ist  aber  *=3,  so  liegt  V(r-l)r*  näher  bei  r  als  bei  r— 1, 

weil  (r— l)r«>  (r— i)».  Ist  n  >  3,  so  liegt  noch  am  so  mehr 
»  

V(r—  l)r*-1  näher  bei  r  als  bei  r  — 1.  Ist  also  n>2  und  A 
von  der  Form  (r— • ljr"-1,  so  wird  p  =  r  und  g=\  sein.  Dann 
ist  pnpn"1  =rj°j"-M,  also  .7  =  0,  und  zwar  im  zweiten  voll- 
ständigen Quotienten.    Beispiele:  V4,  V18,  1/48,  VI00,  V54. 

Doch  kann  auch  in  Fällen,  wo  A  nicht  von  der  Form  (r-l)r*-1, 
dennoch  7  =  0  sein,  wie  z.B.  hei  V98  im  vierten  vollständigen 
Quotienten. 

Meistens  ist  J  positiv;  denn  auch  solcher  Fälle,  in  welchen 
J  negativ  ist,  sind  nur  wenige,  wie  dies  aus  den  Zahlenbeispie- 
len zu  ersehen  ist. 

Im  zweiten  vollständigen  Quotienten  muss  J  negativ  sein, 

wenn  q=zqO=l  und  p°p—1  >  A  ist.  Beispiele:  V98,  V890. 
V41,  VlO. 

§.  6. 

Der  die  Grösse  VA  ausdrückende  Kettenbruch  ist,  ausge- 
nommen, wenn  n=2,  niemals  ein  periodischer.  Denn  da  p'>p» 
p">p',  «•  a.  «od  j>1*  Q">4>  s.  w.,  so  kann  nicht  der- 
selbe  vollständige  Quotient  zweimal  vorkommen.  Aach  können 
nicht  zwei  vollständige  Quotienten  einander  gleich  sein.  Denn 
wenn  etwa 

a—VA—1  +q*-*pVA—*+q*-4p*VA?-*+.... 

....  -f  g  «p—«  vM' +  pq-*VA* + p— «  V  A  ±  (PoP*-l-qo0*-lA) 

T  <p"-*M) 

*VA— 1  +  fc— »p,  VA—*  +  qf-tpitVA—  +  .... 
^(Pin—9i9A) 
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sein  sollte,  so  m (teste  letzterer  Bruch  sich  so  verkleinern  lassen, 
dass  er  die  Form  des  ersteren  erhielte.  Da  aber^(Egen*}.~271.) 
pl  und  gt  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  „haben ,  so  sind  auch 
ft"-*  und  pin  und,  da  gknA  ein  Vielfaches  von  glf  gleichfalls 
ft"™*  und  pf  — 9i*A  incomraensorabel.  Ist  aber  g-=  q%  =  17(im 
ersten  und  zweiten  vollständigen  Quotienten),  und  der  zweite 
Bruch  sollte  dann  verkleinert  werden,  so  würde  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  des  Zählers  ein  Bruch.  Obige  zwei  Bruche 
sind  demnach  nicht  auf  einerlei  Form  zu  bringen,  können  also 
auch  nicht  einander  gleich  sein. 

Es  gibt  freilich  Fälle,  in  welchen  vollständige  Quotienten 
sich  wirklich  aufheben  lassen,  wenn  nämlich  unter  den  Primfak- 
toren von  A  sich  zwei  oder  mehrere  gleiche  befinden,  und  wenn 
einer  dieser  gleichen  Faktoren  =p  oder  ein  Theiler  von  p  ist. 

Denn  wenn  A=bc*  und  ^  eine  ganze  Zahl,  so  sind  die  Coef- 

ficienten  des  zweiten  Gliedes  und  aller  folgenden  Glieder  des 
Zählers,  s  am  rat  J  und  />,  und,  da 


auch  das  erste  Glied  des  Zählers  durch  c  theilbar.    So  lässt  z.  B. 


ten  die  Rechnung  weiter  fort,  so  erhält  man  im  Verfolg  wieder 
dieselben  vollständigen  Quotienten  (dem  Werthe  nach) ,  also  auch 
dieselben  Kettenbrucbsnenner,  die  man  ohne  besagte  Reduction 
erhalten  bitte.  Es  kann  auch  nicht  anders  sein.  Denn  ange- 
nommen, es  konnte  in  Folge  einer  solchen  Reduction  etwa  ein 
periodischer  Kettenbruch  entstehen  oder  Oberhaupt  die  Reihe  der 
Kettenbrucbsnenner  sich  ändern,  so  müssten  zwei  verschiedene 
Ketteobrficbe  an  Werth  einander  gleich  sein,  welches  unmöglich 


ist.  Grössen,  wie  V9,  V8  u.  dgl.,  können  natürlich  gar  nicht  in 
Betracht  kommen,  weil  dieselben  =  V3  resp.  =v  2  sind. 

7* 


.    Setzt  man  aber  mit  solchen  reducirten  Quotien- 


Digitized  by  Google 


100 


Seeltng:    Verwandlung  der  Irrationalen  Grösse 


Aus  diesem  Allen  folgt,  dass  nicht  eine  gewisse  Reihe  von 
Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkehren  kann. 


§•  7. 

Bei  der  Aosziebung  der  Quadratwurzel  kommt  nur  Eine  Wur- 
zelgrosse vor,  nämlich  VA.  Man  mag  diese  nun  als  das  erste 
oder  als  das  letzte  irrationale  Glied  in  dem  Zahler  der  gefunde« 
nen  Formel  ansehen,  so  ist  immer  ^"-*  =  p"— *  =  I.  Hier  kann 
also  eine  Reihe  von  Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkeh- 
ren. Egen  weist  aber  in  seinem  Handbuche,  §.292.,  nach,  dass 
jeder  Kettenbruch,  der  die  irrationale  Grosse  VA  ausdrückt, 
ein  periodischer  sein  muss.  Ueberhaupt  hat  er  in  den  §§.288. 
—296.  diesen  Gegenstand  erschöpfend  behandelt. 

Die  Formel  für  die  vollständigen  Quotienten  reducirt  sich  (ur 
die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  diese: 


VA±(pnp-q°qA) 


ip*-q*A) 

Bei  der  Ausziehung  der  Kubikwurzel  kommen  zwei  Wurzei- 
grussen vor,  nämlich  V A%  und  VA.  Diese  können  wir  als  das 
erste  und  letzte  irrationale  Glied  im  Zähler  unserer  Formel  an- 
sehen. Diese  Formel  reducirt  sich  also  för  diesen  Fall  auf  die 
folgende: 

,  .     qVA*+pVA± (p V— q °g*A) 

so  dass  die  Coefücienten  der  beiden  Wurzelgrossen  gleich  dem 
Nenner  und  Zähler  des  entsprechenden  Näherungsbruches 
sind.  Dies  habe  ich  schon  früher  in  einem  Aufsatze  nachge- 
wiesen, mitgetheilt  im  Archiv  der  Math ematik  und  Physik 
Tbl.  VIII.  S.  69-88. 


§.  8. 

Was  nun  das  Extrahiren  aus  besonderen  Zahlen  betrifft,  so  . 
wird  dies,  wenn  man  zugleich  die  Näherungsbrfiche  entwickelt, 
durch  Anwendung  unserer  Formel  wesentlich  erleichtert.  Nament- 
lich ist  man  nun  der  Mühe  überhoben,  jedesmal  den  Faktor  zo 
suchen,  mit  welchem  der  Nenner  des  vollständigen  Quotienten 
rational  gemacht  werden  muss. 

Die  Berechnung  gestaltet  sich,  wie  folgt: 
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Eine  Hauptschwierigkeit  ist  immer,  die  in  den  irrationalen 
Grossen  enthaltenen  grossten  ganzen  Zahlen  zu  finden.  Doch 
werden  die  Unterschiede  zwischen  diesen  Grossen,  abgesehen 
von  den  Zeichen,  immer  kleiner  werden,  also  die  in  denselben 
enthaltenen  grossten  ganzen  Zahlen  bald  einander  gleich  sein, 
wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  Eine  derselben  zu 
suchen  und  dieselbe  n  —  lmal  zu  nehmen  hat. 


§.  9.    Zahlen beispiele. 
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Man  kann  auch  die  irrationale  Grösse  VA  in  einen  Ketten- 
bruch verwandeln,  ohne  die  Nenner  der  vollständigen  Quotienten 
rational  zu  machen,  und  zwar  in  folgender  Weise: 
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0 


Bis  hieher  ist  immer  ,W  =  ±&^^^l^Z^t 

Tp±qVA     +(p-9VA)    qVA  —  p 
wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Näherungsbrüche  ungerader 
Ordnung,  die  unteren  für  die  Näherungsbrüche  gerader  Ordnung 
gelten.    Diese  Formel  wird  allgemein  gültig  sein,  wenn  der  fol- 

n 

gende  vollständige  Quotient  =  -±£±2l£L  ist. 

Dies  wird  aber  folgendermassen  bewiesen: 
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Die  Reihe  der  irrationalen  Grossen  im  Zähler  dieser  letzteren 
Formel  ist  aber  eine  geometrische  Progression  von  n— 1  Gliedern. 

Das  erste  Glied  derselben  ist  =stf*-*VA*-l9  das  letzte  =p*-*VA, 

and  der  Exponent  =  Folglich  ist  die  Summe  der  Glieder 

qVA 

n»- 1  n 

 O*-2  V  A*—l  »  n 

9       7  _pn-i  -  9»-iv^i  p»-WA-q—iA 

IVA  VA 

mitbin : 


 2  ±  (//y-1  -  9°o«-M) 


JF(pn  —  f/aA) 


_  p«-lVA-q«-*A±(p  -  qVA)  (p°p—l-q°q—*A) 

—  "  n  • 

qVA){p"— q*A) 

» 

Dieser  letzte  Ausdruck  muss  nun  =  i^-^^^  sein.  Dann  ist: 

+  (p—9VA) 

±(p°-q°VA)(p*-9«A) 

=  p*-1va  -  qn-iA  ±  (P  -  ^  v^)  V1  -  q  °q*-lA) , 

+  P  V  +  p°q9A  Tf*q°VA  ±  q°q9AVA 
=  p*~lVA  -  o— M  ±  p°p*  ^  pq°q—iA  T  p°p*-*qVA  ±  q°q»AVA, 

Tpt>q9ATp»q°VA  =  -  q»-iA  Tpff-iA  +  p9-lVA?p°p-iqVA, 

±(pq°-p°q)q*-iA-.p«-iVA  =  —  ^-»J  db  (pq°—pPq)p—lVA, 

(pq0—p0q)q*-iATp9-1VA  =  :fq*-iA  +  (pq<>--p<>q)p-WA. 

Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  richtig,  weil  poO-p°7=Tl. 

8* 
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§.  12. 

Zahlenbeispiele,  berechnet  nach  der  Formel: 


X  = 


=  V890  =  9.6190017  = 
1  1 


qVA-p 

1 


V890-  9~°>6190°17--      ,+  ^" 


y,   =  _9-V890 


-0,6190017  J_ 

v890-io^-°'Ä983~    *  * 


w       10-V890     0,3809983        s  1 

*  ""2V890-19""^2380034'"  *iF 
1V  _  19— 2V890    —0/2380034  J_ 

*  "3V890-29"*-0'1429949""  ^r 
r  _  ^-3V890 <U429949_  1 

r/  -  *8^5  V890     -0,0950085  J 

*  "  8V890-77  ~  "0,0479864-    *  *'  " 

vii-  77—8^890  _  0,0479864    ,  1 

r///- 125  z]3V890  _  -0,0470221  J_ 

*  ~21  V890-202  ~~  -0,0009643-4ö+^x 

ix  -    202-21 V890  _  0,0009643  1 


x*  = 


1021 V890  -  9821    0»W°7357  " 

9821-1021V890  0,0007357 
1042V890— 10023-  —  0»00fr2286 

=  3+Ä 


J7 


10023-1042V890  =  0,0002286 
4147V890-39890  ~~  °>üü00499 

=  4  + 


0 
1 


13 


21 


1021 


1042 


4147 
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X  = 
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X»  = 
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1  1  
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89vT60l-22-2~°'(>0978«"" 
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91  vT>0l  —  227    ~*  0'U01  -2<S 
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1  i 
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x" 
x"' 
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V/ 10000  =  2,030918=: 
1  1 


x 
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1  l 

V  10000— 2 
2—  \/|0000 


1 1 


32  V 10000-65 


0,030918  -     32  f  x" 

_ -0,030918  I 
-  -0,010024 ~  l  +  xm 


1 1 


-  1  + 


} 


65-32^10000  _0,010624 

65VIOO(M)-132""Ü'Ü0^7Ü 
132— 65 y  10000    -0,009670   ]Q  [  1 
97  V 10000— 197  ~"  -Ö,00Ö954~"  xf 

§.  13. 


Die  Furmcl  7 —  ist  freilich  viel  einfacher  als  die  Haupifonnel  in 

§.3.;  auch  ist  die  Berechnung  der  Zahlenbcispielc  nach  derselben  nicht  so 
zeitraubend  wie  das  in  §.  8.  angegebene  Verfahren.  Diese  Berechnung  ist 
aber,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Beispiele  in  §.  12.  ergibt,  fast  wcith- 
lo«,  und  »war  aus  folgenden  Gründen: 

n 

1.  Um  nach  der  Formel  — ^ — - —  eine  irrationale  Grösse  in  einen 

q\/A  —  p 

Kettenbruch  zu  verwandeln,  muss  voihcr  der  Werth  dieser  Grösse  in  anderer 
Weise  ermittelt  werden,  und  zwar  ziemlich  genau,  weil  sonst  die  Berechnung 
leicht  geradezu  unmöglich  wird ,  indem  sich  negative  Zahlen  als  Kettenbruchs« 
Dinner  ergeben ,  wovon  mau  durch  einen  Versuch  sich  überzengeu  kann. 

2.  Durch  vorstehende  Berechnung  sind  eigeutlich  nicht  die  irrationalen 

9  T  1.1 

Wissen  V890»  V601  und  V10°°°.  sondern  nur  die  endlichen  Zahlen 
9,6190017,  2,494492  und  2,030918  in  Kettcnbrüeho  verwandelt  worden. 

3.  Diese  Bcrecbnungswcise  ist  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren,  einen 
gemeinen  Bruch  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandtin,  gar  nicht  verschieden. 

der  Augenschein  lehrt. 
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Berichtigungen. 


Berichtigungen  zu  dem  Aufsatze  Kr.  VIII.  des  lerrH  koutny  in 

Brünn  in  diesen  Hefte. 

8.51.  letzte  Zeile:  Hinter  der  letzten  grossen  Klammer  ]  fehlt 

eine  erhöhete  2  (Quadrat)  und  ist  also  zu  setzen  ]2. 
8.  56.  Z.  5.  v.  o.  statt  p  im  Zähler  des  ersten  Bruchs  s.  m.  p%. 
S.  58.  Z.  23.  v.  o.  statt  „Letzteren"  s.  m.  „letzteren." 

8.  59.  Z.  11.  v.  o.  statt    ?  .«  s.  m.    \ - 

«2  — 62  a2— hl 

S.  61.  Z.  5.  v.  u.  statt  „Letzteren"  s.  m.  „letzteren." 
S.  62.  Z.  3.  v.  u.  statt  ^  s.  m. 

r2  r* 

S.  63.  Z.  7.  v.  u.  statt  -3  s.  m.  ^ 

S.  65.  Z.  5.  v.  u.  Die  Nummer  (17)  gehurt  zur  vorhergehenden 
Gleichung  yg_  j  =  etc.  in  Z.  7.  v.  u. 

8.  68.  Z.  9.  v.  o.  statt  „  — <p2"  s.  m.  „  =  g>2." 

8.  68.  Z.  8.  v.  u.  Im  Nenner  des  grossen  Bruchs  am  Ende  des- 
selben s.  m.  „a*fa4"  an  die  Stelle  von  „a2*,4." 

8.  69.  Z.  8.  v.  o.  In  dem  Nenner  des  grossen  Bruchs  zu  Anfange 
desselben  s.m.  ,,«i2f*2"  statt  „c*f,2fa2";  man  tilge  also  cÄ. 

8.  74.  Z.  8.  v.  u.  statt  „dem  EHipsoide"  s.  m.  „der  Kugel." 

S.  76.  Z.  7.  v.  o.  statt  „in  vertikalen  Diametralebenen"  s.  m.  „in 
der  vertikalen  Diametralebene." 

8.  76.  Z.  8.  v.  o.  statt  „0"C"  s.  m.  „0"C." 

S.  76.  Z.  18.  v.  o.  statt  „Radius"  s.  m.  „Durchmesser." 

S.  76.  Z.  20.  v.  o.  statt  „benutzen"  s.  m.  „benützen." 

S.  77.  Z.  15.  v.  o.  statt  „parallel  y^"  s.  m.  „parallel  zu  y€l.tt 

S.  78.  Z.  7.  v.  u.  statt  „ebenfalls"  s.  m.  „allenfalls." 

S.  78.  Z.  5.  v.  u.  statt  „Benutzung"  s.  ra.  „Benützung." 

S.  78.  Z.  3.  v.  u.  statt  p  s.  m.  P. 

S.  79.  Z.  4.  v.  o.  statt  p  s.  m.  P. 

Auf  der  Figurentafel  IV.  fehlt  in  der  Figur  auf  der  linken 
Seite  der  unteren  Hälfte  an  den  Durchschnittspunkten  der  Linien 
O'G  und  O'F  mit  der  äussersten  elliptischen  Umfaogslinie  der 
Buchstabe  r. 


Diese  im  Archiv  sonst  ganz  ungewöhnliche  grössere 
Anzahl  von  Berichtigungen ,  welche  übrigens  bei  Weitem  dem 
grössten  Theile  nach  nicht  auf  Rechnung  der  Druckerei  und  des 
Correctors  kommt,  ist  leider  entstanden,  weil  wegen  der  durch 
den  Krieg,  während  welches  der  betreffende  Aufsatz  gedruckt 
wurde,  eine  Zeit  lang  völlig  unterbrochenen  Communication  —  in 
Folge  eingezogener  Nachrichten  —  eine  letzte  Correctur  nach 
Brünn  sieber  zu  senden  ganz  unmöglich  war.  G. 
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X. 

Auf  da9  Entfernungsorts  -  Dreieck  Bezugliches 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  H.  Emsmann 

an  der  Realschule  1.  Ordnung  in  Stettin. 


I.  In  dem  Programme  der  Konigl.  Landesschule  Pforta  vom 
21.  Mai  1851  behandelt  mein  innig  verehrter  Lehrer,  der  1855  ver- 
storbene Professor  Carl  Friedr.  Andr.  Jacobi,  die  Entfer- 
nungsorter  geradliniger  Dreiecke.  Erst  seit  1858  erhält  unsere 
Anstalt  regelmässig  die  Programme  der  Gymnasien.  Es  war  mir 
daher  das  eben  näher  bezeichnete  Programm  nicht  bekannt,  als 
ich  auf  den  im  Archiv  Theil  XLV.  S.  353.  abgedruckten  Satz 
kam:  „Schlägt  man  mit  jeder  Dreiecksseite  um  ihre 
Endpunkte  Kreise  und  verbindet  die  Durchschnitts- 
punkte, in  welchen  die  mit  derselben  Seite  geschla- 
genen Kreise  die  an  dem  jedesmaligen  Centrum  anlie- 
gende Seite  schneiden,  so  laufen  die  drei  Verbin- 
dungsstücken unter  sich  parallel/' 

Dieser  Satz  war  mir  netr,  und  daher  hielt  ich  ihn  der  Mit- 
theilung nicht  unwerth.  Durch  meinen  Bruder,  den  Oberlehrer 
Dr.  G.  Ems  mann  an  der  Realschule  1.  Ordnung  zu  Frankfurt 
a.  d.  O.,  bin  ich  indessen  darauf  aufmerksam  gemacht  worden« 
dass  derselbe  Satz  von  Jacobi  in  dem  bezeichneten  Programme 
bereits  ausgesprochen  sei.  Die  Sache  ist  richtig,  und  bedaure 
ich  nur,  dass  ich  die  schone  Arbeit  des  Mannes,  dem  ich  ge- 
rade soviel  verdanke,  nicht  früher  gekannt  habe. 

Gleichwohl  wage  ich  es  n>H.ah  neben  Jacob  Ts  Abhandlung 
mit  den  folgenden  Zeilen  aufzutieten.    Der  von  mir  unabhängig 

Theil  XL  VI.  9 
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gefundene  Satz  hatte  mein  Interesse  noch  anderweitig  in  An- 
spruch genommen  und  mich  zum  Tbeil  zu  Resultaten  geführt, 
welche  ich  in  Jacob  Ts  Programme  nicht  finde.  Einige  dieser 
Resultate  mitzutheilen,  ist  meine  Absicht. 

2.    Es  scheint  mir  nöthig,  den  von  Jacob»  genommenen 
Gang  wenigstens  in  den  Hauptzügen  anzugeben. 

a)  Die  Untersuchung  geht  unter  Nr.  4.  von  dem  Beweise  des 
folgenden  Lehrsatzes  aus: 

„Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  und  zwar 
von  ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten 
aus  Segmente  von  gleicher  Grosse  mit  der 
dritten  Seite,  so  ist  die  durch  die  beiden  auf 
jenen  ersten  Seiten  erhaltenen  Punkte  be- 
stimmte Gerade  in  ihrer  unbegrenzten  Länge 
der  geometrische  O rt  aller  derjenigen  Punkte, 
für  welche  das  Aggregat  ihrer  Entfernungen 
von  deu  Dreiecksseiten  eine  unveränderliche 
Grösse  bildet." 

Eine  solche  Gerade  nennt  Jacobi  einen  Entfernungsort. 

Ist  Dreieck  ABC  gegeben  und  AE  auf  AC—AB,  ebenso 
BD  auf  BC  auch  gleich  AB,  so  ist  die  durch  D  und  E  gelegte 
Gerade  der  Entfernungsort  für  die  Seite  c.  Fällt  mau  von  irgend 
einem  Punkte  iV  dieses  Entfernungsortes  auf  a  die  Normale  NK, 
ebenso  NL  auf  6  und  NO  auf  c,  so  ist: 

IfK  +  NL  +  lSO  =  2  ABDE. 

c 

Zweckmässig  unterscheidet  Jacobi  bei  jeder  Dreiecksseite 
eine  innere  und  eine  äussere  Flanke,  von  deren  jene  den 
beiden  anderen  Seiten  zugewendet,  diese  hingegen  ihnen  abge- 
wendet ist.  Unter  Nr.  5.  wird  dann  die  Regel  aufgestellt,  dass 
jede  Normale  additiv  ist,  deren  zugehörige  (auf  ihr  normal  ste- 
hende) Seite  den  Punkt  iV  auf  ihrer  inneren  Flanke  hat,  sub- 
tractiv  im  entgegengesetzten  Falle. 

b)  Den  obigen  Lehrsatz  a)  verallgemeinert  Jacobi  unter 
Nr.  8.  durch  den  Nachweis  des  folgenden : 

„Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  von 
ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endp unkten  aus 
Segmente  von  gleicher  Grösse  mit  der  dritten 
Seite  tMid  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte 
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iV  der  durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten 
Geraden  nach  den  einzelnen  Seiten  des  Drei- 
ecks Linien  unter  einerlei  Winkel,  so  ist  das 
Aggregat  derselben  eine  un  verändern  che  von 
der  besonderen  Lage  des  Punktes  N  unabhän- 
gige Länge." 

c)  Hierauf  weist  Jacobi  unter  Nr.  9.  nach,  dass,  wenn 
man  die  drei  Entfernungsürter  des  Dreiecks  construirt,  dieselben 
ooter  einander  parallel  sind. 

d)  Hiermit  im  Zusammenhange  steht  der  unter  Nr.  27.  er 
tviesene  Lehrsatz: 

„Verlängert  man  von  drei  äusseren  Winkelhal- 
birenden  eines  ungleichseitigen  Dreiecks  jede 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Gegenseite  der 
Ecke,  durch  welche  sie  hindurchgeht,  so  lie- 
gen diese  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und 
zwar  ist  dieselbe  den  EntfernungsÖrtern  des 
Dreiecks  parallel." 

e)  Ohne  weiter  auf  den  Inhalt  des  72  Nummern  auf  50 
Quartseiten  nebst  zivei  —  16  Figuren  enthaltenden  —  Tafeln  um- 
fassenden Programmes  einzugehen,  erlaube  ich  mir  nur  noch  dieje- 
nigen Leser  des  Archivs,  welchen  Jacobi 's  Abhandlung  zugäng- 
lich ist,  besonders  auf  dieselbe  aufmerksam  zu  machen. 

3.  Der  Jacob  i'scheSatz(2.a)),  wiewohl  schon  verallgemeinert 
(2.  b)),  ist  einer  noch  grösseren  Verallgemeinerung  fähig.  Nämlich: 

„Nimmt  man  auf  zwei  D  rci  ecksse  iten  von  ihren 
nicht  geniein schaft liehen  Endpunkten  aus  Seg- 
mente, welche  einem  beliebigen  —  also  dem 
i/ten  —  Tbeile  der  dritten  Seite  gleich  sind, 
und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  N  der 
durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten  Ge- 
raden nach  den  einzelnen  Seiten  des  Dreiecks 
Linien  unter  einerlei  Winkel;  so  ist  das  Ag- 
gregat aus  der  Strecke  nach  der  Dreieck- 
seite, von  welcher  nicht  abgeschnitten  wurde, 
und  dem  ^rten  T heile  derjenigen,  welche  nach 
den  beiden  anderen  Seiten,  aufweichen  abge- 
schnitten wurde,  gezogen  sind,  eine  unverän- 
derliche von-der  besonderen  Lage  des  Punktes 
N  unabhängige  Länge. 

9* 
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Hierbei  gilt  in  Bezug  auf  das  Rechnungszeichen  Hie  (unter 
2.  a))  oben  angegebene  Kegel.  —  Ist  q  =  1 ,  so  erhält  man  den 
von  Jacobi  unter  seiner  Nr.  8.(s.  o.  2.  b))  aufgestellten  Satz,  und  ist 
q  =  1  und  der  Winkel  <p,  unter  welchem  die  Strecken  nach  den 
Seiten  gezogen  sind,  =  90",  so  ist  das  Resultat  der  Satz,  wel- 
chen Jacobi  als  Ausgangspunkt  für  seine  Untersuchung  ge- 
nommen hat. 

Anmerkung.  Ist  in  Taf.  V.  Fig.  1.  im  Dreiecke  ABC  die 
Strecke  AE=BD  =  q.AB,  und  sind  von  dem  beliebigen 
Punkte  N  auf  der  durch  D  und  E  gelegten  Geraden  die  Strecken 
NK'  nach  a,  NL'  nach  6  und  NO'  nach  c  so  gezogen,  dass 
^NK'C=^NL'A  =  Z.NO'B=(p  ist,  so  falle  man  noch  die 
Normalen  NK  auf  a,  NL  auf  b  und  NO  auf  c.    Es  ist  dann: 

A  BND  =  \BD.KN  =  \BD.NK'.%m<p  =  lqcNK'.s\n<p, 

ebenso : 

\ANE  =  {AE.NL  =  \AE.NL'.%wq>  =  tyciVZ/.sino?, 
desgleichen : 

&ANB  =  \AB.NO  =  \AB.NO'.s\*<p  =  {cNCT.  sino>. 
Nun  ist: 

&ANB  +  &ANE  -±BND  =  Viereck  AEDB  =  V, 
also  stets: 

=  NO'  +  9 .  NL'  -  o .  '. 

Zusatz.  Nimmt  man  auf  b  und  c  von  ihren  nicht  gemein- 
schaftlichen Endpunkten  Segmente  =  qa,  auf  a  und  <?  Segmente 
=  qb  und  auf  «  und  6  Segmente  =  qc  und  bezeichnet  den  Punkt 
N  auf  den  bezüglichen  Entfernungsortern  mit  Na*  Nb,  iVc,  ebenso 
das  bezügliche  Viereck  mit  Pfl*  F»  und  Fc,  so  ist: 

2  V 

-~  =  (iV«ff'  +  </iV«I/  -f  oiVaO')sin<p , 

^  =  (qNbK'  +  NbL'  +  92V»0')sio9>, 
2  V 

—  =  (9^eÄT'  +  qNcL'  +  iVeO')sino?; 
und  für  <p  =s  90°: 
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-~  =  q!Sk  K+NbL+rjNiO, 
9  V 

-y=zqN9K+  qJS,L+NeO; 

wobei  in  Betreff  des  Rerhnungszeichens  die  unter  2.  a)  angegebene 
Regel  gilt. 

4.  Während  Jacobi  vorzugsweise  die  Beziehungen  der  Ag- 
gregate dieser  Entfernungen  und  zwar  nur  unter  den  Beschrän- 
kungen, welche  sein  nur  für  q  =  \  geltender  Satz  ihm  auferlegt, 
untersucht,  habe  ich  besonders  die  drei  Entfernungsorts- 
st recken  (worunter  ich  nicht  die  unbegrenzten  Geraden,  welche 
durch  die  Theilpunkte  gehen,  sondern  nur  die  durch  diese  Theil- 
punkte bestimmten  Strecken  verstehe)  und  die  Beziehungen  der 
Theilpunkte  selbst  ins  Auge  gefasst.  Das  Folgende  bezieht  sich 
hierauf.  Dass  dabei  sich  allerdings  auch  bereits  von  Jacobi 
für  seinen  speciellen  Fall  Gefundenes  als  Resultat  ergiebt,  ver- 
steht sich  von  selbst. 


5.  Construirt  man  in  einem  ungleichseitigen  Dreiecke  ABC, 
in  welchem  «>A>c  ist,  die  drei  Entfernungsortsstrecken  und 
ist  BJ  auf  c  =  67/  auf  b  =  qaf  ebenso  CF  auf  a  —  AG  auf 
c  =  qb,  desgleichen  AE  auf  6  =  BD  auf  a  =r  qc\  so  entstehen 
die  Kreisvierecke  ADCJ ,  AIIFB  und  CEGB.  (Taf.  V.  Fig.  2. 
für  q  =  l,  und  (Taf.  V.  Fig.  3.  für  q  =  ].). 

Beweis. 

Es  ist: 

fja.c=(/c.a,  also  BJ .  AB  =  BD.  BC; 
qb.a-qa.b,  also  CF.BC  =  Cfl.AC; 
qc.b  =  qb.c,  also  AE.AC  =  AG.  AB. 

Zusatz.  Für  q  =  1  versteht  sich  dies  sofort,  da  diese 
Vierecke  sich  dann  als  Abschnitte  eines  gleichschenkligen  Drei- 
eckes herausteilen,  in  welchem  die  gleichen  Seiten  parallel  mit 
der  Basis  geschnitten  sind. 

6.  Verbindet  man  die  Durchschnittspuukte  auf  zwei  Seiten, 
welche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  erhalten 
worden  sind,  so  erhält  man  drei  unter  sich  congruente  Dreiecke, 
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welche  im  Allgemeinen  dem  Urdreiecke  ähnlich,  aber  für  9=1 
auch  mit  diesem  congrueut  sind. 

Es  sind  (Taf.  V.  Fig.  2.  und  Taf.  V.  Fi«.  3  )  die  betreffenden 
Dreiecke  AEG,  BJD  und  CFI1.  Es  ergiebt  sich  dies  aus  den 
Kreisvierecken(5.),  weil  ^  BDJ  =  ^CFf/=A ,  A  CBF—jLAEG 
=  B  und  Z.AGE  =  Z.BJI)  —  C;  folgt  aber  auch  schon  aus 
dem  gleichen  Verhaltnisse,  respective  für  ff  =  1  aus  der  Gleich- 
heit, zweier  Seiten  und  der  Gleichheit  des  eingeschlossenen  Win- 
kels in  Bezug  auf  das  Urdreieck. 

Es  ist  also  allgemein  : 

A  AEG  ^  A  BJD  ^  A  CFHt  aber  nur  oo  A  ABC, 

und 

EG  =  //a,        =  </ö        W  =  qc; 
aber  für  7  =  I : 

A  AEG  ^  A        ^  \  CFil  ^  A  ABC 

und 

£G  ^      £>./  =  b  und  f7/  =r  c. 

7.  Verbindet  man  die  Durchsehnittspunkte  auf  zwei  Sei- 
ten, welche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  er- 
halten worden  sind,  so  entstehen  durch  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitt drei  gleichschenklige  Dreiecke,  von  denen  je  eines  die 
»Strecke  zur  Grundseite  bat,  welche  zwischen  den  auf  derselben 
Seite  des  Urdreiecks  abgetragenen  T heilpunkten  liegt. 

In  Taf.  V.  Fi"  2.  und  Taf.  V.  Fig.  Ii.  sind  die  betreffenden 
Durcbschnittspunkte  K  von  /*'//  und  DJ;  L  von  FH  und  GE\ 
M  von  DJ  und  GE  —  Dass  DK  =  FK,  HL  =  LE  und  JM—GM 
ist,  folgt  unmittelbar  aus  0. 

8.  Die  Spitzen  der  drei  gleichschenkligen  Drei, 
ecke  (7.)  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  sich  verhalten  wie 
die  Sinus  der  doppelten  Winkel  des  Urdreiecks. 

\\  e  w  c  i  s. 

In  den  gleichschenkligen  Dreiecken  ist  der  Basiswinkel  ent- 
weder gleich  einem  Winkel  des  Urdreiecks  oder  gleich  dem 
Nebenwinkel  eines  solchen,  folglich  der  Winkel  an  der  Spitze 
entweder  =  180° -2/1  oder  =  180°-  2/?  oder  =  180°  -2C,  oder 
=  1800-2(180°  -A)  =  2A  —  180«  oder  =  2B  -  180°  oder  = 
26—180°.  Es  ist  aber  sin  (180°— 2^)  =  sin2^  u.s.w.,  und  wenn 
<2A>  180°  ist,  sin (2/1— 180°)  =z-*mllA  u.s.w.,  in  welchem  Falle 


» 
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der  Werth  jedoch  ebenfalls  positiv  wird,  da  sin 2/4  an  sich  ne- 
gativ ist.  Die  Winkel  des  Dreiecks  KLM  sind  aber  entweder  die 
Winkel  an  der  Spitze  der  gleichschenkeiigen  Dreiecke  selbst 
oder  deren  Nebenwinkel. 

Zusatz  I.  Ut  das  Urdreieck  rechtwinkelig,  so  laufen  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  KLM  parallel.  Das  Dreieck  ist  also  un- 
endlich lang. 

Zusatz  2.  Ist  das  Urdreieck  gleichschenkelig,  so  ist  es 
auch  ±KLM. 

Zusatz  3.  Ist  das  Urdreieck  gleichseitig,  so  ist  es  auch 
A  KLM. 

9.  Fällt  man  von  den  Spitzen  der  gleichschenkeiigen  Drei- 
ecke (7.)  auf  die  zugehörigen  Grundseiten  die  Normalen  KN,  LO 
ond  MP  (Taf.  V.  Fig.  2.)»  so  werden  die  Grundseiten  bekanntlich 
halbirt  und  es  ergiebt  sich  allgemein: 

a)  MV=  -\DFA$sA, 
LO=z  $//£.tgsß, 
MP=  \GJAgsC. 

Da  nun: 

b)  -DF  =  -a  +  qb  +  qc, 

HE  =   qa  —  b  +  qc, 
GJ  =   qa  +  qb  —  c 

wt,  so  folgt  aus  a): 

KN  =         +  qb  +  qc)l$%A, 
LO  =  \(qa-b  +  qc)  tgsß, 
MP  =  Xqa  +  ?6-c)tgsC. 

c)  Folglich  ist  für  q  —  l  (Taf.  V.  Fig.  3.)  : 

Ki\  =  \  DF.  tgs  A  =  i(  -  a  4  b  +  c)  tgs  A , 
£0  =  \f1EA$*n  =  i(a— 6  +  r)tgs#, 
MP=  ]6V.tgsC=  i(«  +  6-c)tgsC. 

_d)  Construirt  man  in  das  ^i<ÄC  (Taf.  V.  Fig.  3.)  den  einge- 
schriebenen Kreis  und  bezeichnet  den  Abstand  der  Dreiecksspitze  A 
von  dem  Berührungspunkte  mit  x,  ebenso  den  der  Dreiecksspitze 
B  mit  y  und  den  der  Dreiecksspitze  C  mit  z,  so  ist  bekanntlieh : 

—  a  +  b  f  c  =  2or,  also  =  DF, 
a  — o  +  c  =  2y,  also  =  //£, 
a  f-o  — c  =  2z,  also  =  GJ. 
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Folglich  sind  für  0  =  1  die  Strecken,  welche  zwischen  den 
auf  derselben  Seite   des  Urdreiecks  abgetragenen  Theilpunkten 
liegen,  doppelt  so  gross  als  der  Abstand  des  Berührungspunktes 
des  in  das  Urdreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  der  Dreiecks 
spitze,  welche  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegt.  { 

e)  Ist  r  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises,  60  i*t 
bekanntlich : 

x  =  r.ctg \At  y  =  r.ctgiß,  1  =  r.ctglC; 

also  ist: 

PF  HE  GJ  =  8r»ctgi^.ctgiß.ctgiC 

=  8r»(ctg^+ctgiÄ  +  ctgiC). 

0  Es  ist  aber  auch  für  g=  1  (Tal*.  V.  Fig.  3.)  BN=  BFj  \DF 

=  a-HiH  +  Hc)  =  J(fl-Hc)  »nd  CN=  \(a  +  6  —  c)\ 
ebenso  AP=  AG—\GJ  =  \{—a  +  b  +  c)  und  ßP=z  \(a — b  -f  c)\ 
desgleichen  CO  =  AE~\HE  —  i(o+6— c)  und  A O  =  i(— a+A+c) ; 
folglich  treffen  die  Höhen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  (für 
q  =  1)  in  die  Berührungspunkte  des  Kreises,  welcher  in  das  Ur- 
dreieck eingeschrieben  ist. 

g)  Es  ist   also  (nach  c))  für  q  =  1 ,  wie  allerdings  auch 
schon  aus  d)  folgt: 

K1S  =  .r.tgs/4 , 
LO  =  i/.tgsß, 
MP  =  x.tgsC; 

d.  h.  die  Höhen  der  drei  gleichschenkligen  Dreiecke  sind,  wenn 
man  die  ganzen  Dreiecksseiten  selbst  abgetragen  hat,  gleich  den 
Normalen,  welche  man  in  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  auf  einer  der  beiden  Seiten,  auf  welchen 
die  Gruudseite  des  betreffenden  gleichschenkligen  Dreiecks  nicht 
liegt,  errichtet  und  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite 
verlängert.    Es  ist  also  in  Tat.  V.  Fig.  3.: 

KN  =  PX'  =  OX";  LO  =  AT  =  PY'\  MP=  OZ'  =  AZ". 

h)  Aus  f)  folgt,  dass  für  q  =  I  die  Höhen  der  gleichschen- 
kligen Dreiecke  si«:h  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden, 
welcher  in  das  Urdreieck  eingeschrieben  ist. 

i)  Hieraus  folgt,  dass  man  den  Mittelpunkt  des  in  ein  Drei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  finden  kann,  wenn  man  auf  zwei 
Dreiecksseiten  die  beiden  anliegenden  abschneidet,  die  zwischen 
/Im  beiden  Theilpunkten  liegende  Strecke  halbirt  und  in  den  so 
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erhaltenen  beiden  Punkten  auf  den  betreffenden  Seiten  Normalen 
errichtet.  Der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Normalen  ist  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  und  jede  Normale  selbst 
der  Halbmesser  desselben. 

10.  Diese  für  y  =  1  so  einfachen  Beziehungen  sind  offenbar 
nur  Spezialitäten  der  allgemeinen  Werthe  für  ein  beliebiges  q. 
Es  fragt  sich  nun,  welches  diese  allgemeinen  Werthe  sind  und 
welche  Bedeutung  dieselben  haben. 

Zunächst  ist  (Taf.  V.  Fig.  2.)  allgemein: 
AP-  K-ga  +  qb  +  c)  =  {{-a  +  h  +  c)  +  ^9  (a-b) , 

A  O  -  i(-  qa  +  b  +  qc)  -  *(-n  +  6  +  c)  +  ^  (a-c) , 

#iV  =  i<a-?o  f  ?c)=t(o-6  +c)  +!z*(6_c). 

fiP=i(?a-fA  +  c)  =  i(a-6  +  c)  +  -^(A-o), 

CO  =        +  6  -  tfc)  =  K«  +  &  -  c)  +  ^  (c-o), 

CS  =  i(o  +  ?6  -  qc)  =  l(a  +  b  -  c)  +  ^  (c-6). 

Es  fallen  also  die  Punkte  N,  O  und  mit  den  Berührungs- 
punkten des  eingeschriebenen  Kreises  zusammen,  wenn  9=1 
ist,  da  man  dann  die  unter  f)  aufgestellten  Werthe  und  AP  —  AO, 
BN  =z  BP,  CO  =  CN  erhält.  Ausserdem  ist  dies  der  Fall,  wenn 
das  Dreieck  gleichseitig  ist,  für  jeden  Werth  von  q.  Bei  dem 
gleichschenkeligen  Dreiecke  gilt  dasselbe  nur  für  den  auf  der  Grund- 
seite liegenden  Punkt.  Im  Allgemeinen  liegen  die  Fusspunkte 
der  Normalen  abweichend  von  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  und  zwar  uro  ■ ^  von   der  Differenz  der 

Seite,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  von  welcher  aus, 
und  derjenigen,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  nach 
welcher  hin  der  Abstand  genommen  wird.  Diese  Grösse  ist  ad- 
ditiv zu  nehmen,  wenn  jene  Seite  die  grössere,  aber  subtractiv, 
wenn  sie  die  kleinere  ist. 

11.    Es  ist: 
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I  . 

K-  «  +  qb  r  qc)  =  i(-a  +       c)  -        (A  +  c), 
+  ?c)  =i(a-6  +  c)  -  ~^(a  +  c), 

*(?a  +  ?6  -  c)  =  i(a  +  6-c)  -         (n  +6); 

folglich  sind   die  allgemeinen  Werthe,  welche  in  9.  b)  für  die 
Hohen  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  aufgestellt  sind: 

KN  ==  \{-a+qb\qc)  tgs  A  =  [\(-a  +  6  -f  c)  -  ^(6  +  c) ]  tgs  A , 
LO  =  Hqn-b  +  qc)\zsB  =  [\{a-b  +  c)  -  ^(a  +  c)]tgsff, 

*/P=i(?a+0Ä-c)tgsC=[*(«  +  6-c)  -  t%  +  6)]tgs£ 

Um  also  den  allgemeinen  Ausdruck,  welcher  dem  unter  9.  g) 
für  0=1  gefundenen  entspricht,  zu  erhalten,  muss  man  den 
Abstand    des  Berührungspunktes  des  eingeschriebenen  Kreises 

von  der  betreffenden  Dreiecksspitze  um        der  Summe  aus  den 

beiden  die  Winkelspitze  einschliessenden  Seiten  von  der  Berüh- 
rungsstelle  aus  verringern  und  in  diesen  Endpunkten  Normalen 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite  errichten. 

12.   9.  h)  führt  verallgemeinert  auf  folgendes  Ergebnisse 

Nimmt  man  auf  jeder  Dreiecksseite  zwei  Segmenje,  von  de- 
nen jedes  gleich  dem  lyten  Theile  der  .inliegenden  Seite  ist  um! 
zwar  von  dem  mit  der  anliegenden  Seite  gemeinschaftlichen  End- 
punkte aus,  so  schneiden  sich  die  in  den  H^lhirungspunkten  der 
Strecken,  welche  durch  die  auf  derselben  Seite  liegenden  Theil- 
punkte  bestimmt  sind,  errichteten  drei  Normalen  in  einem  Punkte. 

Ist  in  Taf.  V.  Fig.  4.  (?=!)  BD  —  AE  =  qc\  CF=AG  =  qb; 
ßj=  CH=qa;  ferner  DX=F1\,  EO=HO,  GP  =  JP;  endlich 
NZ"Yf  normal  auf  DF,  ebenso  ZOX"  auf  EU,  desgleichen 
X'PY"  auf  GJ:  so  schneiden  sich  diese  letzteren  in  R. 

Beweis. 

Es  schneiden  sich  zunächst  zwei  dieser  Normalen  z.B.  PY" 
und  NZ"  in  R.  Fällt  man  nun  von  diesem  Durchschnittspunkte 
eine  Normale  auf  AC  und  trifft  diese  AC  in  O',  so  ist  —  wenn 
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man  von  O'  eine  Normale  auf  PR  fallt,  wegen  ^PRO'  =  180°—  A, 
und  wenn  man  ebenso  von  O'  auf  NR  eine  Normale  lallt, 
wegen  j£NRO'  =  C — : 

li0f  —  AP-AO\cösA  __  NC- CO',  cos  C 
x  swA  sin  6* 

Folglich  ist: 

[J/>_(6  -  CO')  cos  /I]  sin  C  =  (NC-  CO',  cos  C)  sin  A , 
folglich: 

CO'. (sin  A  cos  C+  cos  ^  sin  C)  =  iVC\  sin  ^-^Asin  C+A  cos/f sinC 
also:  # 

iVCsin  /< — AP.s\f\C+  bcosAninC 


CO'  = 


sin// 


Setzt  man  nun  sin  A  =  4J-  Vr(a+/>+c)(-a-|-^+c)(a-6f  c)(o+6-c) 

und  ebenso  für  sin/?  und  sin  C  die  entsprechenden  Werthe,  so 
wird: 

2« .  ATC— 2c .  A  P  h  26c  cos  A 
CU  ~  26  ' 

Da  aber  26ccos A  —  6H c2— «2  ist,  ferner  =  i(— ?a-f-tf6  +  c) 
und  CN  ~  \{a -t-qb—qc)t  60  erhält  man: 

h^-qbcj-qab 
~   2b~  =\{qa\b  —  qc). 

Eine  Normale  auf  AC  von  Rt  dem  Durchschnittspunkte  der 
Normalen  PY"  und  iVZ",  trifft  also  AC  so,  dass  der  Abstand 
von  C  =  4(70  -f  b  —  qc),  also  von  A  —  \  (—qn  -|-  6  +  ist,  folglich 
^eht  eine  im  Punkte  O  auf  AC  errichtete  Normale,  da  für  diese 
nach  der  Annahme  COz=  \  (qa  \-  b—qc)  und  AO  —  \(—qa\b-\qc) 
sein  soll,  in  denselben  Punkt  R,  in  welchem  sich  die  beiden  an- 
deren Normalen,  die  in  N  und  P  errichtet  sind,  schneiden. 

Zusatz  1.  Dieser  Punkt  R  wird  für  q  =  1  der  Mittelpunkt  des 
in  das  ürdreieck  eingeschriebenenrKreises  (s.  9.).  Würde  man  in 
dein  vorhergehenden  Beweise  9=  1  annehmen,  so  erhielte  man,  da 
AP=i(—  «  +  6+c)  und  CiV=i(a  +  6 -c)  wird,  CO'=  i(<i  +  6— c). 
also  =  CiV,  und  AO'  =  a  +  b  +  c),  also  =  d.  h.  die  Be- 
rührungspunkte des  eingeschriebenen  Kreises. 

Zusatz  2.    Die  Normalen  KN,  LO  und  PM  sind  Transver- 
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«alen  des  Dreiecks  KhM>  welche  die  Winkel,  respective  die 
Aussen winkel  desselben  halbiren,  da  sie  von  den  Spitzen  der 
gleichschenkeligen  Dreiecke  auf  deren  Grundseiten  gefällt  sind. 
Folglich  ist  ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  R  der 
Mittelpunkt  eines  Berührungskreises  des  Dreiecks  KLM  und 
zwar  des  inneren,  wenn  II  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  oder  eines 
Susseren,  wenn  R  ausserhalb  seine  Stelle  hat. 

Zusatz  3.  Für  ?  =  1  wird  R  Mittelpunkt  1)  des  in  A  ABC 
eingeschriebenen  Kreises;  2)  des  in  £±KLM  eingeschriebene!): 
3)da(Taf.V.  Fig.  3.)  wegen  KN=PX'  =OA"auch  KR=RX'=RX" 
wird,  des  um  A  KX' X"  beschriebenen ;  ebenso  4)  des  um  A  L  Y'  Y" 
und  5)  des  um  A MZ'Z"  beschriebenen,  da  RL=RY'  =  RY"  ist 
wegen  LO  =  AT'=  PY"  und  RM  =  RZ'  =  RV  wegen 
MP  =  OZ'  =  iVZ". 

Zusatz  4.  Der  Abstand  des  Punktes  /V  von  einer 
Drei  eck  ss  ei  te  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  oten  Theile  des 
Abstandes  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  (also 
qr)  und  dem  (1— </)len  Theile  des  Abstandes  des  Mittelpunkts  de« 
umschriebenen  Kreises  von  derselben  Seite. 

Es  ist  nämlich: 

BP—  BN.  cos  B      CO—  CN .  cos  C 


RN  = 
RO 


s'mB  sinC 

NC-CO.cosC      AP—  AO.  cos  A 
sin  C  sin  A 


Dn     AO  —  AP. cos  A      BN-  BP.cosB  t    .    t  l 

HP—  -.     .  =   .    p  (s.  in  12.); 

sin.J  sin/r  7 

also  mit  Berücksichtigung  von  10.  und  xveil  a=6cosC  +  ccosÄu.s.w. 

UN  —     ~b     *;)(|"~cogg)  —  (1— g)6(cos  ff  +  cos C  -  1) 
~  .    2  sin/? 

_  («  -M--c)(l  —  cos  C)  —  (1  —  q) c (cos  B  +  cos  C -  1 ) 

2*in  C 

w       i.v.,»      (I— 0)6(cns/*  +  eosC— 1) 

=  i(«  +  A-c)  tgs  4C-  . 
ö  1  2  sin  6 

A eh n liehe  Werthc  ergeben  sich  für  RO  und  #7/*;  da  aber 
r  =  i(  -  «  +  b  +  c) tgs  IA  =  i(a  -  6  +  c)  tgs      =  i(«  i  6— c)  tgs  IC 
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und  cos;!  +  co&B  +  co*C  =  1  +  ^  ist,  so  erhält  man: 

(1  -g)  (cos  B  +  cos  C-\)a      r_  (1  -  q)(r— Rcos  A)  a 
WiV  =  r  2shT^  ~  2ß.sin^ 

=  r_  (l—g)(r-R.coaA)  (da  2Äsin^  =  a  ist) 
=  gr  +  (\— g)R  cos  A. 

Ebenso : 

RO  —  gr  +  (1— g)R.cosB 

und 

RPz=qr  +  (1— q)R.cosC. 

Es  ist  aber  ß.cos/4  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  um- 
schriebenen Kreises  von  a,  ebenso  Ä.cosB  von  6  und  R.cosC 
von  c;  bezeichnet  man  diese  mit  /?<,,  Ä»  und  Ä«,  so  ist  also: 

RN=qr  +  (l-g)Ra\  RO  =  qr+{\-q)Rh\  RP^qr  +  {\-q)Rc 

Anmerkung.  Wegen  des  Abstandes  des  Punktes  R  von 
den  Seiten  des  A  KhM  vergl.  Zusatz  2. 

13.  Das  Product  aus  den  3  Höhen  der  gleichschen- 
kligen Dreiecke  9.  b)  ist  im  Allgemeinen: 

KN  LO.MP=l(-aMb^c){qa-bUc)(qa+qb-c)igaAAg8B.tgsC 
=  i(-«+^+?c)te«-H<?<0(ff<M  ^6-c)(tgs^+tgsi?-f  tgsO. 
Hieraus  ergeben  sich  für  q  =  1  mehrere  einfache  Formeln: 
*)KXAO.MP  =  l(-a+b  +  c)(a-b  +  c)(a  +  b-c)tgsAAg8B.tg8C 
=s  l( -o+6+c)(a~6+c)(a+6-c)(tgs^+tgsÄ+tgsC). 

Da 

(a  +  6  +  c)(— a+6  +  c)(a-6  +  c)(a  +6-c)  =  16A8 
ist,  so  folgt: 

ki  ttmwn  4f#>    2Aatgs^.tgsg.tgsC  2A«(tgs^+tgsg+tgsO 

b)  KJS.LO.MP-  a  +  6  +  c       — ■  a  +  6  +  c 

Da  2A  =  r(a  +  6  +  c)  ist,  wo  r  den  ßadius  des  eingeschrie- 
benen Kreises  bezeichnet,  und  abc  =  4/?A  för  Ä  als  Radius  des 
umschriebenen  Kreises,  so  folgt: 

c)  KJS.LO.MP=  Ar.tga  ^.tgsÄ.tgsC  =  Ar  (tgs/4  +  tgsß+tgsC) 

==*«6c^tgs^.tg8J5.tgsO==ia6c^(tgs^+tgßÄ+tgsC). 
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also: 

d)  KN.LO.MPzabc  =  r.tg8J.tgsÄtgsC:4fl 

=  r.sin/f.sin /i.sin  C: 4/t.cos y4 . cos  /i.cos  C 

14.  Für  die  gleich  e  n  Seiten  der  gl  ei  ch  schenk  elige  n 
Dreiecke  (9.  b))  et  hält  man  allgemein: 

Kl)  =  i(-a;+  qb  -f  ?c) sec*  =        a  +  6  +  c)  -        (6  +  c)]  sec* ; 

L#  =  J(?a  —  b  +  ?c)  sccZ?  =  [i(a-6  +  c)  -  ^(a+c)]sec/Sf ; 

;VG  =  ifoa  +  ^-c)8ecC=[J(a  +  6--c)  -  ^(a  + 6)]«ect\ 
Aldo  ist: 

KD.  LH. MG 

(—a+qb+qc)  (qa—b  +  qc)  (qa  +  qb—c) 
8  cos  A .  cos  /?.  cos  C 

_     (— a  -f  gfr  4  gc)        6  4  qc)(qa+qb— c) 
~~         2(  I  +  cos2/4  +  cos  2Ä  +  cos 2<0 

(— a  +  #o  +  ?e)  (ga— 6-f  yc)  (ya  +  c) 


8(si  n  A.s'mB.cos  C\-  sin^.sin  C.cosB  -f  sin  /?.sin  C.cosB  —  I )  * 
Also  für  q  =  1 : 

KD.  LH. MG  =  (z^t^»-*;<*"+,*-'> 

ÖCOS  il.  cos /».cos  C 
u.  s.  w. 

2A2 


(a  +  6  +  c)  cos  J.cos/y.cos  C 


_  4r  =  ,aAc  _r. .  1  

cosJ.cosB.cosC     *      R  coaA.cosB.cosC 

u.  s.  w. 

Also: 

KD.LH  .MGuibc  =r  r :  4/2.  cos /4.  cos/?,  cos  C 

15.  Die  Entfernungsortsstrecken  HJ,  FG  und  />£ 
haben  im  Allgemeinen  folgende  Werthe: 
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=  (qa— c)2+(b— qa)*  +  %qa-  c)  (b—qa)  cos  A 
=  a*-2qa  (—qa + b  +  c)  ( 1  —  cos  A) 
=  a* — 4$a  (— + b  -f  c)  sin*  $4 

Ata 

0ti 


^[(-«+6+c)(a-6+c)(a+6-c)+(l-^)a(«-6+c)(a+6-c)] 

fl»^tcg— yqftg(— yg-f  6-fc)(a— 6-f  c)(a  -f-  6— -c) 
~  6»c» 
a 

=  falutc— Q(—  ^a+6  +  c)(a— 6  +  c)(a+6— c)] 

(y  +  »)•  [(* +.?)(*+ »)(y  -f  *)-4g(  l-y)yx(y  +  z)-8gry*] 

Ebenso: 

FG*  =  6»— 2^6(a-^6  +  c)  (1  -  cos  B) 
=  o*-4?6(a-0Ä+c)siD»iß 

=  6»—  ^  («—^6  +  c)  (— a + 6  +  c)  (a  +  6— c) 
a*b*c*—qabc{a— qb  +  c)  (—  a  -f  6  >  c)  (a-f  6—c) 


=  ^  [a6c— q  (— a  +  6 + c)  (a-  ?6 + c)  (a + 6— c)] 


_  ( x  +  z)       -I-  y)  (x  +      +  Q  -  4q  (1  —  q)xi(x  Zqxyi] 

Desgleichen : 

DE*  =  c*  —  2?c  (a  +  6  —  ?c)  ( 1  -  cos  C) 
=  c2  -  4$c  (a + b  —  ?c)  sin«  i  C 

=  c*-^(«+ 6-?c)  (-«+&+ c)(a-6  +  c) 

_  a*b2c*—qabc(— c  +  6  +  c)  (a— 6  +  c)(a  +  6-  gc) 

=  ^  [abc—q  (— a  +  6  +  c)(a— 6  +  c)  (a  +  b—qc)  ] 

—  +*)— *y(*  +  y)-«g*ff*] 
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ZaMätt  l   im  Allgemeinen  ist  also: 

iP[abc-q{—a\  b\ c)\(u— qb  +  e)(a  +  b— c)] , 

FG*.  DE*  =  V{**c-q{-* + * + <?)         +  c)(a  + 

:  c*[a6c-?(  -  a + 6  +  c)(a— 6 + c)(a  +  6  -  ?c)] . 

=  c*[a6c-o(~"  +  0  +  c)(a— ö  +  c)(a  +  b-qc)] 

:a*[abc-q(—qa  +  6  +  c)(a  -  6  +  r)(o  +  Ä— c)J. 

Zu«***  2.  Für  q  =  1  ist  daher: 

HJ:FG:DE  =  a:b  :  c. 

Zu8*tz  3.  Speciell  ergeben  sich,  wenn  ?  =  1  ist,  folgende 
Wertbe: 

ffj*=  a*~- 2a(-a  +  ö-f  c)(l— cos^), 
ö*_4a(-«  +  ö  +  c)  sin* 

=  «*— ^(-«  +  *  +  <?)(«— 6  +  c)(a  +  6— c), 
—  «2^2ca  ~  «M  -  q  +  6  -f  c)(q_6  +  c)(o  -f  6  -  c) 

=  ^l«6c-(— «  +  *  +  c)(a— 6-f  c)(a-f  A-c)], 
=  ~(abc-DF.HE.GJ).  .  .  .  (s.  9.  d.)) 

—  „9  n  4A  v 

=  ^(ßA-2r»ctgi/*.ctgJÄ  ctgiO, 
4a 

=  ^  [«A~2r3(ctgi/|+ctgiÄ  +  ctgiC)J, 

_  (9  +  *)»[  (*  +  y)  (*  -f  0  CV  +  »)  —  &r  y»  1 
(*+y)(.r  +  x)(y  +  z) 
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Ebenso: 

FG*  =  6»-26  (a-ö  -f  c)  (1-cos  ß), 
=  6*-4£(a-6  +  c)Mn»il?, 

=        -c  (-  «  +  *  +  c)  («  -  6  +  c)  (a  +  6_c), 

=  abc(-a  +  b  +  c)(a--b±  c)(a  +  6-c) 

—  a~c  tfl^<-fl+ 6 +  +  c)(«  +  6--c)] , 

=  £-c(abc-DF.HE.GJ), 

*A«(l-5>* 

=  ^  (Ä  A-2r»ctg      ctg  Iß.  ctg  IC) , 
46 

=  - [ÄA  -2r8(ctg^+ctgitf+cegiC)], 

=  —  (aöc— &ryz), 

_  A«     &ryt(jr  +  ») 
~        (*+y)(y  +  *)' 
_  (*+z)*[(g+  y)(jr-f  t)  (y  +  *)  -  (8gyz)j 
(*+y)(.r  +  *)(y  +  z) 

Dergleichen : 

Z)£?  =  c»— *2c(a+6-c)(l— cos  O» 
=  c*— 4c(a  +  6-c)sin*;C, 
=  c*~ ^(-<i  +  6  +  c)  (a— 6  +  c)  (a  +  6— c) , 
«a6»c*— a6c(— a-l-6+c)  (a-6  -f  c)(q+6-c) 

=  a  +  6+c)(a-6+c)(a  +  6-c)]. 

=  ^  {abc-DFME.GJ) , 
Th*il  xlvi.  10 
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Zusatz  1.    Im  Allgemeinen  ist  also: 
HJ* :  FG*  =  a*[c6c— q(-qa  +  b  +  c)  (a— b  -f  c)  (a  +  6-c)J 

:  6*  [a6c— a  +  6  +  c)|(«— tf6  -f  c)(a  +  6— c)  ] , 

F6'a :  D£*  =  b*[abc-      a + 6 + c)  (a-?6  +  c)(a  +  6— c)] 

:  c*[a6c— tf(  -  a  +  6 + c)(a— 6  +  c)(a  +  6 — qc)  ] , 

DJS*:        =  c»[a6c-?(-«  +  6  +  c)(a— 6  +  c)(a  +  6— ?c)] 

:  a*[a6c— q(— qa  +  6  +  c)(a  -  b  +  r)(tf  +  A— c)]. 

Zusatz  2.   Für  0  =  1  ist  daher: 

ßJ:FG:DE  =  a:b:c. 

Zusatz  3.  Speciell  ergeben  sich,  wenn  q  =  1  ist,  folgende 
Wertbe: 

HJ*  =       2a(-n  +  b  +  c)(l— cos^), 
=  a2— 4a(— a  +  6  -f  c)  sin*  \At 

a«6*ca — a6c( — a  +  6  -f  c)(a— 6  +  c)(q  -f-  6  -  c) 

=  £  [a6c-(-a  +  b  +  c)(a-6  +  c)(a  -f  6-c)] , 
=  ~(abc-DF.HE.GJ)  .  .  .  .  (s.  9.  d.)) 

« /i  *A  x 

=  fc  (R A  -  2r»  ctg  \A .  ctg  i B.  ctg  i  C). 
=  pc  [ÄA-2r8(ctgM+ctgiß  +  ctgiC)J, 
=  ic  (abc—Sxyz), 

(y  4-  *)*[  (*  +  y)  (* + *)  (y + »)  -  3 

—  (*  +  3r)(.r  +  *)(y  +  *) 
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Ebenso: 

FG*  =  6*-26  (a-b  +  c)  (1-cos  B)% 
=  6a— M(a-6  +  c)*in*4Äf 

=       ^  (-«  +  b  +  c) (a- A  -f  c) (a  +  6_c), 

a*b*c*—abc(-a  +  b  +  c)(a-6  +  c)(g +  6-Q 

q*c*    "  » 

=  ^         (— « + 6 + <?)(a— b  +  c)(a  +  6—c) J , 
b 

=  -  (abc-DF.  HE .  GJ), 
qc(q+6+c)* 

46 

=  -  (Ä  A-2r» ctg     .  ctgiB .  ctg  IC) , 
Ab 

=  - [ÄA  -2r»(ctgW+ctg4Ä  +  ctgiQ], 

=  ^  (aAc— aryx), 
_  &r.yi(ar+») 

_  (3: 4-  »)«  [(x  +  y)(x  +  z)  fo  +  «)  -  (fay)] 

~~  (*+y)(*+«)<y+*) 

Dergleichen : 

DE?  =  <*—*2c(a+ 6-c)(l-cos  O, 
=  ca— 4c(<i  +  6-c)sin*iC, 
=  c*-^(-*  +  6  +  c)  («— 6 +  c)  (a  +  6— c) . 

«W-gfe  (— a  +  b + c)  (a  -6  +  c)  (q  +  6  -  c) 

q«P  " ' 

-  fl^[a6c-(— q+6+c)(a— 6+c)(a+6-c)], 
Theil  xi/vi.  10 
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a6(a  +  6  +  c)  ' 


~C,(l~(a  +  6  +  c)/*}' 

=  ^(ÄA-2r»ctg^.ctgi£f.ctgiO, 

=  £6  [ßA-2r»(ctgi^  +  ctg**  +  ctgiC)]. 

=  ^  (a6c— &ryx), 
a  8xyt(j?-t-y) 

(*         ->-  y)(*  +  *)(y  -l- »)  - 

Zusatz  4.  a)  Ist  a  >  6>  c  und  wird  96  +  ?c  =  a,  also 
q  —  ^c  *    so  fallen  D  and  F  zusammen  and  es  wird : 

,    2a»(o  +  6  +  c)(— a  +  6-f  c;(l-co8i4) 
^=a  (6+^)»  ' 

.,1      16A*  x 

==a  (1"6c(6+c)*) 

U.  8.  W. 

FC*  oder  DG»  -  t,.^***^'-"»^ 

-  0(1    6(a-A  +  c)(6  +  c)»' ' 
u.  s.  w. , 


njM  .  2a6c(q  +  6  +  c)(l-co80 
^  =  c  (6  +  ^  ' 

-  l6A'  1 

—  c  {l  c(a+6— e)(6+c)»'' 


U.  8.  W. 


b)  Ist  a  >  6>  c  aod  9c  +  9a  =  6,  also  9  =  ,  so  fallen 
H  and  JE  zusammen  und  es  wird: 
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#11*  —   »    '2<*bc(a  >  b  +  c)  (1— cos  A) 

(fl  +  c)*  " 

-«t/1  !M!  >. 

°  11     «(-«f  6  +  c)(«+c)»;' 

Fr»  -  ai_ -f  o  +  c)(*i-6  +  c)(l-cosff) 

(a  +  c)» 


=  6*(l 


oc(a  +  c) 


_   »     2w6c(a  +  6  +  r)(l—cogO 


(a  +  c)* 


a  +  b' 


so  fallen 


~c  V    do+ö-cXa  +  c)*)' 

c)  Ist  a  >  ö  >  c  und  qa  +  gb  =  <?,  also  9 
J  und  Cr  zusammen  und  man  erhält: 

Bin  —  «2  _  2"M«  +  A  -f  c)(l-cosJ) 

=  fl.(i  IM!  ); 

F(7*  =     -  2fl^c(ft  +  b  +  c) ('— cos 

~°  (1    0(a-6  +  c)(a  +  o)«}' 

—     _  2c»(a  +  6-1-  c)(a  -f  o-c)(l— cosC) 
"  (a+6)» 

a6(a +  ©)*'* 

Es  tritt  dies  z.  B.  ein  bei  Dreiecken  mit  folgenden  Werthen  : 


10* 
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16.  Um  die  Richtung  der  Entfernungsortsstrecken 
zu  ermitteln  ist  es  wegen  der  Beziehungszeichen  zweckmässig 
von  dem  Falle  auszugehen,  wo  alle  Theilpunkte  auf  den  Seiten 
selbst  liegen,  also  wo  c>  qa  ist,  wenn  a>  6>  c  angenommen 
wird. 

£2  j.  ct  ö» 

Man  erhält  dann  nach  der  Formel  cobA  =  j^-  ,  und 

well  a  =  6cosC  f  ccosB  u.  s.  w.  Ist: 


neos/?  —  90(1  —  cos/f) 
/i  J  II  —  wir~i — ~ — ~  » 


cos— "-   HJ 

....      acosC  —  Off(l — COS/4) 

cos  AHJ=.   jjj  

nr*v    6cos  ,4  — o6(l  — cos/?) 
cos  BGF=  p£  , 

n         ocosC— o6(l— cos  B) 
cos/>r€r=   » 

ccosA  —  OY?(l  —  cos  O 
cosC£ö=  —  ~~~DE  ' 

/.nr^"0^  "  ?c  (1  — cosC) 
cos  CM  Et  —  rrr«  • 

Ferner  ergeben  sich  folgende  Werthe: 

»    *  ...      o  sin  B—qa  sin  A 
Bin  AJH  =   _rj  , 

....     anmC  —  qas'in  A 
sin  An  J  =  ■  >  >. 

^BPG 

8inC£/)=^ni<-|C'"nC, 

.              csinZ?— ocsInC 
Hin  GZJ£<  =  ^£  • 

Ist  qc  >  a,  so  erhalten  die  cos.  und  sin.  dieser  Winkel  sämmt- 
lieh  den  entgegengesetzten  Werth,  denn  es  liegeu  dann  sämmt- 
liehe  Theilpunkte  auf  den  Verlängerungen  der  Seiten.   Liegt  der 
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eine  Endpunkt  einer  Entfernungsortstrecke  auf  einer  Seite  des 
Dreiecks  selbst,  der  andere  aber  auf  der  Verlängerung  der  an- 
deren  Seite,  so  bleibt  für  den  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  auf 
der  Seite  selbst  liegt,  der  Cosinus  unverändert,  aber  der  Sinus 
erhält  den  entgegengesetzten  Werth,  während  für  den  Winkel, 
dessen  Scheitelpunkt  auf  der  Verlängerung  liegt,  es  umgekehrt 
ist,  nämlich  der  Sinus  unverändert  bleibt,  aber  der  Cosinus  den 
entgegengesetzten  Werth  erhält. 

Ans  obigen  Werthen  folgt: 

cos  AJH  :  cos  BGF 
—  a(qcosA  +  cobB—  q)FG:b(cosA  +  qco&B  —  q)IU, 

cos  CED  :  cos  AHJ 
=  c(ocosC  J-  cos/l  —  q)HJ:a(cos  Cf  qcosA  —  q) DE , 

cos  B FG  .  cos  CDE 
=  b(qcoaB  +  cosC-q)DE:c(cosB  +  q  cos  C  -  q)  FG ; 

und : 

sin  AJH  :  sin  BGF=za(s'm  B—  qsin  A)  FGtb(8inA  —  qsmB)HJ, 
sin  CED:  sin  AHJ  =  c(sin4— ?sin  C)HJ:a{s\n  C—  qsin  A)DEt 
s\nBFG:s\n  CDE  =  b (sin  C—  7 sin  B)  DE:  c  {sin  B—  7 sin  QFG. 

18.  Da  nun  für  q  =  1  (15.  Zus.  2.)  HJ:FG:DE  =  a:  6:c 
ist,  so  wird  in  diesem  Falle: 

cosiJJtf  =  cos  BGF,  ein  AJH  =  — sin  BGF; 
cos  C£JZ)  =  cos  AHJ,  sin  CjEZ)  =  —  sin  JM/; 
cosßFG  =  cosCDE,  sin ÄFG  =-sin CX)£. 

In  diesem  Falle  Hegen,  wenn  das  Dreieck  ungleichseitig  und 
zwar  <?>6>c  ist,  die  Theilpunkte  D,  E  und  F  auf  den  Seiten 
selbst,  aber  G,  H  und  «/  auf  den  Verlängerungen.  Es  sind  also 
cos  AJH  und  cos  BGF  gleich  und  gleichbezeichnet  ( — );  sin  AJH 
(— )  und  sin  BGF  (-|-)  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet; 
femer  cos  CED  (-f)  und  cos  AHJ  (— )  gleich,  aber  entgegenge- 
setzt bezeichnet;  sin  CED  (-{■)  und  sin  AHJ  ( — 1)  ebenfalls;  end- 
lich cobBFG  (-f)  und  cos  CDE  (-f )  beide  gleich  und  gleich  be- 
zeichnet; b'mBFG  ( — )  und  sin  CDE  (+)  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt bezeichnet    Es  sind  daher  £AJH  und  jLBGF  gleiche 
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ionere  Wechselwinket;  Z  BFG  und  ^  CDE  gleiche  Süssere 
Wechselwiokel ;  ^CDEuod  verschränkte  Winkel,  die 

zusammen  180°  betragen.  Folglich  laufen  die  drei  Entfernongs- 
ortsstrecken  für  q  =  1  parallel. 


17.   Nach  15.  Zus.  3  ist  für  q  =  1  HJ*  =  a*[  1— 


das  Dreieck  gleichseitig.    Dann  sind  die  Entfernungsortsstrecken 

2r  '3 

=  (I — q)<*-  —  Ist  ^  =  ^,  also   r  =  \Rt    so   wird   HJ  =  \a, 

FG  =  16  und  Z)£  =  ic. 

Es  führt  dies  zu  interessanten  Losungen  von  Dreiecksauf- 
gaben, z.  B.  ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  construiren,  in 
welchem  r=\R  ist,  dessgleichen  ein  ungleichseitiges  Dreieck, 
wenn  noch  irgend  eine  Bestimmung  gegeben  ist.  Doch  es  wird 
wohl  Zeit  abzubrechen  und  behalte  ich  mir  daher  eine  weitere 
Ausführung  noch  vor. 


FG*  =  b* 


und  DE*  = 


-0-5> 


Ist  r  =  JÄ,   so  ist 
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XI. 

Goniometrischer  Beweis  der  von  Herrn  Dr.  Lind  man 
in  Strengnäs  Archiv  Th.  XLV.  Nr.  XVII.  8.  348. 

mitgetheilten  Relationen. 

Von 

Herrn  C.  Thiel, 

Kandidaten  der  Mitthematik  in  Greif«  wald. 


Vorerinnerung  des  Herausgebers. 

lo  Bezog  auf  die  folgenden  Enttrickelungen  des  Herrn  Thiel 
erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  Herr  Doctor  Lind  man  in 
Strengnäs  in  einem,  wie  immer,  Oberaus  freundlichen  Briefe, 
für  den  ich  ihm  hier  meinen  besten  Dank  ausspreche,  mir  rück- 
sichtlich des  von  mir  in  Tbl.  XLV.  S.  348.  Note*)  ausge- 
sprochenen Wunsches  u.  A.aucb  die  folgende  Mittheilung  machte: 

„Ut  voluntati  tuae  satisfaciam,  ejusmodi  demonstrationem 
raere  goniometricam  dare  propero.    E  formula  notissima 

Sin3a  =  3Sina-4Sin3a 

prodit 

3Sin20°— 4  Sin  »20°  =  Sin  60° 

fei 

(3 -4  Sin  *20°)  Sin  20°  =  Sin6(K 
Quam  vero  sit  Sin  «60°  =  |,  baec  formula  transit  in 
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4  (Sin  W>-Sio*20°)  Sio  20°  =  Sin  60°, 

unde  heoefido  formulae  Sin*«— Sin*0  =  Sin(«  +  0)Sio(«— 0)  re- 
peritor 

4Sin200Sin40°Sin800  =  Sin  60° 
rel,  muJtiplicatione  per  4 Sin 60°  facta, 

16Sin20oSin40°Sin60«Sin80«  =  4Sin*60*  =  3.    q.  e.  d. 
Data  a.  d.  IV.  Kai.  Octobr.  Strengn. 


Setzt  man  in  der  bekannten  Formel 

sin<p  +  sinij;  =  2sini(9  +  ^)coai(V-^)  (I) 
<p  =  20«,  *  =  40<\  so  Ut : 

ain20o  +  ain40o  =  28in30°co8(-  10°), 
also,  weil  ain30°  =  i,  co«(— 10°)  =  coalO0  =  sin80«  iat: 

I  sin20o  +  sin40o  =  sin800. 

Setzt  man  ferner  in  der  Formel 

cosg>  — coaip  =  — 2sini(<p  +  y)sint(o>—  y)  (2) 

t(g>  +  ^)=40°,  l(<p-t/>)  =  -20°,  so  ist  g>  =  2ü°,  ^  =  60°,  also 

cos  20°  -cos  60°  =  —  2sin40«sin(—  20°), 

oder,  weil  cos 60°  =  \,  sin(-20«)  =  —sin 20°  Ist: 

2  sin  20°  sin  40°  =  cos  20°  - 1. 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  4 sin 80°,  so  ist: 

8  sin  20°sin  40«sin  80  =  4  sin  80«  cos  20«-  2  sin  80». 

Sctat  man  nun  in  (1)  i(g>  + =  80°,  j(g>  —  =  20°,  so  ist 
g>=  100°,  ^=60°,  also 

ein  100«  + sin  60«  =  2  sin  80«  cos  20°, 

and  demnach: 

8  s  i  n  20«  sin  40«  si  n  80«  =  2  sin  100«  +  2  sin  60° —2  sin  80°, 
oder  endlich,  weil  sin  100«=  sin 80«,  sin60«  =  iV3: 

II  88in20°sin40«8in80«  =  V3. 
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Multiplicirt  man  noch  mit  2sin60°  =  V3,  so  ergiebt  sich 

"1  16sin20osin40osin60<>«in80o  =  3. 

Es  war: 

~2ain20o8in40°  =  i— cos20°.  (a) 

Setzt  man  ferner  in  (2)  \{<p  +  y)  =40°,  4(<p-ii/)  =  80°,  so  ist 
<p=lW>,  r/,=-40\  also: 

cos  120°— cos(— 40°)  =  -  2  sin  40°  sin  80», 

oder,  weil  cos  120°=  —cos 60°  = -4,  cos  (- 40°)  =  cos  40°  ist: 

2sin40°sin80ü  =  |  +  cos40°.  (b) 

Setet  man  endlich  in  (2)  t(<p+ty)  =  80°,  i(<p  — ^/)  =  20°,  so  ist 
?  =  1000,  y  =  60°,  also 

cos  100°  -  cos  60°  =  —  2  sin  80°sin  20°, 
oder,  weil  cos  100°=  -cos 80° ,  cos60°  =  l  i*t: 

2sin  80°sin20°  =  i  +  cos80°.  (c) 
Addirt  man  (a),  (b)  and  (c),  so  ist: 

2  (—  sin  20«8in  40° + sin  40°sin80° + sin  80°si  n  20°) 
=  S  +  (—cos  20°  +  cos  40°+ co08O°). 

Nach  der  Formel : 

cos  q>  +  cos  y  =  2  cos  ftp  +  y)  cos  \(g>  — tj>)  (3) 

ist  aber: 

cos  40<>  +  CO880°  =  2cos60°cos(-20°), 
oder,  weil  cos60°  =  i,  cos(-20°)  =  cos20°  ist: 

cos40°  +  cos  80«  =  cos  20°, 

also  : 

IV.  . .  — sio20oain40o  +  sin40Osin80o  +  sin80Osio20o  =  |. 


Wie  oben  gefunden  wurde,  ist 

V  cos  20°  — cos  40°=  cos  80°. 

weiche  Formel  das  Seifenstück  zu  I.  bildet. 
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Setzt  man  in  (3)  \(<p  +     =  40«  4(9  —  ^)  =  20°,  so  ist  <p  =  60°, 
*  =  20«,  also: 

2cos  20°  cos  40°  =  cos  20°  +  cos  60°, 
oder,  weil  cos60°  =  i  ist: 

2cos  20°  cos  40°  =  cos  20°  +  l 
Multiplicirt  man  beiderseits  mit  4 cos 80° ,  so  ist: 

8cos20°cos400cos80°  =  4cos20ocos80«+2cos80o. 

Setzt  man  nan  in  (3)  Ky+y)  =80°,  4(<p  —  ^)  =  20°,  so  ist 
<p  =  100°,  y  =  60«,  also  : 

2cos200cos800  =  cos  100°+ cos  60°  =  —  cos  80°+  \ , 
und  demnach  s 

VI  8cos20ocos40ü  cos80°  —  I, 

das  Seitenstück  zu  II. 

Multiplicirt  man  noch  mit  2 cos 60°=  I,  so  ist: 

VII  16cos20°cos40«cos60«cos80ü  =  1. 

Aus  (3)  erhält  man  ferner  analog  dem  Vorigen 

2cos20«cos40«=     cos  60°  +  cos20°, 

-2  cos  40°  cos  80°  =  —cos  120«- cos  40«, 

2 cos 80^cos20«=     cos  60ü  +  cosl00«; 

addirt  man  diese  3  Gleichungen,  so  erhält  man,  weil  cos  120° 
=  -cos60«,  cos  J 00°  =  —cos 80°  ist: 

2  (cos  20°  cos  40« — cos  40«  cos  80«  +  cos  80«  cos  20°) 

=  4+(cos20°— cos  40« -cos  80°), 

also  nach  V,: 

VIII. .  co8  20°co8  40°— cos40°cos80°  +  co8  80°cos20«  =  }. 
III.  und  VII.  addirt  ergeben: 

IX. 

siD200sin40«8in60«sin«)«+cos20«co840«cos600cos80o  =  $. 
Subtrahirt  man  VII.  von  III.  so  ist: 

X. 

Sin20°sio40«8in60«sin80«-co820«cos40ücos  60°cos80  =  |. 
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Durch  Miiltiplication  von  1.  and  V.  erhält  man  wieder  1.; 
durch  die  von  II.  und  VI.  wieder  II.;  durch  die  von  III.  und  VII. 
wieder  III.  Addirt  man  IV.  und  VIII.,  so  ergiebt  sich  die  iden- 
tische Gleichung: 

3cos60°  =  j. 

Das  Product  von  III.  und  VII.  lässt  sich  auch  schreiben, 
wenn  man  mit  sin 90°  =  1  multiplicirt: 

XI. 

sin  10»sin  20«  sin  30«8in  40°sin50«sin  60°  sin  70°  sin  8ö«sin  90° 
=  Cos0°cosl00cos200cos300cos4(),>coß600co8600co8700co8800  =  i'S6. 


Zur  Construction  von  Dreiecken  mit  Benutzung  der 
Eigentümlichkeiten  des  Entfernungsortsdreiecks. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  H.  Emsmann 

an  der  Realschule  1.  Ordnung  in  Stettin. 


In  der  Abhandlung:    Auf  das  Entfernungsortsdreieck 
Bezügliches  (Nr.  X.  S.  121.)  haben  sich  manche  Eigentüm- 
lichkeiten ergeben,  die  eine  Verwerthnng  wünschenswerth  machen.  . 
Es  scheint  dies  noch  nicht  hinreichend  beachtet  zu  sein,  und 
darum  erlaube  mir  dazu  einige  Andeutungen  zu  geben. 

Schon  die  von  Jacobi  nachgewiesene  und  auch  von  mir 
(Archiv.  Theil  XLV.  8.  353.)  angegebene  Eigentümlichkeit,  das« 
die  Entferoungsorter  parallel  sind  der  Linie,  auf  welcher  die 
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Durchschnittspunkte  Her  die  Aussenwinkei  eines  Dreiecks  Halhi- 
renden  mit  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  liegen,  lässt 
sieb  zur  Construction  von  Dreiecken  vervverthen,  wenn  nämlich 
eine  Entfernungsortsstrecke  und  ausserdem  Grössen  gegeben  sind, 
durch  welche  die  Gestalt  des  Dreiecks  bestimmt  wird.  Die 
Losung  derartiger  Aufgaben  ist  leicht  und  es  genüge  daher  hier 
diese  Andeutung.  Es  gehören  hierher  auch  die  Aufgaben  a — c, 
b  —  c,  C;  er  —  c,  «—6,  A  und  n  —  6,  b  —  c,  B. 

In  den  folgenden  Zeilen  beabsichtige  ich  auf  einen  anderen 
Fall  hinzuweisen,  um  auf  das  Entfernungsortsdreieck  die  Auf- 
merksamkeit mehr  hiuzulenken ,  als  dasselbe  bisher  gefunden  so 
haben  scheint. 

In  der  oben  angezogenen  Abhandlung  ist  in  15.  Zus.  3. 
im  Falle  q  =  1  ist,  d.  h.  die  Seiten  selbst  und  nicht  aliquote 
Theile  derselben  abgeschnitten  werden,  für  die  Entfernungsorts- 
strecken  gefunden  worden: 

wo  K*,  Kk  und  Kc  die  zu  den  respectiven  Seiten  a,  b  und  c  ge- 
borigen Entfernuiig8ortsstrecken ,  r  den  Radius  des  eingeschrie- 
benen und  R  den  des  umschriebenen  Kreises  bedeuten. 

Bekanntlich  ist  der  Abstand  der  Mittelpunkte  des  ein-  und 

umschriebenen  Kreises  bei  einem  Dreiecke  =  e  =  Vä(ä- 2r). 

1       .   1  .  

Ist  nun  r:Ä=m:n,  sowirde=~ÄV  n(n—  2m)  =  ~  r  Vn(n  —  2m). 

1   

In  demselben  Falle  wird  aber  auch  Ka  =  na  n(n — 2m),  = 
1  1   

-6  V n(n — 2m)  und  n,  =  -  c  V n(n — 2m).    Hieraus  ersieht  man, 

dass  man  bei  der  Construction  von  Dreiecken,  bei  welchen  unter 
den  Bestimmungsstücken  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  sich  beündet,  die  Losung 
sowohl  mit  Benutzung  der  ersteren,  als  der  zweiten  Beziehung 
wird  finden  können.  Dass  man  den  letzteren  Weg  bereits  ver- 
sucht habe,  ist  mir  nicht  bekannt,  und  daher  will  ich  hier  an 
zwei  Beispielen  den  Nachweis  der  Zweckmässigkeit  des  letzteren 
Weges  unternehmen. 

I.  Zur  Construction  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  r:ß  =  m:n 
und  ausserdem  die  Grundseite  a  =  p  gegeben. 
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A  n  a  I  y  «  i  «. 

1      r   r  

Da  Ka  =  ±n<*  V  w(n— 2m)  ist,  so  ist  Kaia  =  ± V  w(n-2m):», 

also  Af«  bestimmt.  Bei  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  wird 
Ka  durch  die  Hube  halbirt  und  ausserdem  ist  Km  parallel  der 
Seite  o,  folglich  ist  ein  Ort  för  den  auf  dem  Schenkel  des  Drei- 
ecks liegenden  Endpunkt  der  Entfernungsortsstrecke  Ka  eine 
Parallele  mit  der  Hube  in  einem  Abstände  von  derselben  gleich 
der  Hälfte  der  bestimmten  Entferuungsortsstrecke;  ein  zweiter 
Ort  ist  aber  ein  Kreis,  welcher  mit  der  Basis  um  einen  End- 
punkt derselben  geschlagen  wird.  Folglich  ist  die  Richtung  des 
Schenkels  durch  den  Durchschnitt  beider  Oerter  bestimmt;  folg- 

I  r  

lieh  wäre  das  Dreieck  bestimmt.    Da  Äa  =  ±J|ßV w(n— 2m)  ist, 

so  ist  die  Parallele  mit  der  Höhe  sowohl  auf  der  einen,  als  auf 
der  anderen  Seite  von  dem  Fusspunkte  der  Höhe  in  einem  Ab- 
stände gleich  der  Hälfte  der  Entfernungsortsstrecke  zu  ziehen, 
und  da  der  Kreis,  welchen  man  mit  der  Basis  um  einen  End- 
punkt derselben  zu  schlagen  bat,  jede  dieser  Parallelen  schnei- 
det, so  erhält  man  zwei  verschiedene  Stellen  für  den  auf  dem 
Schenkel  liegenden  Endpunkt  der  Entfernungsortsstrecke  und 
mitbin  zwei  verschiedene  Dreiecke,  welche  den  Anforderungen 
entsprechen, 

Construction.    (Taf.  V.  Fig.  5.) 

Man  lege  BNz=NO  =  n  an  einander;  schneide  von  dem 
eioera  Endpunkte,  z.B.  von  O  aus,  OP=z  PM  =z  m  ab;  schlage 
Aber  BM  einen  Halbkreis;  errichte  in  iV  die  Normale  SN  auf 
BM  bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  Kreise;  verbinde  B  mit  S; 
schlage  um  B  mit  p  einen  Kreis,  welcher  BO  in  C  schneidet; 
halbire  BC  in  D,  also  BD  =  DC;  errichte  auf  BC  in  D  die 
Normale  DL  bis  zum  Durchschnitte  mit  BS;  schlage  mit  DL 
um  D  einen  Kreis,  welcher  BC  in  E  und  E'  schneidet;  errichte 
in  £  und  E'  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  DL)  bis  zum 
Durchschnitte  mit  dem  um  B  mit  p  geschlagenen  Kreise  in  G 
und  G'\  ziehe  BG  und  BG',  welche  DL  in  A  und  A'  treffen; 
verbinde  A  und  A'  mit  C:  so  sind  ABC  und  A'BC  die  ver- 
langten  Dreiecke. 

Beweis. 

1)  Die  Dreiecke  haben  die  Basis  BC  =  p,  da  sie  gleich  p 
gemacht  ist. 
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2)  Die  Dreiecke  sind  gleichsehen kelig,  da  BD  =  DC  ist  and 
A  und  A'  auf  der  in  D  auf  BC  errichteten  Normalen  liegen. 

3)  Zieht  man  GF  und  G'F'  parallel  BC,  so  sind  GF  und 

6"f  Hälften  der  Entfernungsortsstrecken  für  «,  weil  BG  =  BGr  = 

BC  ist.    Nun  ist  FG  =  DE=DL,  ebenso  FGV  =        =  DL; 

1      1  r  

aber  DL:BD=  NS:BN;  folglich  2^:2«  =  V  n(»i -2m)  d.h. 

/Ta  =  ^aV^Kn-^m)  =  atf  \-~-  Da  jedoch  auch  ha=a^  1-^ 

2r  2m 

ist,  so  ist  ^  =  —  t  d.h.r:H  =  m:n. 


II.  Zur  Construction  eines  gleichschenkeligen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge* 
schriebenen  und  umschriebenen  Kreises  r:R  —  min  und 
ausserdem  dieLänge  der  gleichen  Seite  6  =  9  gege ben. 


A  o  a  I  y  s  i  s. 

Da  Kh  =  ±-6Vb(»-2bi)  ist,  so  ist  Ky.b  -  V  n(n— 2m)  :  n, 

also  Ki  bestimmt.  Es  liegt  aber  bei  dem  gleichschenkeligen 
Dreiecke  die  Entfernungsortsstrecke  A*  auf  der  Basis  und  es  ist 
a  =  b±Ki,  also  erhält  man  zwei  Werthe  für  a.  Durch  Basis 
und  Schenkel  ist  das  gleichscbenkelige  Dreieck  bestimmt,  also 
erhält  man  durch  die  gegebenen  Bestimmungsstucke  zwei  den 
Anforderungen  entsprechende  Dreiecke. 


Construction. 

Constroire  zunächst  wie  im  ersten  Beispiele,  nämlich  (Taf. 
V.  Fig.  6.)  BIS  =  iVO  =  w;  OP=PM=m;  Halbkreis  Ober 
BM;  NS  normal  auf  BM;  ziehe  BS;  darauf  schlage  mit  q  um 
B  einen  Kreis,  welcher  BM  in  G  schneidet;  errichte  GL  nor- 
mal in  G  auf  BM  bis  zum  Durchschnitt  mit  BS;  schlage  mit 
GL  um  G  einen  Kreis,  welcher  BM  in  C  und  C  trifft;  halbire 
BC  in  D  und  BC  in  D' ,  also  BD  -  DC  und  BZ)'  =  D'C; 
errichte  in  D  und  D'  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  GL)t 
welche  den  Kreis  mit  g  um  B  in  A  und  A'  schneiden;  ziehe  AC 
und  A'C:  so  siod  ABC  und  4'£C  die  verlangten  Dreiecke. 
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Beweis. 

1)  Die  Dreiecke  sind  gleichschenkelig,  weil  BD  —  DC  und 
BD'  =zjyC'  ist  und  A  und  A'  auf  den  in  D  und  D'  errichteten 

Normalen  liegen. 

. 

2)  Die  gleiche  Seite  hat  die  Länge  q,  weil  BA  und  BA'  — 
BG  =  9  sind. 

3)  GC=BC  —  BG  =  BC  —  BA  =  a  —  b=  +  #*;  ebenso 
GC  =  BG  —        =  BA—BC  =  6  -  a  =  -    Ä.    Nun  ist 

GL:GB  =  NS:BN,  d.  h.        oder  GC':b  =  V»(n-2m):w; 
1       _______  f~ 

also  ±Ä*  =  ±»6  V" n(n— 2m)  =  ±  6  Y  1—       Da  jedoch  auch 


aT  2r 


m :  n. 


Für  riR  =  3:8  ergiebt  sich  sofort  mit  Benutzung  der  Ent- 
fernungsortsstrecke, dass  der  Schenkel  des  gleicbschenkeligen 
Dreiecks  doppelt  so  gross  ist  als  die  Basis,  oder  die  Basis  um 

2 

den  halben  Schenkel  länger,  d.  h.  der  Schenkel  gleich  3  der  Ba- 

15 

ais.    Im  ersteren  Falle  ist  die  Höhe  des  Dreiecks  h  z=z  y-Ä,  im 
7  _ 

zweiten  h  =  g  R. 

Dies  Beispiel  genüge  f8r  die  Fälle,  wo  das  Verbältniss  r:R 
in  bestimmten  Zahlen  gegeben  ist,  z.  B.  r:R  =  4:0;  =  15:32; 
12:25  u.  s.  w. 
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XIII. 

Neue  analytische  Entwickelung  der  allgemeinsten 

Gesetze  der  Statik. 

- 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Lehren  der  Statik  werden ,  insofern  man  nicht  von  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ausgeht,  meistens  so 
entwickelt,  dass  man  sich  von  der  Betrachtung  der  besonderen 
Falle  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  der  parallelen 
Kräfte  und  der  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkenden  Kräfte 
nach  und  nach  zu  dem  allgemeinsten  Falle  beliebig  im  Räume 
wirkender  Kräfte  und  den  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichun- 
gen des  Gleichgewichts  solcher  Kräfte,  die  gewissermaassen  die 
ganze  Statik  in  einem  einzigen  einfachen  analytischen  Ausdrucke 
enthalten,  erhebt.  So  viele  Vortheile  ein  solcher  Gang  in  mehre- 
ren Beziehungen  namentlich  für  den  ersten  Unterricht  darbietet: 
so  hat  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  immer  wissenschaft- 
licher geschienen,  den  umgekehrten  Weg  zu  verfolgen,  also  zu- 
erst ganz  im  Allgemeinen  die  in  Rede  stehenden  sechs  Bedin- 
gungsgleichungen für  das  Gleichgewicht  beliebiger  Kräfte  im 
Räume  zu  entwickeln,  und  aus  denselben  dann  alles  Uebrige  als 
besondere  Fälle  abzuleiten.  Auf  einem  solchen  Wege  habe  ich 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  ganze  Statik  in  ihren  allge- 
meinsten Resultaten  zu  entwickeln  versucht,  wobei  nichts  weiter 
als  der  Satz  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  vorausgesetzt 
und  zu  Grunde  gelegt  worden  ist.   Ausserdem  unterscheiden 
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sich  die  folgenden  Entwicklungen  von  der  gewöhnlichen  Dar- 
stellungsweise noch  in  einer  anderen  Beziehung.  Bei  dieser 
letzteren  Darstellungsweise  pflegt  man  nämlich  nur  bei  parallelen 
Kräften  zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  zu  unterschei- 
den, in  allen  anderen  Fällen  aber  stets  alle  Kräfte  nur  als  positiv 
oder  absolut  zu  betrachten,  ein  Gesichtspunkt,  der  mir  immer  zu 
eingeschränkt  geschienen  hat.  Ich  habe  deshalb  die  Unterschei- 
dung zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  ganz  allgemein 
durchgeführt,  was  namentlich  bei  der  Zerlegung  der  Kräfte  nach 
gewissen  gegebenen  Richtungslinien  mir  manche  Vortheile  dar- 
zubieten scheint.  Für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten in  dem  Falle  unveränderlicher  Systeme  ist  ein  ganz  allge- 
meiner analytischer,  von  der  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen 
ganz  unabhängiger  Beweis  gegeben  worden,  neben  welchem  man, 
wie  ich  glaube  und  hoffe,  in  dieser  Abhandlung  auch  noch  man- 
ches andere  Neue,  was  der  Beachtung  nicht  unwerth  sein  durfte, 
finden  wird. 

Allgemeine  Bestimmungen. 

Allen  unseren  Betrachtungen  legen  wir  im  Allgemeinen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  zyz  zu  Grunde,  auf  welches 
w\x  die  Lage  aller  Punkte  und  geraden  Linien  im  Räume  be- 
ziehen. 

Die. gerade  Linie,  in  welcher  eine  Kraft  wirkt,  soll  die  Rich- 
tung sli  nie  dieser  Kraft  genannt  werden.  Jeder  in  der  Rich- 
tungslinie beliebig  angenommene  Punkt  kann  als  Angriffspunkt 
der  Kraft  betrachtet  werden,  und  theilt  die  Richtungslinie  in  zwei 
Theile,  welche  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  nach 
direct  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehen  und  in  der  Rich- 
tungslinie zwei  Richtungen  bestimmen,  von  denen  die  eine 
jederzeit  die  positive  Richtung,  die  andere  die  negative 
Richtung  genannt  werden  soll ;  eine  feste  Bestimmung  oder  Ueber- 
einknnft  hierüber  ist  jederzeit  unbedingt  erforderlich,  wenn  es  auch 
an  sich  völlig  gleichgültig  ist,  welche  der  beiden  Richtungen  als 
die  positive  und  welche  als  die  negative  angenommen  werden  soll. 
Jede  Kraft  aber,  welche  in  ihrer  Richtungslinie  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  soll  selbst  beziehungsweise 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden. 

Die  180°  nicht  ubersteigenden  Winkel,  ivelche  der  positive 
Theil  der ,  Richtungslinie  einer  Kraft  mit  den  positiven  Theilen 
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der  Axen  der  xt  y,  z  einschliesst,  sollen  die  Bestimmung*- 
vvinkel  der  Richtungslinie  genannt  werden;  bezeichnet  man  die- 
selben beziehungsweise  durch  «,  ß,  y:  so  hat  man  zwischen  diesen 
Winkeln  bekanntlich  die  Gleichung: 

1)  cosa*-f-cos02  f  cosy*  =  1, 

und  wenn  a,  6,  c  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
der  Richtungslinie  bezeichnen,  so  sind  bekanntlich: 

9)  —  °  =         =  — 

1 coso      cosjS  cosy 

die  Gleichungen  der  Richtungslinie  in  Bezug  auf  das  zu  Grunde 
gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xt  y,  x.  Da  nach 
der  obigen  Bestimmung  die  Winkel  a,  ß,  y  immer  der  positiven 
Richtung  der  Richtungslinie  entsprechen,  die  in  der  Richtungs- 
linie wirkende  Kraft  aber  nach  dem.  Obigen  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet  wird,  jenaebdem  dieselbe  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  so  ist  klar,  dass  die  Kraft 
immer  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem 
sie  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung  der 
Richtungslinie  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch  die  Winkel 
180° -a,  180°—  ß,  180°—  y  bestimmten  Richtung  der  Richtungs- 
linie hin  wirkt.  Wenn  daher  im  Folgenden  gesagt  wird,  dass 
die  Gleichungen  2)  die  Gleichungen  der  Richtungslinie  einer  Kraft 
P  seien,  so  wird  dabei  immer  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  die  Kraft  P  positiv  oder  negativ  oder  als  positiv  oder  negativ 
zu  betrachten  sei,  jenachdem  sie  nach  der  durch  die  Winkel  a, 
ß,  y  bestimmten  Richtung  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch 
die  Winkel  180°—«,  18Ü°-/3,  180°— y  bestimmten  Richtungder 
Richtungslinie  hin  wirkt. 

Wenn  wir  uns  die  positive  und  negative  Richtung  der  Rich- 
tungslinie von  dem  in  der  Richtungslinie  liegenden  beliebigen 
Punkte  (übe)  ausgehend  denken,  und  (xyz)  einen  anderen  belie- 
bigen, aber  bestimmten  Punkt  der  Richtungslinie  bezeichnet;  so 
soll,  jenachdem  der  Punkt  (xyz)  in  der  positiven  oder  negativen 
Richtung  liegt,  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  (abc)  selbst 
beziehungsweise  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  und  mit  Be- 
ziehung hierauf  im  Allgemeinen  durch  r  bezeichnet  werden. 
Liegt  nun  der  Punkt  (xyz)  in  der  positiven  Richtung,  so  ist  r 
positiv,  sein  absoluter  WTerth  ist  r,  und  folglich,  da  die  Winkel 
a,  ß,  y  jederzeit  der  positiven  Richtung,  in  welcher  (xyz)  liegt, 
entsprechen,  nach  den  bekanntesten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten: 
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x  =  a  +  rcos«, 
y  =  b  +  rcosß, 
z  =  c-f  rcosy. 

Liegt  dagegen  der  Punkt  (aryr)  in  der  negativen  Richtung,  so  ist 
r  negativ,  sein  absoluter  Werth  ist  —  r,  und  da  nun  der  nega- 
tiven Richtung,  in  welcher  (xyz)  liegt,  die  Winkel  180°— o,  180°-j5, 
180° — y  entsprechen;  so  ist  nach  den  bekanntesten  Formeln  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

x  =  a  +  (—  r)  cos  (180° -o), 

y  =  A  +  (-r)cos(180«-jS), 

2  =  c  +  (— r)cos(180°  —  y) 

odeT : 

x  =  a  +  r  cos  a, 
y  =  o  +  rcosp, 
z  =  c  -f  rcosy. 

Daher  ist  in  beiden  Fällen,  und  folglich  in  völliger  Allgemeinheit : 

!x  =  a  +  rcoscr, 
y  —  b  -f  rcos/3, 
z  =  c  -f  rcosy; 

oder: 

4)  x~a  -  •  t 6  _  z~ c  _ 

'  cosa       cos/5      cosy  ' 

folglich  auch: 

•s\  .r— «        0  y—b 

5)  .  .  .  COS  O  =  — ^ — ,      COS  p  =  ^ —  , 

Liegt,  indem  wir  alle  Richtungen  von  (abc)  an  rechnen,  der 
Punkt  (xyz)  in  der  positiven  Richtung  und  ist  also  r  positiv,  so 
wirkt  die  Kraft,  jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  von  (abc) 
nach  (xyt)  oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  bin;  liegt 
dagegen  der  Punkt  (xyz)  in  der  negativen  Richtung  und  ist  also 
r  negativ,  so  wirkt  die  Kraft,  jenachdem  sie  negativ  oder  positiv 
ist,  von  (abc)  nach  (xyz)  oder  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tiog  bin. 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Richtungslinie 
einer  Kraft  aus  auf  der  Richtung  dieser  Kraft  eine  Gerade  oder 

11* 
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Strecke  abschneiden,  welche  sich  zu  der  immer  als  positiv  zu 
betrachtenden  Längeneinheit  eben  so  verhält  wie  die  Kraft  zu 
der  gleichfalls  stets  als  positiv  zu  betrachtenden  Kraft einheit;  so 
heisst  diese  Strecke  die  geometrische  Darstellung  der 
Kraft,  und  aus  dem  Vorhergehenden  geht  ganz  von  selbst  hervor, 
dass  die  geometrische  Darstellung  einer  Kraft  mit  dieser  letzteren 
jederzeit  gleiches  Vorzeichen  hat;  ist  die  Kraft  etwa  durch  P 
bezeichnet,  so  kann  man  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen 
ihre  geometrische  Darstellung  immerhin  auch  durch  P  be- 
zeichnen ,  weil  es  ja  bei  allen  diesen  Betrachtungen  und  Unter- 
suchungen durchaus  nur  auf  Verhältnisse  oder  Verhältnisszahlen 
ankommt. 

§.  2. 

Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Kichtungsliuie  der  Kraft  P  seien: 

.  x—a       y—b       z  —  c 

' rose"-  cos/3  cosy' 

wo  wir  uns,  da  der  Punkt  (abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  die 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleich- 
ungen zweier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien: 

x  —  a  y  —  b      z  —  c 

cosao  —  cos/J0  ~~  cosy0  ' 

x  —  a       y —  6      i  — c 

cos  ax       cos/?!       cosy,  * 

Wir  nehmen  an,  dass  die  drei,  durch  die  Gleichungen  1)  und  2) 
charakterisirten  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  was  bekanntlich 
durch  die  Gleichung: 

3)  .  .  .  .       cosa (cos /50 cos —  cosyocos0,)  * 

-fr  cos ß (cos y0 cosci  —  cos a<> cos y,)     (  =  0 

■fr  cosy (cosao cos /?| — cos/3ncosai)  ! 

bedingt  wird.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sollen  wir  nun  die 
Kraft  P  in  zwei  Kräfte  P0,  Px  zerlegen,  deren  Richtungslinien 
die  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  sind,  in 
welchen  also  die  beiden  gesuchten  Kräfte  wirken. 

Stellen  wir  zu  dem  Ende  för  (abc)  als  Anfangspunkt  die  ge- 
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»ebene  Kraft  P  geometrisch  dar,  so  sind  nach  §.  I.  3)  die  Coor- 
dioaten  des  Endpunkts  dieser  geometrischen  Darstellung: 

a-fPcosor,    6+Pcosfr  c+Pcosy; 

und  die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der 
zweiten  der  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden 
parallelen  Geraden  sind  folglich : 

x  —  a—  Pcosa      y  —  6 —  Pcos ß  _    z  —  c  —  Pcosy 
coso,  cos  fr  cosy, 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspuukt  dieser  Geraden  mit  der 
ersten  der  beiden  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Ge- 
raden mit  (j\).yo2o)>  80  haben  wir  zwischen  den  Coordinaten  ar0, 
v>  die  folgenden  Gleichungen  : 


j-q  — q 

cos««, 
xQ —  a  —  Pco&a 


cos  fr,  cosy0 
/0  —  b  —  Pcosß 


Po, 

tu — c—  Pcosy  t 


coscf|  cos  fr  cosyt 

wobei  §.  1.  4)  zu  vergleichen  ist.  Hieraus  ergeben  sich  unmittel- 
bar die  folgenden  Gleichungen: 

Pa  cos  qn  —  P  cos  u      P(>  cos  fr, —  Pcosß  _    Pft  cos  y0 — P  cos  y 
cosa,  cos  fr  cos  Vi 

und  hieraus  ferner  die  Gleichungen: 

4) 

P0  (cos  Bo  cos  fr  —  cos  fr,  cos  o, )  =  P(cos  a  cos  fr  —  cos 0  cos  «, ) , 
P0  (cos  ß0  cos  yl  —  cos  y0  cos  fr )  =  P(cos  ß  cos  yt  —  cos  y  cos  fr ) , 
P0  (cos  y0  cos  «,  —  cos  «0  cos  yl )  =  P  (cos  y  cos  Ofj  —  cos  a  cos  yi ). 

Auf  ganz  ähnliche  Art  erhalt  ma,n  die  Gleichungen: 

P,  (cos ^  cos 0O  —  cos  fr  cos  a0)  =  P (cos a cos  ß0—cosß cos a0), 

P,(cosfrcos  y0  —  cos  yi  cos  fr,)  =  P(cos/3cosy0 —  cosy  cos  fr,), 

P|  (cos  y,  cos  o0  —  cos  at  cos  y0)  =  P(cos  y  cos  ^  —  cos  a  cos  y0) 
oder: 

5) 

Pt  (cos  «o  cos  fr  —  cos  ß0  cos  er, )  =  —  P(cos  a  cos  fr,  —  cos  ß  cos  «<,) , 
(cos  fr,  cos  y,  —  cos  y0  cos  fr)  =  —  P(cos/3cosy0  — cosycosfr,), 
P^cosyocosc*!  -cosaocosyi)  =  —  P(cosycosao  — cosacosyu). 
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Aus  den  Systemen  4)  und  5)  erhält  man,  nenn  man  dieselben 
beziehungsweise  mit  cosoq  und  cosa,  multiplicirt,  und  dann  die 
beiden  ersten,  die  beiden  zweiten,  die  beiden  dritten  Gleichungen 
zu  einander  addirt,  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

(PoCOSOo  +  P,  COSOtXcOSOoCOS/?!  —  COS  ß$ COS tt\ ) 

=    p(cosa(cosa0cos/J,  -cos/J0co««i )— co80(cosaocosa, — coso,,cosa, ) \, 

( P0  cos  a0  +  Pl  c°8  et, )  (cos  ß0  cos  Yi — cos  y0  cos  0, ) 
=— f^cos/5(co8yocoso,  —  cosoocosy^-f  cosy(co6OoCO60i—  cosft,cos«<, )  j. 

(P0  cos  Oq  +  P,  cos  0| )  (cos  y0  cos  o,  —  cos Oo  cos  y, ) 
=   fJ|cosy(co8cocosa,-co80fftco8ai)+co8a(cosyocosai— cosa0cosy, )\ ; 

folglich,  weil  nach  3): 

cos/?(cosy0cosa,  — cosetocosy,)  +  co8y(cosfr0cos/?,  —  cos/?0co8a,) 
=  —  cosa  (cos  ^0  cos  yt  —  cosyoCos/3,) 

ist: 

(Pocosao-f  P,  cosa,)  (cos ^ cos )3,  —  cosßocosa,) 
=  Pcos  o  (cos  a0  cos  0,  —  cos  ß0  cos  a, ), 

(P0cosoo  +  P,  cos  at)  (cos  |50  cos  y!  —  cosy0cos/3,) 
=  Pcos  a  (cos  ßQ  cos  y,  —  cosy0cos/S,), 

( P0  cos  «o  +  P|  cos  a, )  (cos  y0  cos  a,  —  cos  «o  cos  y, ) 
=  Pcos  a  (cos  y0  cos  at  —  cos  a0  cos  y, ). 

Wäre  nun  zu  gleicher  Ze^it: 

cosa0cos/3,  —  cos/50co8a,  =0, 
cos  ß0  cos  yi  —  cos  y0  cos  0,  =  0 , 
cos  y0  cosa,  —  cos  «o  cos  y,  =  0; 

so  wäre: 

(cosoqCos/?,  —  cos  p0  cosa,)* 
+  (cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos/S,  )* 
+  (cos  y0  cos  a,  —  cos  a«  cos  y,  )* 
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=       (co8tfo*+cos0oH  co*y0*)  (cosa^+cos&Hcosy,*) 

—  (cos    cos  a,  -f  cos  ßQ  cos  ft  +  cos  y0  cos  y,  )* 

=  1  —  (cos  a0  cos  <*,  +  cos  ß0  cos  0,  -f  cos  y0  cos  yt  )*  =  0, 

und  nach  bekannten  Formeln  würden  also  die  Sinus  der  von  den 
durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  eingeschlosse- 
nen Winket  verschwinden,  daher  diese  beiden  Geraden  zusam- 
menfallen; es  wäre  folglich  in  der  Tbat  für  die  Zerlegung  der 
Kraft  P  nur  eine  Gerade  als  Richtungslinie  gegeben,  da  ja  doch 
nothwendig  zwei  Richtungslinien  gegeben  sein  müssen,  wenn 
überhaupt  von  der  Zerlegung  der  Kraft  P  in  zwei  Kräfte  soll  die 
Rede  sein  können.    Daher  können  die  Grössen 

COS      COS  ßt  —  COS  ß0  COS  Oj  , 

cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos  0, , 

cos  y0  cos  c,  —  cos  a0  cos  y, 

nicht  zu  gleicher  Zeit  verschwinden,  und  es  wird  also  immer 
mindestens  eine  dieser  Grössen  nicht  verschwinden.  Deshalb 
ergiebt  sich  aus  den  drei  oben  gefundenen  Gleichungen  durch 
Division  immer  die  Gleichung: 

P0  cos  0to  +  P,  cos  a,  =s  Pcos  a. 

Leberhaupt  aber  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

IPcos  et  =  P0  cos  a0  +  P,  cos  a, , 
Pcos/?  =  P0cos/30  +  P,  cos/3, , 
Pcosy  =  P0cosy0  +  P,  cosy,. 

Wenn  man  diese  drei  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

7) 

/*=(P0cosoo-f  Pi  cos«,  )H(P0co»ß<>+  P,  cos/5,  )H(P0cosy„4  P,  cosy,  )* 
oder: 

8) 

P*  =  /*oa + P\*  +  2P0  P\  (cos  ao  cos  a,  +  cos  ß0  cos  /3,  +  cos  y0  cos  y, ), 

wo  bekanntlich 

cos  oleosa,  +  cos/3ocos0,  +  cos  y0  cosy, 

der  Cosinus  des  von  den  positiven  Richtungen  der  beiden  durch 
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die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Richtungslinieo  eingeschlossen 
nen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkels  ist. 

Die  Kräfte  P0,  Pt  erhält  man  mittelst  der  folgenden,  aus  4) 
und  5)  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 


p  Cosa  cos/?,  —  cos/3  COS»! 

°  ~~  cos  alt  co»/3|  —  cos  ß0  cos  a4 

_  co8ff  cos  yt  —  cos  y  cos  ff, 

~  cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos  /S, 

_  co*y  C08gi — c0<*tf  cosy1 

**"  cos  y„  cos  o,  —  cos  c0  cosyi 


ind 


_      cos«  cosft0  —  cosß  COSOp 
1  COS  «0  cos  ßi — cosß0cos«4 

cos/3  cosy0  —  cosy  cosft0  ^ 
cos  /30  cos  Yi  —  cos  yo  cos/?i 

  cosy  cosa0  —  cose^  cosy0  p 

cos  y0  cos  aj  —  cos  a0  cos  yi 

Wenn  man,  wie  es  verstattet  ist: 

H) 

COS  a  =  COS  0  COS  (O ,     COS  Oq  =  COS  0O  COS  C00  ,    COS  0|  =  COS  $g  COS  0>|  , 

cos/5  =  sin  0  cos  cd  ,  cos/30  =  sin  0ocos  <ö0,  cos/?!  =  sin0j  cos  o>lf 
cos  y  =  sin  o) ;  cos  y0  =  sin  co0 ;  cos  yx  =  sin  <ö4 

setzt,  so  ist: 

cos  o  cos  ß0  —  cos  ß  cos  Oo  =  —  cos  u  cos  a>0  sin  (0  —  0O) , 
coso  cos/3i  —  cos /S cos  oi  =  —  cosa>  cos  w,  sin  (0  —  0t), 
cos  a„  cos  ßt  —  cos  0O  cos  <*i  =  —  cos  o>0  cos  o>|  sin  (0O  —  6\ ) ; 

also  nach  9)  und  10): 

cosm  sin(0  — Bj)  „ 
,      °~     cos  cö0  sin  (0o-0,r' 

/>       _  cos  o?  sin  (0  —  60)  p 
1         cos  o>i  sin  (0O — 0J 
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Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Ricbtungsünien  der  beiden  gesuchten  Kräfte  P0,  I\  beziehungs- 
weise die  beliebigen  Punkte  (a0b0c0),  («i^Ci)  an,  und  bezeich- 
oen  deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernun- 
gen von  dem  Punkte  («6c)  beziehungsweise  durch  r0,  rt;  so  ist 
nach  §.  1.  5.): 

°o — a           o          — 0                  co  — c 
eosor0  —  —  •     cos  po  =  —  »    cosy0  =  —  ; 

»o  ro  ro 


ax—a  6,—o  cx  — c  . 


also  nach  6): 


13)  ....  <     reoeß=p0hsJL  +  Pl^  .  • 

Heber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte  PQ 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  (abc),  (oü60c0) 
und  (a6f),  (öi^c,)  ist  schon  in  §.  1.  das  Nöthige  im  Allge- 
meinen bemerkt  worden. 


§.  3. 

Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Kraft  P  seien: 

.  x  —  a  _  y  —  b  z  —  c 

cos«      cos/3  cosy' 

wo  wir  uus,  da  der  Punkt  (abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  die 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleichun- 
gen dreier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien : 


2) 


x — a 

2 — C 

cosa0 

cosß0 

~~  cosy0 ' 

x  —  a 

.  y— b 

i  —  c 

cosat 

"  cosßi 

"  cosy!  ' 

x—  a 

Cosa* 

cosp2 

'  cosy4  ' 
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von  denen  wir  annehmen,  dass  sie  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  sollen  wir  nun  die  Kraft  P  in  drei 
Kräfte  P0>  P\ »  J*t  zerlegen,  dereu  Rieh  tun  gslioien  die  durch  die 
Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  sind,  in  welchen  also  die 
drei  gesuchten  Kräfte  wirken. 

Die  Gleichung  der  durch  die  zweite  und  dritte  der  drei  ge- 
gebenen Ricbtungsiinien  2)  bestimmten  Ebene  ist: 

3)  .  .  .  .  (cos/^cos/a  —  cosyt  cos/3«)  (x  —  a)  * 

"fCcosyjCosa,— cos«jCOsy8)(y  — 6)  (  =0. 

+  (cos  al  cos  ßt — cos  ßi  cos  «a)  (z — c)  ] 

Stellen  wir  für  (abc)  als  Anfangspunkt  die  gegebene  Kraft  P 
geometrisch  dar,  so  sind  nach  §.  1.  3.)  die  Coonlinateu  des  End- 
punkts dieser  geometrischen  Darstellung: 

*  c  +  Pcosa,   o  +  Pcos/S,  c-fPcosy; 

und  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der  durch 
die  Gleichung  3)  charakterisirten  Ebene  parallelen  Ebene  ist  also: 

(cos  ßx  cos  ya — cos  yt  cos ß£(x—a  —  Pcos  a)  i 

-f  (cosyiCosaa  — cos«i  cosy2)  (y — 6  —  Pcoaß)    >  =  0. 

+  (cos  <*!  cos  ßz  —  cos  ßx  cos  ct%)  (z  —  c  —  Pcos  y)  ' 

Ist  nun  (x0y0z0)  der  Durchschnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der 
ersten  der  drei  gegebenen  Richtungslinien,  so  haben  wir  zwischen 
den  Coordinaten  xQ,  y0i  z»  die  folgenden  Gleichungen; 

x0—a  m  _  y0  —  b      Zp  — c  ^ 
cosa0  *"*  cos/J0      cosy0  °* 

(cos  ßv  cos  ya— cos  yx  cos  ßt)  (x0  —  a—P cos  er)  \ 

-f  (cosylcosaB  —  coso1  cosy*)^  —  b—Pcosß)    >  =0; 

+  (cos  c,  cos ^  —  cosft  cos  «,)  (zo  —  c  —  Pcos  y)  J 

wobei  {.  1.  4)  zu  vergleichen  ist;  woraus  sich  die  Gleichung: 

(cos/?!  cosyt— cosyicos/j^^ocoso,,— Pcosa)  \ 

+  (cos  yi  cos  a,  —  cos  «i  cos  y*)  (P0  cos  ß0 — Pcos  ß)  l  q 

+  (cos  <*!  cos  0Ä — cos  ßi  cos  at)  (P„  cos  y0 — Pcos  y)  l 
oder: 
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cos  «o  (cos  ßx  cos  y%  —  cos  yx  cos  ß*)  \ 

-f  cos  ß0  (cos  yx  'cos     —  cos  «,  cos  ya)  (  P0 

+  cosy0(coso,  cosßa  —  cos/?!  cosctj)  l 


cos  a  (cos  ßi  cos  y,  —  cos  y,  cos  /S^)  . 
-f  cos  ß  (cos  yi  cos  ora  —  cos  ax  cos  ya)      r  /J 
+;cosy(coscr1co8/3a  — cos&coscfc)  l 


ergiebt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

4)  .   .  .  .  N  =     cos  cr0  (cos  0|  cosys —  cosyi  cos/32) 

+  cos  ß0  (cos  y,  cos  «2  —  cos  ax  cos  yÄ) 
+  cos  y0  (cos    cos  ß^-—  cos  |3|  cos  ctj) 

bs  cos  «|  (cos  /?»  cos  y0  —  cos  y2  cos  j30) 
+  co«  ßt  (cos  yacos  oo — cos  <*a  cos  yc) 
+  cos  yi  (cos  o*  cos  ß0 — cos    cos  «,,) 

=  cos  %  (cos  ß0  cos  yj  —  cos  y0  cos  ßt ) 
+  cos  ßt  (cos  y0  cos  ax  —  cos  «o  cos  y, ) 
+  cos  y2  (cos  «o  cos  ßt  —  cos  ß0  cos  «i ) 

and : 

5)  .  .  .  .  iV01  =     cosa (cos /30 cos y,  —  cosy0cos/J,) 

+  cos  ß  (cos  y0  cos  ax  —  cos  Oq  cos  y, ) 
-f  cos  y  (cos  «o  cos  ßx  —  cos  ß0  cos  a, ) , 

iV,  4  ss  cos  a  (cos  cos  y4  —  cos  yx  cos  ß2) 
+  cos  ß  (cos  yi  cos  «a — cos  ax  cos  yt) 
+  cos  y  (cosoj  cos  ßt  —  cos  &  cos  aÄ), 

iV^  =s  cos  ä  (coa  ß%cQt  y0 — cos  yt  cos  /So) 
+  cos  ß  (cos  cos  Oo — c<>8  «a  cos  y0) 
+  cos  y  (cos  agcofi  ßfi  —  cos  0t  cos  a0) ; 
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so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  zur  Bestimmung  der 
Krälte  P0,  P, ,  Pa  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

,    NP0  =  NltP, 

'    lSPt  =  Nl>lP, 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  die  Grosse  N  nicht  ver- 
schwindet, weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  die  drei  gegebenen 
Richtungsliuien  in  einer  Ebene  liegen  würden,  was  gegen  die 
Voraussetzung  streitet: 

Nach  6)  ist: 

iV(/,oCO8Cf0+/>1  COS«!  +  PgCOSOft)  s  ( Nt  iC08C0+  A^COS«!  +  A^  COSO*)  P, 

AfPoCos/VfP,  cos/31+/Vos|3t)=(^ViJtcos/30+iV40cos/3l  +Nolco&ß%)P, 
^(PoCOsyo+^iCOS^+P^cosya)  =  (A14cosy0+AVttS}'i+^oicos>'*) 

aber,  wie  man  leicht  aus  4)  und  5)  schliesst: 

A^COStfo+A^COS«,  ^-A^COSC*  =  iVcOSCC, 

iV|  2  cos  ß0  +  iVjjo  cos  &  +  2V01  cos  ß2  =  ATcos  /5 , 
Al2cosy0+  A^cosyi  +  ATol  cosy2  =  /Vcosy ; 

also: 

Af(P0cosao  -f  Pi  cosai  +  P2coscrt)  =  ATPcosa, 
iV(P0cos/J0  +/J1cos/J1  -r-P2cos/?t)  =  A'Pcos/3, 
AT(P0cosy0  +  P,  cosy,  +  P^osy*)  =  AP  cosy; 

und  folglich,  weil  AT  nicht  verschwindet: 

iPcos  a  =  P0  cos  a0  +  P!  cos  04  +  Pa  cos  , 
Pcos  ß  =  P0  cos  0O  +  Px  cos  ft  +  Pt  cos  & , 
Pcos  y  =  P0  cos  y0  +  Px  cos  yi  +  Pa  cos  y* ; 

woraus  sich: 

8).  .  .  .  P*  =     ( P0  cos  er« +  P4  cos  Oj+Pa  cos  «a)2 

+  (P0C08/?0  +  P,  cosft  +  Ptcoaßi)* 
+  (P0  cosy0  +  Pi  cos  y,  +  P.cos  y^)2 
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oder,  wie  man  leicht  findet,  nenn  man  die  Quadrate  entwickelt: 

p*  =    /V  »  /V  f  *V 

-|- 2  P0P,  (cos  a0  cos  er,  >  cos  ß0  cos  /?,  -f-cosy0cosy,) 
f  2  P,  P2  (cos  c,  cos  a2  +  cos  /?,  cos  04  +  cos  yl  cos  ya) 
+  2  P2  P0  (cos  cra  cos  «„  +  cos     cos  ß,  f  cos  y2  cos  y0) 

ergiebt.    Die  Grossen : 

cos  cos  «!  -f  cos  /?0  cos  0,  J-  cos  y0  cos  y,  . 
cos  ot  cos  «2  I-  cos  /J,  cos  ßt  4  cos  y,  cosy2, 
cos  04  cos  a0  +  cos     cos  0O  +  cos  ys  cos  y0 

vsind  die  Cosinus  der  von  den  positiven  Theilen  der  drei  gegebe- 
nen Richtungslinien  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel. 

Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Richtungslinien  der  drei  gesuchten  Kräfte  P0,  P, ,  P%  beziehungs- 
weise die  beliebigen  Punkte  (ao6oc0),  (oi6|^t)»  («2^2)  an>  or>d 
bezeichnen  deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernungen  von  dem  Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch  r0< 
rt,  ra;  so  ist  nach  §.  1.  5.): 


COSOq  = 

a0  —  a 

TO  ' 

cosft,  = 

b„-b 
»•0 

cosy0  =r 

Co— cm 

To  9 

COSO|  = 

o,  —  (1 

* 

COSß|  = 

bv-b 

- 

cosy!  = 

c,—  c, 
r,  ' 

COS  «2  = 

«2—0 

cosßi  — 

Ä2-6 

cosy2  = 

c%—  c. 

» 

» 

also  nach  7): 

rO  rt  »2 

ro  *i  r2 
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Ueber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
Pot  Px ,  P9  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  (abc),  (a0b0c0) : 
(abc),  (axbxcx);  (abc),  (o262c2)  ist  schon  in  §.  1.  das  Nüthige  be- 
merkt worden. 

§.  4. 

Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
zwischen  zwei  Kräften. 

Wenn,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  zwei  Kräfte  Pn,  Px 
mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  müssen  ihre  Richtungs- 
linien in  eine  Gerade  zusammenfallen.  Fielen  nämlich  die  Rich- 
tungslinien nicht  in  eine  Gerade  zusammen,  so  würden  sich  in 
denselben  offenbar  immer  zwei  Punkte  A0,  Ax  so  annehmen  lassen, 
dassdie  Gerade  AltAx  wenigstens  mit  dereinen  der  beiden  Rich- 
tungslinien nicht  zusammenfallt,  weshalb  wir  jetzt  annehmen 
wollen,  dass  A0  Ax  mit  der  Richtungslinie  der  Kraft  P0  nicht 
zusammenfällt.  Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  #»„,  Px 
im  Gleichgewichte  sind ,  so  wird  das  System  auch  dann  noch  in 
Ruhe  bleiben,  wenn  man  sich  den  Punkt  Ax  als  fest  denkt.  Die 
Kraft  P0,  deren  Richtung  mit  A0AX  nicht  zusammenfällt,  kann 
man  in  dem  Punkte  A0  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  denen  die 
eine,  welche  auch  verschwinden  kann,  im  Allgemeinen  in  die 
Gerade  A0AX  fällt,  und  also  jedenfalls  von  dem  festen  Punkte  Ax 
vollständig  aufgehoben  wird,  die  andere,  welche  nie  verschwinden 
kann,  auf  A0AX  senkrecht  steht;  diese  letztere  allein  übrig  blei- 
bende, nie  verschwindende  Kraft  rouss  also  noth wendig  eine 
Drehung  des  Systems  um  den  Punkt  Ax  hervorbringen,  was  gegen 
das  Obige  streitet.  Daher  fallen  die  Richtungslinien  der  beiden 
sich  im  Gleichgewichte  befindenden  Kräfte  P0,  Px  in  eine  Ge- 
rade zusammen,  wie  behauptet  wurde.  Dass  nun  aber  ferner  im 
Falle  des  Gleichgewichts  die  Kräfte  Pot  Px  einander  absolut 
gleich  sein  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken 
müssen,  fallt  auf  der  Stelle  in  die  Aogen,  weil,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  wäre,  die  beiden  Kräfte  sich  offenbar  auf  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  zurückführen  lassen  würden,  also  nicht 
im  Gleichgewichte  sein  könnten,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde. 

Um  nun  Dieses  analytisch  auszudrücken,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass 

^  1  cosa0  cos0o 

/  x~xi  _  y_—y\ 

\  cos«,  COS0, 


cos  y0  ' 
cosyt 
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die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  PQt  Pt 
«eien.  Weil  nach  der  Voraussetzung  diese  beiden  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sind,  so  fallen  nach  dem  Obigen  die  Richtungs- 
linien in  eine  Gerade  zusammen.  Nehmen  wir  in  deu  Richtungs* 
linien  zwei  beliebige  Punkte  (loifofio)  una<  (hViti)  an»  80  ist  nach  I): 

lo~~""JV>    Vo~~ "jft>          &>  zO 

cosoq       cos/J0  "~"  cosy0  * 

Ii— *i  _  Vi  -  yi  _  ti  —  h 
coso,       cosft  cosyi* 

Bezeichnen  wir  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (liifrft)  von  dem  Punkte  (lnty>£o)>  indem 
«vir  diese  Punkte  in  der  Richtung6linie  der  Kraft  P0  liegend  an- 
nehmen, durch  r0;  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (loty>£b)  von  dem  Punkte  (lii?i£i),  indem 
«vir  diese  Punkte  in  der  Ricbtungslinie  der  Kraff  J»,  liegend  an- 
nehmen, durch  r, ;  so  ist  nach  §.  1.  4): 

Vi—Vi)    &  —  So _ 

cos/3«       cosy0  °' 

Vq-Vi  _  fc>  — Ei  =  r  . 
co»ßt       cosyi       1 ' 

folglich : 


Ii 

-lo 

rrtcosor„, 

Vi 

~*/o 

r0cosftM 

b 

-So 

r„cosy„ 

-Ii 

rt  cos  «i , 

rjcosj?! , 

So 

r,  cosy, ; 

also,  wenn  man  addirt: 

r0cosoo  +  rt  cos  er,  =  0, 
r^cos/jo  +  rjcos/?!  =  0, 
racosy0-f  r,  cosy!  =  0; 

oder : 


l,-lo 
cos  a0 

3) 

lo-l» 

COS  «i 
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r  ' 

C0S«0  +  -  COS«!  =  0, 
COS0O  +^C08/J,  =0, 

co8}.o+?cosyi=0. 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  die  Kräfte  P0,  Px  absolut  gleich 
sind  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken,  so  ist. 
wie  leicht  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 

rJ  —  ^ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

p 

coscr0  +  ~cosat  =0, 
p 

cos/S0  +  ötCos/J»  =0. 
*o 

"o 

folglich: 

/     P0cosoq  +  Px  cosaj  =  0, 

4)  <     Pitcosß0  +  Picosßt  =0, 

(     Pocosyo  +  P^osy,  =  0. 

Ferner  ist  nach  3): 

cosa0= — - — ,    cosp0  = —  '    C08y0  =  ■-— — 

ro  ro  ro 

und : 

ri  ri  ri 

also: 

p 

/>o(£ocos0o  —  i^cosob)  =     tlo(^i  ~»7o)l—  iJo(li 

p 

Po  (»?ocos  Yo  —  So  cos  /J0)  =  —  1 1?0  (fi  —  S>)  —    (»;,  — i?0)  1 . 
Pn  (So  cos  «0  -  |o  cos  y0)  =  ^  i  fc»  (6  ~  W  -    tti  -  W  I 


Digitized  by  Google 


allgemeinsten  Geseke  der  Statik. 

and: 

A  (|,  cos ft  -Tft  coe^)  =  £j     Ofo-i^-ih  tto-*i)|. 

-  *«  C08A>  =  7^1  (&-£,)  -  &  m)\> 

P»  (&  cos«,  -  |,  Co«  y,)  =  5  (ft  (lo-S,)-!,  «b-&)|; 
folglich,  wenn  man  addirt,  weil 

ist: 

P0(fc cos/J0  -  ^0  cos ao)  +  P,  (Ii  cos/?,  —  ^  coaa,)  =  0, 
Po  (»?0  co«  y0 — Jo  cos  &>)  +  P,  (q,  cos  y,  -  {,  cos  ft  )  =  0 , 
Po  (2b  co«  «6  —  &  cos  y0)  +  P,  (£,  cos  <r,  —  |,  cos  y,)  =  0. 
Nach  2)  ist  aber: 

Iocos/J0  — i;0cosa0  =  ^Ocog/jo~-yoco8ao» 
*?0cosy0— £bcos0o  =  y0cosy0— z0cos/J0, 
fc,  cos  er0  —  £o  cos  y0  =  z0  cos  «o  —  x0  cos  y0 

aud: 

£|  COS  0,  —  tlt  COS  «,  =  .T,  COS  ßx  —  y,  COS  a,  , 

%  cosy,  —  f,  cosft  =  y,  cosy,  -  z,  cosft , 
f,  cos  a,  — |,  cos  y,  =  z,  cos  a,  -  x,  cos  y, ; 

also  nach  dem  Obigen: 

P0(x0CO*ß0  —  y0COS«o)  +  P,  (*,  COS  /?,  —  y,  COS«,)  =s  0, 

Po  (jfo  cos  y0 — x0  cos  ßQ)  +  P,  (y,  cos  y,  -  x,  cos  0, )  =  0 , 
P0(r0cosao— x0cosy0)  -f  P,  (z,  cosa,— .r»  cosy,)  =S  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  folgende  SaU: 

Wenn  die  Kräfte  P0,  PI#  deren  Kicbtoogslini 
durch  die  Gleichungen: 

Thtil  XLVI.  ia 
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x  —  x0  _  y—y»  __  *ZLZJ1  f 
cos««       cos0o  cosy0' 

_  y— yt  ___  *  —  *\ 

cosc!        cosft  cosyi 
cbarakterisirt  werden,  im  Gleichgewichte  sind,  soist: 

P0cosa0  -f  Px  cos  cfj  =  0, 
Pocos/Jo+Zicosj?!  =0, 
P0co8y0  +  />1co8y,  =0; 

PoC^oCos/^o— yocosao)  +  l*i  (*i  C08ft  — yi  coaa»>  =  °» 
Fo(y0co8y0— »oCOSjS0)  +Pi(yt  cosyi  —  a^cos^)  =  0, 
P0  (xQ  cos  a0— *0  cos  y0)  +  A  (*i co*  «i  —  *i  cos  y, )  =  0 ; 
oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

SP  cos  c  =  0,    -SPcoa  0  =  0,    XPcosy  =  0; 

2P(xcosß— ycosc)  =  0, 
.EPtycosy— »  cos/3)  =  0, 
2?P(z  cos« — xcosy)  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  sieb  dieser  Satz  auch  umkeh- 
ren iässt,  nämlich:  ob,  wenn  die  vorstehenden  sechs  Gleichungen 
erfüllt  sind,  sich  behaupten  lässt,  dass  die  Kräfte  P0,  />,  im 
Gleichgewichte  sind. 

Aus  den  Gleichungen: 

P0  cos  a0  -f  Pi  cos  cf|  =  0, 
Pocosßo  +  Acosft  =0, 
P0  cos  y0  +  Px  cos  Yi  =  0 

folgt: 

P0cos  cr0  es  —  Px  cos  ax , 

P0cos/J0  =  —  Plcosft, 

P0cosy0=  —  Picosy, ; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  einander 
addirt: 
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folglich: 

P\  —  ±Po> 
und  daher  nach  Vorstehendem: 

cos  <*i  =  "p  cos  a,, , 
eosft  =  Tcosß0, 
cosy,  =  Tcosy0; 

also: 

t  180°- ,>„ 

immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander. Hieraus  ergiebt  sich  mittelst  einer  sehr  einfachen  Be- 
trachtung sogleich,  dass  die  Kräfte  P0 ,  />  absolut  gleich  und  dass 
ihre  Richtungslinien  einander  parallel  sind,  dass  sie  aber  nach 
entgegengesetzten  Seiten  bin  wirken. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen: 

P0  (ar0  cos  ß0 — y0  cos     +  P,  (ar,  cos  ft  —  y,  cos  «, )  =  0 , 

Po  tyo  cos  y0  -  z0  cos  ß0)  +  Px  (y,  cos  y,  -  xL  cos  ßx )  =  0 , 

P0  (Zv  COS  Oo-Xq  cos  y0)  +  P,  (x,  COS  CT,  —     cos  y, )  =  0 

mittelst  des  Vorhergebenden,  wenn  man  nämlich  fifr 

Px  und  cosci,    cosft,  cosy, 

respective 

±P0  und  Tcosoo.  Tcosft,,  =Fcosy0 

setzt: 

.r0  cos  ß0  —  y0  cos  a0  —  (jxx  cos  /?0  -  y,  cos      =  0 , 
2fo  cos  Yo  -  r0  cos  ft,  —  (y x  cos  y0  —  z,  cos  jS0)  =  0 , 
x0  cos  fi^  —  x0cos  y0  —  ( z,  cos  cto  —     cos  y0)  =  0 ; 
and  wenn  man  för 

12» 
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P0  und  cosoto,   cos  |50,  cosy0 

respective 

±P,  und  T  co««i,  Tcoayt: 

setzt : 

-  (*0cos  fr  -y«cos  otj)  +  cosft  -yi  cos  at)  =  0, 
— (y0  cosyt  —  Xocos  ft)  +  (^i  cosft  —  *!  cosft)  =  0, 

—  (locos«!  —  jr0cosyi)  +  (zi  C08ai  -*iCO*7i)  =  0. 
Daher  haben  wir  die  Gleichungen: 

*0cos/J0— y0cofl°o  =  *i  cos/Jo— yi«o««fe# 
y0  cos  y0  —  2o  cos/J0  =  y,  cos  y0  —  «,  cos  0O » 
*o  cos  c0  —  <ar0  cos  yo  =  *i cos  °o — *\  cos  yo 

und: 

ar0cos —  y0  cos  «,  =  xx  cos  ft  —  yx  cos a,  , 

2/oc°8n~  *oco8A  =  yico*yi  —  *i«o«Pi» 

Xocosot—  jr0cosyi  =  x,  coei*!— «i  cosyi; 
also  die  Gleichungen: 

(yi— 3fo)  co»yo  =  (2i  —  *o)co*A>» 
(z,  -*o)  cos  Co  =  to— ar0)cosy0 

uod: 

(ar0— *j)  cos  ft  =  (y0— yi)cosa|. 
Jyo~yi)cosy,  =  (*0  —  z^cosft » 
(«o  —  *i)cosa,  =  (*b-*i)cosn; 

oder  die  Gleichungen: 

x\  —*o    .Vi  —yo  _  *i  —xt>r 

cos  ct0       coBß0  cosy0' 

*o~g|  _yo~yi  _  *o  ~*i 

cos«,       cos/J,       cosyl  ' 
Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  1),  sp 


■ 
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überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle,  das«  der  in  der  Richtungslinie 
der  Kraft  Px  liegende  Punkt  {xxyxzx)  in  der  Richtungslinie  der 
Kraft  P0  und  der  in  der  Richtuugslinie  der  Kraft  P0  «liegende 
Punkt  (ar0yolo)  *n  der  Ricbtungslinie  der  Kraft  Px  liegt,  so  dass 
also  die  Richtungslinien  der  Kräfte  P0,  Px  mit  einander  zusammen- 
fallen. 

Aus  allem  Bisherigen  ergielit  sich  ganz  unzweideutig,  dass 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Kräfte  Pot  Px  ab- 
solut gleich  siwd  und  nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen 
hin  wirken,  eich  also  im  Gleichgewichte  beGoden;  daher  haben 
wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn 

x—xn  __  y— .Vo  __ % 

cos  a0       cos  ß0      cos  Yq  * 

_ y—y\  _ 

cosa,       cos/J,  cosyl 

die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte  P0,  A 
sind,  und  die  Gleichungen: 

ZPcoaa  =  0,    ZPcos  ß  =  0,    ZPcoay  =  0 ; 

2P(xco8ß— ycosa)  =  0, 
ZPiycosy  — xcosß)  =  0, 
27»(i  cos  a — *  cos  y)  =r  0 

Statt  finden;  so  sind  die  beiden  Kräfte P0,  /\  iin  Gleich- 
gewichte. 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nun  aber 
der  folgende  Satz: 

Wenn  die  Gleichungen  der  Ri chtungsli nieo  der 
zwei  Kräfte  P0,  Px: 

x— x0  _  y—yo  _  irriof 

coaof0       cosft,  cosy0* 

x—  xx  _  y—yi ;  _  *— *i 
cosufj  "~  cosft  cosyt 

sind,  so  sind: 

2PcoBtt  =  0,    2Pcosß  =  0,   ZPcosy  =  0; 
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2P(x  cos  ß  —  y  cos  o) 
2  P(y  cos  y—  tcos/3) 
2P(z  cos  a — arcos  y) 


0, 

0, 


ü 


die  not  Ii  wendigen  Bedingungsgletchu  Ilgen  für  das 
(5  leichgewicht  dieser  zwei  Kräfte. 


Wenn  drei  Kräfte  />,,  Plt  P*  im  Gleichgewichte  sind,  so 
müssen  ihre  Richtungslinien  immer  in  einer  Ebene  liegen.  Wir 
wollen  einmal  annehmen,  die  Richtungen  der  drei  sich  im  Gleich- 
gewichte befindenden  Kräfte  P0,  Pt  ,  Pt  lägen  nicht  in  einer 
Ebene.  Nehmen  wir  dann  in  den  Richtungslinien  drei  Punkte 
A0,  Alt  A%  an,  so  liegen  diese  drei  Punkte  entweder  nicht  iu 
einer  geraden  Linie,  oder  dieselben  liegen  in  einer  geraden 
Linie.  Wäre  das  Letztere  der  Fall,  so  wurde  immer  mindesten* 
eine  der  drei  Ricbfungslinien  nicht  mit  dieser  Geraden  zusam- 
menfallen, weil,  wenn  mit  dieser  Geraden  alle  drei  Richtungslinien 
zusammenfielen,  die  drei  Richtungslinien  in  einer  Ebene  Hegen 
würden,  was  gegen  die  Annahme  ist.  Fällt  nun  etwa  die  Rieh- 
tuugslinie  der  Kraft  P2  nicht  mit  der  in  Rede  stehenden  Geraden 
zusammen,  so  nehme  man  in  dieser  Richtungslinie  einen  von  At 
verschiedenen  Punkt  A%  an ;  dann  sind  Axty  Ax ,  A2  drei  Punkte 
in  den  Kichtuiigslinien  der  drei  Kräfte,  die  nicht  iu  einer  Ge- 
raden liegen,  so  dnss  man  also  iu  den  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  immer  drei  nirht  iu  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Drei- 
eck bildende  Punkte  annehmen  kann,  welche  wir  von  jetzt  an 
durch  Ait,  Ax ,  A^  bezeichnen  wollen.  Nun  muss  es  unter  den 
Richtungslinien  immer  mindestens  eine  geben,  welche  nicht  in 
der  Ebene  des  Dreiecks  A0AtA2  liegt,  weil  im  entgegengesetzten 
Falle  alle  drei  Richtuugslinien  in  einer  Ebene  liegen  würden, 
was  gegen  die  Annahme  ist.  Diese  Kraft,  deren  Richtungslinie 
nicht  in  der  Ebene  des  [Dreiecks  A0AXA^  liegt,  sei  etwa  Pf. 
WVd  nach  der  Veraussetzung  die  Kräfte  Pot  PXf  P%  im  Gleich- 
gewichte sind ,  so  muss  das  System  auch  dann  noch  iu  Ruhe 
sein,  wenn  man  sich  A0At  als  eine  feste  Axe  denkt.  Die  Kraft 
P2  aber,  deren  Richtungsliuie  nicht  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
A0At  A%  liegt,  kann  man  im  Punkte  A%  in  zwei  Kräfte  zerlegen, 
von  denen  die  eine  in  der  Ebene  AQAXA%  wirkt,   die  andere 


§.  5. 


Rcdinguugsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
zwischen  drei  Kräften. 
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jedenfalls  nicht  verschwindende  Kraft  auf  dieser  Ebene  senkrecht 
steht;  da  nun  die  erstere  Kraft  von  der  festen  Axe  A0At  ganz  aufge- 
hoben wird,  so  bleibt  bloss  die  letztere  auf  der  Ebene  A0AXA2 
senkrecht  stehende  nicht  verschwindende  Kraft  übrig,  welche 
offenbar  nothwendig  eine  Drehung  des  Systems  um  die  feste  Axe 
A0AX  hervorbringen  muss,  so  dass  dasselbe  also  nicht  in  Ruhe 
sein  kann,  was  es  nach  dem  Obigen  doch  sein  müsste.  Es  ist 
also  falsch,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte  P0,  Pit 
P%  sich  im  Gleichgewichte  befinden,  deren  Richtungslinien  nicht 
in  einer  Ebene  liegen  könnten,  und  diese  Richtungslinien  müssen 
also  unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  jederzeit  in 
einer  Ebene  liegen,  wie  behauptet  wurde. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  annehmen,  dass  die  Kräfte  Pot  Pt,  P% 
eich  im  Gleichgewichte  befinden,  und  dass  also  ihre  drei  Rich- 
tuugslinien  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  in  einer  Ebene  liegen. 
Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  in  den  Ricbtungslinien  der 
drei  Kräfte  sich  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende,  also  ein 
I>reieck  bestimmende  Punkte  A0>  Alt  A*  annehmen  lassen,  kann 
man  die  Kraft  PQ  in  dem  Punkte  A0  in  zwei  in  den  Richtungs- 
linien AnAt9  AtA0;  die  Kraft Px  indem  Punkte  Av  in  zwei  in  den 
Richtungslinien  AxAt,  A0AX ;  die  Kraft  P%  in  dem  Punkte  A%  in  zwei 
in  den  Richtungslinien  AtA{},  AxA.t  wirkende  Kräfte  zerlegen;  und 
es  lässtsich  nun  leicht  übersehen,  dass  jede  der  zwei  in  den  Rich- 
tungslinien A0AX,  AxA%t  A2A0  wirkenden  Kräfte  einander  gleich 
und  direct  entgegengesetzt  sein  müssen.  Weil  nämlich  die  Kräfte 
J*o,  Px ,  Pg  nach  der  Voraussetzung  im  Gleichgewichte  sind,  so 
sind  auch  die  sämmtlichen  in  den  Richtungslinien  A0Alf  AXA±, 
A%A0  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewichte,  und  das  System  muss 
also  auch  dann  noch  in  Ruhe  bleiben,  wenn  man  sich  einen  der 
drei  Punkte  A0,  AXi  At  als  fest  denkt.  Denken  wir  uns  aber 
etwa  den  Punkt  A^  als  fest,  so  werden  von  diesem  festen  Punkte 
die  in  den  Richtungslinien  Ax  Att  A^A0  wirkenden  Kräfte  ganz 
aufgehoben,  und  es  bleiben  bloss  die  beiden  in  der  Ricbtungs- 
linie  AnAx  wirkenden  Kräfte  übrig;  wären  nun  diese  beiden 
Kräfte  nicht  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  so  wür- 
den sie  sich  jederzeit  auf  eine  in  der  Richtungslinie  A0AX  wir- 
kende  nicht  verschwindende  Kraft  reduciren,  welche  nothwendig 
eine  Drehung  des  Systems  um  den  festen  Punkt  A%  hervorbrin- 
gen müsste,  was  mit  dem  Obigen,  wonach  das  System  sich  in 
Ruhe  befindet,  im  Widerspruch  steht.  Also  sind  die  in  der  Rich- 
tungslinie A0AX  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  und  direct 
entgegengesetzt,  was  in  ganz  gleicherweise  auch  von  den  in  den 
Richtungslinien  Ax  A%  und  A*A0  wirkenden  Kräften  gezeigt  wer- 
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den  kann,  so  dass  also  hierdurch  unsere  obige  Behauptung  voll- 
ständig bewiesen  ist. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  P0,  Plt 
Pt  seien  beziehungsweise: 

x—*o  !l—y  o  _  *— *o 
co8o0       cos/?0  cosy0* 

1)  )  x  —     =  y~V\  .  .  z~zit 

cos«i       cosft      cosy, ' 

_      #t     *  —  ^  . 
cos  «2       cos  j32      cos  ya 

wobei  wir  annehmen  wollen,  dass  diese  Richtungslinien  nicht 
sämmtlich  unter  einander  zusammenfallen ,  unter  welcher 
Voraussetzung  sich   in    denselben    offenbar    immer  drei  nicht 

m 

in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Dreieck  bestimmende  Punkte 
A0t  At,  A%  annehmen  lassen,  deren  Coordinaten  wir  durch 
Vo»  &>»  £i»  Vt>  tii  h>  Vi»  &  bezeichnen  wollen,  und  in  die  wir  uns 
die  Kräfte  Pot  Pt ,  J»,  versetzt  denken  können. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte  PQl  Plt  P2 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  müssen  nach  dem  Obigen 
ihre  Kichtungslinien  in  einer  Ebene  liegen,  und  diese  Ebene 
muss  also  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  A0AlAi  zusammenfallen. 

Die  als  positiv  betrachteten  Seiten 

AoAlf    AlAtt>  A^A0 

des  Dreiecks  A0AlA2  bezeichnen  wir  beziehungsweise  durch 

roi »    rl2«  r20« 

Die  in  dem  Punkte  Aa  wirkende  Kraft  PQ  zerlegen  wir  in 
zwei  Kräfte  nach  den  Richtungslinien  A0At  und  A^Aq,  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachten ,  jenachdem  sie  von  A0  nach  Ax  und  A2  oder  nach  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  Pol  und  PM;  dann 
ist  nach  §.  ±  13): 

J»0co»  a0  =  Pot  t^ik  +  pj*=}«  , 

roi  rto 

2)  {     P0co»ß0  =  jv,         +  Pj*p?, 

r0l  ^10 

P0  cos  y0  =  Pol  S^fe  +  Pe.Spfe. 
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Die  in  dem  Punkte  Ax  wirkende  Kraft  Pt  zerlegen  wir  in  zwei 
Kräfte  nach  den  Richtungslinien  AtAt  und  A0Att  nnd  bezeichnen 
dieselbe,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  je- 
nachdem  sie  von  At  nach  A^und  Aq  oder  nach  den  entgegengesetz- 
teo  Seiten  bin  wirken,  durch  Pl%  und  PlQ;  dann  ist  nach  $.2.  13): 

P.  co«  er,  =  A.-^T"  +  • 

3)  \     J>  cosfc  =  P„  +  Ao5^  . 

Die  in  dem  Punkte  ^  wirkende  Kraft  Ps  zerlegen  wir  in 
fwei  Kräfte  nach  den  Richtungslinien  AtA0  und  und  be- 

zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachten, jenachdem  sie  von  A%  nach  AQ  und  At  oder  nach  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  Pw  und  P%1;  dann 
ist  nach  }.  2.  13): 

/Vos«,  =  p„k^  +  puk=h, 

4)  {  ptC09ß%  =  p^^  +  Ptirb^, 

Durch  Addition  der  vorhergebenden  Gleichungen  erhilt  man: 
Pa  cos  «o  +  Px  cos  e,  +  P%  cos 

=  (n,  -  #W  ^  +  (/'..-/'«)  ^  +  (P»-  Po.)  ™*  > 

/»„  cos  ft,  +  #>,  cos  0,  +     cos  |3, 

= <p«'  -  **«•)      + <''■*  -  *w  ^  +  C»  -    ^  • 

/\>  cos  y0  +  P,  cos  yi  +  />»  cos  y. 
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Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  Pot  Pt ,  P% 
im  Gleichgewichte  sind,  so  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  mit 
Rücksicht  auf  die  vorher  gegebenen  Bestimmungen: 

also  nach  vorstehenden  Gleichungen: 

(  PQ cos a0  -f  Pt  cos a,  +  Pt cos ct  =  0, 

5)  .  .  .  .    J  Poco8|Jo  +  />,cosjSl+/Vos/3Ä  =  0, 
'  /'<>  cos  y0  +     cos  y,  +  /J2 cos  y2  =  0. 

Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  2),  3),  4): 
/^(locos^-^cosao)  =      Pol^  —  r0T"  $ 

P\  (ii  con  0,  - 17,  cos  a, )  =     /», ,  j  —  —  * 


P%  ($2  cos  jS,  —  ri2  cos  a*)  =     Pi0  ^ 


'Ol 

»Ol 

*tO?o  — 

%) 

»fcföi  - 

»20 

also,  wenn  man  addirt,  weil: 

Pol  —  l\o»     ^12  =  ^21  »  ^ 2f»  =  Pot 

ist : 

PoßoCO»ßn  —  i?ocosa0) 

f  ittlCOSft   —  ^COS«,)     J    _  0; 

+  /i«(£icosßa  —  i/4  cos  »») 
weil  nun  aber  nach  1): 
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*0  ^0 
CO8  0fo 

Ii  —*\ 


cos  a 


1 


und  folglich: 


cos  a2 


cosft, 
Vi  —Vi 

COSf», 

cosß2 


cosy0 
cos  y, 
cosy2 


£ rt  cos  /50  -  ij0  cos  a0  =  x0  cos  ß0  —  y0  cos  «o , 
£ ,  cos  0,  —  ?h  cos  «,  =s  xx  cos  /?,  — cos  ux , 
£2  cos  /?fl  —  fjt  cos  a2  =  ,r2  cos  ß2  —  fr  cos  Ofc 
i«t,  so  i«*t  nach  dem  Obigen : 

PQ  (x0  cos  ß0 — y0  cos  a0)  \ 
+      Cri  r<w  /?i  -  yi  cos  a,)    >  =  0 , 
4  i\(rtcosß2  —  »/acoso^)  / 

mif]  wir  haben  daher  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen  : 

«) 

P»  (*0  C0S  /30  —  #0COS  Oq) 

-\  cosft  —  yjcosa,)     }  =  Q, 

+  /Ja      cos     —  t/2  cos  a%) 


+  />i(^i  cosy, -j^osft) 
+  *2  fy*  cos  y*  —  *2  c°s  ftt) 
/>,(:«,  cos  a0  —  x0cosyn) 
-f-  Px  (2,  cos«!  —  xx  cosyi) 
\  l\ (H cüs  a2  —  «t4cos  y2) 


=  0, 


=  0. 


Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  ergiebt  sich  jetzt  also  der 
folgende  Satz: 

Wenn  die  drei  Kräfte  Pot  Px,  P%y  deren  nicht 
sSitimtlich  zusammenfallende  Rieh  tu  ngslinieu  durch 
die  Gleichungen: 
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x~-xQ 

y— yo . 

COS  «o 

cos0o  * 

cosy0 

X — xx 
cos  ax 

y— y\  _ 

cos0t 

cosy4 ' 

X  x^ 

y— y«  _ 

COS  Cfa 

C08/3* 

cosyt 

cbarakerisirt  werden,  unter  einander  im  Gleichge- 
wichte sind;  so  ist  immer: 

PoCOB  «o  +  Px  C08  «i  +  /^COSOj  =  0, 
^0COS/?o  +  ^1  C08/J|  +  P2C08ft|  =  0, 

P0co8y0  f  Px  cosyl  +  P«cosyt  =  0 

und: 

Po  (*o  coa  ßo — yo  008  «b)  ) 
+  Px  (xx  cos  ßx  — yt  cos  at)    >  =  0, 

+  P*  (x%  cos  i?z  -  yzco8  a9)  ) 

*o  (yo  cos  y0  —  2©  cos  AO  J 
+  />i  (yi  cosy!  —  zx  C08ßx)     \  =  0. 
+  P»(yacosyf— lacosfo)  ) 

P0(r0co8ao— ar0cosy0)  \ 

*  I 

+  Px(zxco8ax—xxco8yx)    \   =  0; 

-f  P*  (i»  cos  «2 — x2  cos  y^)  J 

oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

£Pcosa  =  0,    2Pcoaßz=0,  2Pcoay=0; 

£P(x  cos  jS—y  cosa)  =  0, 
27P(y  cos  y  —  z  cos  0)  =0, 
2P(zcos  a—xcosy)  =  0. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  sich  dieser  Satz  auch  um- 
kehren lässt,  nämlich:  ob,  weon  diese  sechs  Gleichungen  erfüllt 
sind,  sich  immer  schliessen  lässt,  dass  dann  die  Krfifte  P0,  Px ,  P*, 
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unter  einander  im  Gleichgewichte  sind ,  wobei  alle  Grossen  die 
ihnen  im  Vorhergehenden  beigelegten  Bedeutungen  behalten  aollen. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass,  wenn  die  sechs  obigen  Gleichun- 
gen erfüllt  sind,  dann  immer  auch  die  sechs  Gleichungen: 

7) 

ZPcoaaz=Qt    £Pcosß  =  0,    27>cosy  =  0; 

^/»(Icos/J-ijcosa)  =  0, 
JEPOjcosy— fcos/3)  =0, 
27*(£cosa-|cosy)  =  0 

erfüllt  sind,  was  aus  dem  Vorhergehenden  ohne  Weiteres  und 
gan*  von  selbst  hervorgebt. 

Wenn  wir  die  Gleichungen: 

PoCOSOo  +  Pj  COS  Oj  +  PjCOSC,  =  0, 

PQcoaß0  +  Px  cos ßi  -f  Ptcosßt  =  0, 

P0  cos  y0  +  P\  cos  Yi  +  p%  co*  y»  =  0 
nach  der  Reihe  mit: 

cos  ßi  cos  y% — cos  yi  cos  ßt , 
cos  yÄ  cos  o,  —  cos  art  cos  ya , 
cos  «i  cos  ß%  —  cos    cos  «2 ; 

oder  mit: 

cos  /3,  cos  y0 — cos  yt  cos  0O , 
cosytcosoo — cos  cos  y0, 
cos    cos  0O — cos  ßt  cos  a0 ; 

oder  mit: 

cos  j?0  cos  yx  —  co»  y0  cos  /3, , 
cos  y0  cos  «i  —  cos  cos  y, , 
cos  o0  cos  ßx  —  cos  ß0  cos  ak 

multipliciren ,  und  daun  zu  einander  addireu;  so  erhalten  wir  die 
Gleichungen : 

/>02V  =  0.   PtN  =  0,  Pt/V=0; 
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wo  N  die  aus  §.  3.  bekannte  Bedeutung  bat ;  aus  denen, 
wenn  nur  nicht,  wie  wir  naturlich  anzunehmen  berechtigt  sind, 
alle  drei  Kräfte  verschwinden,  jedenfalls 

N  =  0 

folgt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  in  einer  Ebene  liegen. 

Nehmen  wir  nun  ganz  dieselben  Kräftezerlegungen  vor  wie 
früher,  so  erhalten  wir  die  Ausdrucke: 

P0c»9O0  =  Pol  li=J°+Pnksd<,, 

r Dcosp0  —  #*0,    —  \  i  02  —  , 

P0cosy0=  P01 

»Ol  rto 

P,  cos  «,  =  Pia  +  P10  , 

r12  »Ol 


Va  —  Vi 


10     _  » 


»"12     '  r01 
P,  cosn  =  Plt  £=A  +  P10  fefÄ  ; 

r12  »Ol 


/».cos«,  =  rja^+ptl  krJt , 


P4co8y,  =  pjt^»  +  Pa  6-=6 ; 


welche,  für 


P0cosoo,  p0C08/?0,  P0cosy0;    P^osaj,  P^os/J^  Pjcos^; 

Pacoso,,  P2cos&,  P2cosyÄ 

in  die  Gleichungen  7)  gesetzt,  zu  den  folgenden  Gleichungen 
fuhren: 
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roi  ri*  r*> 

r01  rl»  r20 

und: 

/•p  jj  \  lo  f/i  —  Ii  .  /  #>  n  \  ~  Vi  h 
(^oi  —  nn)  —  +  in«— rtl)  

Aas  drei  Gleichungeo  von  der  Form: 

«s*+A»y+cti  =  0 

ergeben  sich  bekanntlich  immer  die  drei  Gleichungen: 

i«o(*i  ct— ^6»)  +  ax {b%cQ—c*b0)  +  a.  (60Ci  —  c06i)|ar  =  0, 
I  Oo (6,  c,  —  Ci  6.)  +  O!  (bt  c0  -  c,  60)  +  «i  (Mi  —  c0 bi) }y  =  0, 
I  *o  (*i       ct  6t)  +  fli  (bt  c0 — c,  60)  +  a,  (60  ci  —  c0  bx ) }  z  =  0. 

Verbinden  wir  nun  die  drei  Gleichungen: 
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r01  Ti%  Tio 

(P..  ~  P,o)  +  (P„  -  />..)  5^  +  (P..  -  P..)2jrl3!!=0' 

r01  ^i»  r»o 

(Po,  -  p. .) 10  V  »'» + (p„  -  p») f  1  *•  ~nx 

+  (p,„-p.,)  »«»-»ft»  =0 

mit  einander,  und  bemerken,  dass: 

(lo — Ii )  { fai  —  V* )  (5.  *7o  —  V  .  lo)  —  0?«  —  ^o)  (Ii  i?t  -  vi  la )  I 
+  (Vo  -  Vi)  I  (Ii  17.  ~  %  Et)  (I a  ~  lo)  -        ~  *  lo)  (ti  -I«)  I 
+  (lo  %  —         (Ii  —Ii)  07a  —  i?o) — (la  -lo)  (Vi  —  i?t)  I 

=  Go  %  —  4b  Ii)  t  (Ei  —  W fya  -  Vo)  -  (I*  —  lo)  (Vi — V*)  I 
+  Gi  i7t — 171 10 1  (I, — !o)07o  —  i7i)  -  Go  -  Ii)  (fs  -  Vo)  i 
+  (la %  - 17*  lo)  t Go —Ii) -1?.) - Gi  — *•) (i7o -Vi)) 

=  ßoi?i  —  i?oli)  Uo(i7i— i?a)  +  li07«  —  *7o)  +  la07o— i?i)l 
+  (Ii  ?7.  "  *7i  la)  I  lo  toi  —17.)  +  Ii  (i?a  —  Vo)  +  la  07o — ifi)  I 
+  (lai7o  —  i?alo)( lo (171—17«)  +  Ii  0?a  — 17o)  +  l«07o— i7i)l 

=    Uo(i7i  —  i?a)  +  li(i7a— 17l))' 

ist;  00  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

(P01  —  Pio)  I  lo  (171  - 1?.)  +  Ii  (17.  - 170)  + 1.  (17«  -  171)  I*  =  0 ; 
(Pi .  - P*  1) I  lo (171  -1?.)  +li  (17*  -  i?o)  + 1«  (170  - 171)  l*  =  0, 
(P.*  -  Po«)  I  lo  (171  - 17.)  +  Ii  (17.  -  i?o)  4 1.  (170  ~  171)  P  =  0. 

Durch  ganz  Ähnliche  Verbindungen  dreier  Gleichungen,  wie 
so  eben,  erhalten  wir  aber,  wenn  der  Kürze  wegen: 

[I17]  =  lo(i7i  —1?.)  +  Ii  (171  -  i?o)  f  I.  (170  -  i?i). 

[vQ  =  +  17a  (ta  -  to)  +  V*(to-tl). 

[£]  =  {b(ll-|.)  +  £l  (I,  -  lo)  +  &  (lo-ll) 

gesetzt  wird,  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 
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( P«, ,  -  P, ,)  [W  =  (P,  „  -  PM )  =  (P90  -  Pot)  [{i?]»  =  0, 
( P« ,  -  P, «)  [i?aa  =  (P, ,  - P, , )  =  (P, 0  -  Pos)  =  0, 
(Po,-PIO)  »]•  =  (PI2-P2  =  (P,.-P.J[£)*=:0. 

Die  absoluten  Werthe  der  Grössen 

M.    hfl,  [«] 

sind  bekanntlich  die  Projectionen  des  Dreiecks  A0At  A%  auf  den 
Ebenen  der 

•ry,   jfz,  2*; 
und  weil  nun  nach  einem  bekannten  Satze 

ist,  der  Flacheninhalt  des  Dreiecks  A0AXA^  aber,  insofern  wir 
wieder  annehmen,  dass  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  nicht 
zusammenfallen,  nicht  verschwindet,  so  können  offenbar  die  Grössen 

isvh  ha.  im 

nicht  zugleich  verschwinden,  es  muss  wenigstens  eine  nicht  ver- 
schwinden ;  daher  muss  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  jederzeit 

Poi  -  Pio  =  0 ,    P,*-  P21  =  0,   P20-  POT  =  0 

oder 

Pol  ~  Pio»    P\i  =  Pix »    Ptro  —  P<« 
sein,  woraus  «ich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Kräfte 

Poif  Pio»    Pia»  P*i  5  P 20»  Po» 

absolut  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  folglich  die  Kräfte  P0, 
,        im  Gleichgewichte  sind.    Daher  haben  wir  den  folgen- 
den Satz: 

Wenn: 

g-*o  _  y— ih  ^  *— *o  w 

COS  Co        CO8  0O  cosy,/ 

x—xx       </  — */i  _  2—2! 
cos  er,        cos/jj  cosyi' 

*  —  _  y  — _  2— _1* 
cosa,       C08/3Ä  cosy4 

die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusammenfallen- 
den Richtungslinien  der  drei  Kräfte  P0,  P,,  P,  sind, 
and  die  Gleichungen: 

Theil  XLVI.  13 


Digitized  by  Google 


1 


18Ö  Gruneri :    Sene  analytische  Enticicketung  der 

-2Pcosa  =  0,    2/>co*0  =  ö,  2Pcosy=0; 

ZP{x  cos  ß  —y  cosa)  =  0, 
£P(ycos  y  —  ~-  cos/3)  =  U, 
2;A»(2cos«— .rcos  y)  =0 

Statt  finden;  so  sind  die  drei  Kräfte  P0,  Pl9  P2  unter 
einander  im  Gleichgewichte. 

In  Folge  der  beiden  vorher  bewiesenen  Sätze  lässt  sich  nun 
aber  der  folgende  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusam- 
men fallen  den  R  ic  htu  ngsli  n  ie  n  d  er  d  rei  K  räfte  P0,  Px*  P%'. 


C08Oo  COsß0  '  COSJ'0 

_  y—y\  _  z_z2i  f 

oosc,        cosßt       cosy, ' 

_  y— y*  _  z~z% 

cosa2        cosßt  cosy2 

sin  d  ;  so  sind: 

2:Pcosa  =  0,    2PcoBß=z0,  £Pcosyz=0; 

ZP{x  cosß  —  ycose)  =  0, 

EP{y  cos  y  —  2  cos  ß)  =  0 , 
2 P  (2  cosa  -  orcosy)  =  0 

die  nothwendig-en  Bedingungsgleichungen  für  das 
Gleichgewicht  dieser  drei  Kräfte. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Richtangs- 
linien  der  drei  Kräfte  P0,  Px,  P2  mit  einander  zusammenfallen, 
in  welchem  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  offenbar  dadurch 
vollständig  bedingt  wird,  dass  zwei  dieser  Kräfte  io  der  gemein- 
schaftlichen Richtungslinie  nach  einer  Seite  bin  wirken,  die 
dritte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  dass  die 
Summe  der  beiden  ersten  absolut  genommenen  Kräfte  der  dritten 
absolut  genommenen  Kraft  gleich  ist.  Nehmen  wir  nun,  um  die 
Begriffe  zu  fixiren,  an»  dass  die  beiden  Kräfte  Pot  Px  nach 
einer  Seite  hin  wirken,  die  dritte  Kraft  P%  nach  der  entgegen- 
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gesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  unterscheiden  die  folgenden,  rflck- 
sicbtlich  der  Vorzeichen  der  Kräfte  möglichen  Fälle: 


\ 
\ 

so  ist  die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
wichts der  drei  Kräfte  offenbar  beziehungsweise: 


Po 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

negativ 
positiv 

p0+p,+p, 


o, 

:0, 
0, 

0; 


^o-A  +  P, 
zwischen  den  Winkeln 

«o»  Po»  k>;  «i»  ßi»  n>  «*»  ß%*  y* 

finden  die  folgenden  Beziehungen  Statt: 

a0  =z  at  =  180° —  a2  , 
ß0  =  ßl  =  180« -ß,, 

yo=n  =  ^a°-ra; 

ao  —  ai  =  ««  » 
ßo  =  ßi  —  ß*  » 

Yo  =  Vi  =yt; 

180o_ffl  =  180°-a2, 
180°- =  I80°-j?4, 
180° -y,  =  180» -y,; 


13' 
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ßo  =  180" -ft  =  ßit 
Yo  =  180°— y,  =  y*; 

folglich  zwischen  den  Cosinussen  dieser  Winkel  die  folgenden 
Beziehungen: 

icosor0  =  cosa,  =  — cosa«, 
cosß0  =  cos /3|  ==  —  cos  02  t 
cosy0  =  cosy,  =  —  cosy«; 

/  cos  a0  =     cos  a,  =     cos  a2 , 

<  C08j30  =      COS/3,  =  COS0,, 

\  cosy0  =     cosy,  =  cosy4; 

/cosa0=  —  cos  er,  = — cosa,, 
|cos/30  =  —  cos/S,  =  —  cos/?,, 
(cosy0  =  —cosy,  =  —  cosyt; 

i  cosa0  =  — cosa,  =  cosa«  , 
1  cos ß0  =  —  cos /3,  =  cos/3, , 
[  cos  yo  =  —  cos  yi  =     cos  y*  • 

Werden  nun  in  den  einzelnen  hier  betrachteten  Fällen  die  Glei- 
chungen: 

Po  +  P,-P,  =  0, 
P«+/>.+  /,2  =  0, 

Po-P,  +  Pa  =  0 

als  erfüllt  vorausgesetzt,  so  folgen  daraus  durch  Multiplicatioo 
mit  den  obigen  Cosinussen  in  allen  Fällen  die  Gleichungen: 

P0  cos  a0  -f-  P,  cos  a,  +P„cos  a*  =  0, 
P0cos/3o  +  A  cos/3,  -f  PBcos/3a  =  0, 
P0cos  y0  +  P,  cos  y,  +  Pt  cos  yt  =  0. 
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Werden  umgekehrt  die  Gleichungen: 

P0 cos  a0  -+  Pl  cos «|  -f  P2cosa±  =  U , 
P0coaß0  +  P,  cos/3,  -f  Pa  cosß2  =  0, 
P0  cos  y0  +  P,  cos  y,  -f  P2  cos  ya  =  0 

als  erfüllt  vorausgesetzt;  so  hat  man  vor  allen  Dingen  zu  be- 
achten, dass  wegen  der  Gleichung 

cos  cr0a  +  cos  ß0*  +  cos  y0*  =  * 

jedenfalls  mindestens  in  einer  der  drei  folgenden  Reihen: 

coscr0,  cosa, ,  coscr^; 
cosft),  cos/?,,  cos/V, 
cosy0  ,  cosy, ,  cosy, 

die  absolut  gleichen  Grössen  nicht  verschwinden,  und  dass  also 
aus  den  als  erfüllt  vorausgesetzten  drei  Gleichungen  mit  Rück- 
sicht auf  die  obigen  zwischen  den  Cosinussen  Statt  findenden 
Relationen  jederzeit  durch  Division  respective  die  Gleichungen: 

Po  +  P,-P,=0, 
P0+P,+P,  =0, 

P0-P,-P,  =0, 

P0-P,+  P,  =  0 

folgen. 

Hieraus  ergiebt  sieb,  dass  im  vorliegenden  Falle  das  Gleich- 
gewicht zwischen  den  drei  Kräften  Pa,  P, ,  P,  vollständig  durch 
die  drei  Gleichungen: 

P0  cos  «0  +  Pi  cos  <*,  +  P-i  cos  aa  =  0, 
P0cosj50  +  P,  cos/3,  +  P,cos/3a  =  0, 
P„  cos  y0  +  A  c°s  Xi  +  /J»  c°s  ya  =  0 

bedingt  wird. 

Setzen  wir  nun  aber  diese  Glsichungen  als  erfüllt  voraus, 
so  ist: 
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P0  (x0  cos  ßQ  —  y0  cos  o0) 
-f-  Px  (xx  COS  ßi  — yt  cos  crl) 
+  P9  (xt  cos  ß%—y%  cos  a%) 
=  +  P0OoCOsj30  —  y0cosa0) 
+  A  (.r,  cos  0,  — ^  cos  «, ) 

—  (Pocos0o  f  Pxcosßx)xt  +  (PoCosao  +  ^cosoOy, 
=     Po  I  (*o  —  ^2)  cos  ßn  —  (y0—y%)  cos  «o  I 

+  *t  I  (*l  —  ^2)  cos  ßx  —  (y,  — ya)  cos  at  | , 

Jotyocosyo-Iocos/Jo) 
+  P\  (yi  cosyi—  z,  cosft) 
+  J>»  (y»  cos  y2  —  z*  cos  02) 
=     Po  (Vo  cos  y0  -    cos  j?0) 
+  PityiCos  y^z^osfr) 

—  (P0  cos y0  +  Px  cos  y, ) y2  +  (P0  cos  0O  +  Px  cos  0, )  z* 
=     Po !  (#0  —  y2)  cos  y0  —  (:0  —  z»)  cos  ß0 } 

+     J  Cy t  -y2)cosyi  — (Zj  — ^cos^U 

P0  (r0  cos  «„  —  .r0  cos  y0) 
+  P\  (2i  cos«,  — xx  cosy,) 
+  Pa  (zj  cos  <xa  —  .r2  cos  y2) 
=     P0  (z0  cos  «o — *o  cos  y„) 
+  P\  (*i  cos  a,  —  xx  cos  yj ) 

—  (P0  cos  «0  +  Px  cos  a, )  2j  4-  (P0  cos  y0  +  P,  cos  y, )  *2 
=     Po  \  (2o  —  22)  cos  a0  —  (*0 — x2)  cos  y0 } 

+  ?i  l  (2i  —  22)  cos  c,  —  (xx  —  x%)  cos  yi  J. 

Weil  aber  die  Richtungsliuien  der  drei  Kräfte  nach  der  Voraus- 
setzung mit  einander  zusammenfallen,  so  ist  wegen  deren  Glei- 
chungen : 

(X0  —  .T2)  COS  0o  =  (yo  —  #2)  COS  «o , 

(yo—yj  cos  y0  =  (z0  -  *t)co8  0o, 
(  Zo  —  z^)  cos  «o  =  (ar0  ~  ^2)  cos  y0 

und: 

(*,  —  ar2)  cos  &  =  (yx  —  y2)  cos  er, , 
(.Yi  — .V2)  cosyi  =  (zt  —  z^  cosfl,  . 
(zi  —  z2)  cos«i  =  {xx  — x%)  cosy,  ; 
a|«o  nach  dem  Obigen: 

P0  (tf0  cos  /So  —  ,y0  cos  cr0)  J 
+  P,U1cos|?1— yjcos«!)  |  =0, 
+  P2Oracos02  —  y2cosa^)  ' 
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^o(^oC09y0  — :0cos|30)  \ 
"f  ^lfylCOSft  -xxQoaßx)  j  =0, 

P0(zocosa0~x{>cos>y0)  \ 
+  Px  (z,  cos«,  —  xx  cosy,)  j  =0; 
+  P2  (z^  cos  a,t  —  x%  cos  y2) 

woraus  man  sieht,  dass  im  vorliegenden  Falle  diese  letzteren 
Gleichungen  jederzeit  von  selbst  erfüllt  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen : 

P0 cos  «o  +  Px  cos  a,  +  P% cos =  0, 
P0  cos  ß0  -f  />,  cos  ft  +  PÄ  cos  =  0  , 
P0cosy0  +  Px  cosy,  +  PÄcosyÄ  =  0 

erfüllt  sind,  oder  dass  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  jene 
Gleichungen  aus  diesen  Gleichungen  folgen. 

Mit  Rucksicht  auf  die  früheren  Sätze  kann  man  nun  ohne 
alle  Einschränkung  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der 
drei  beliebigen  Kräfte  Pot  PXI  P2 

cos«0       cos0o  cosy0* 

x  —  X\  _  y  —  Vi  _  t 
cos a,       cos  ßx      cos  yx 


cosa4       cos0a  "  eosya 
sind,  so  sind: 

27>cosa  =  0,  ZPcoaß  =  0,  -2Pcosy  =  0; 

2P(xcoaß— ycosa)  =  0, 
2P(ycosy  —  zcos/3)  =  0, 
2;P( :  cos         cosy)  =  0 

die  nothwendigen  Bedingungsgleichungen  für  den 
Zustand  des  Gleichgewichts  zwischen  diesen  drei 
Kräften. 
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Bedingungsgleichungen   für  da«  Gleichgewicht 
zwischen  beliebig  vielen  Krülten. 

Bevor  wir  zur  Eufwickelung  der  gesuchten  Bedingungs- 
gleichungen selbst  übergehen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  für 
auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  die  Resultirende  bestimmen 
lässt. 

Die  gegebenen,  sänimtlicb  auf  den  Punkt  (abc)  wirkenden 
Kräfte  seien: 


und: 


Po»  P\  *  ^a»  P3  Pn 


i) 

x —  a 

z—c 

COÖCf0 

""  cosß„ 

cosy» 

x  —  a 

=  f  _»  - 

cosa, 

cos/3, 

cosy, 

x  —  a 

_  y~b 

z — e 

cos  Ca 

~  cos^  ~ 

cosy, ' 

U.   S.  IV. 

^  —  «  _  >/  -  6        i  —  r 

COSöw   ~~  COsß„  ~~  CoTyn 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien;  die  Uesultirende 
dieser  Kräfte  sei  K  und 

•r~ o  _  y  —  A  z  —  r 
cos<p  ~  cost//      cos  2 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  P0,  Px  sei  fl,  und 

Z  —  c 

cosy,  ~~  COS  l\)x  ~~  COSft 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslioie ;  so  ist  nach  §.2.  6): 

Rx  cos      =  P0  cos  <r0  +  Pl  cos  «,  , 
ÄiCosi/zj  =  y^cos^o-f-/^ 

cos*,  =  <*Vosy0  +  Px  cosy,. 
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Die  Resultireode  der  Kräfte  Rlt  Pa,  also  die  Resultirende 
der  Kräfte  Pn,  P, ,  Pa,  8ei  R2t  und 

x  —  a  y  —  6  z  —  c 
cos<ps      costy2  cosjfe 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie ;  so  ist  nach  §.  '2.  6): 

71*2  cos  g>2  =  P,  cos  qp,  -f-P2cosas, 
Pa  cos  i//a  =  ßj  cos  i^i  -f  Pa  cos  0a , 
#a  cos  ^2  =  Ä,  <*os  %t  ■+  Pacosya; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

H%  cos  q> ,  =  P0  cos  o0  -f  P,  cos  ^  +  P4  cos  a« , 
R2  cosi^  =  P0cos/30  +  P,  cos/?!  +  P^osßt , 
R%  co*  z,  =  P0 cos  y0  +  P,  cos  y,  +  P9  cos  ya. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  R2,  P3,  also  die  Kesultirende 
der  Kräfte  P0,  P, ,  P» ,  P3,  sei  Ä3 ,  und 

x  —  «  y  —  b  z  —  c 
cos<p3      costf/j  vosfo 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie;  so  ist  nach  $.2,  6): 

R3  cos  <pz  =  ßa  cos  <p2  +  P3  cos  aB , 

R3CO*ty6  =  R2C08ty%  +  P8COS08, 

ff8  cos  X3  =      cos     +  P8  cos  y3 ; 
al«o  nach  dem  Vorhergehenden: 

R9  COS  053  =  P0  COS  O0  +  P,  COS  C,  +  P9  COS  Og  -f  P3  cos  o3 , 
J?3  cos  i^3  —  P0  COS  /?0  -f  Pj  COS  /?!  -f  -  Pj  co&ß%  -f-  P3  cos  £3 , 
#3  cos  %3  =  P0  cos  y0  +  Pj  cos  y,  +  Pa  cosy,  +  Pa  cosy3. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem 
Zweifel,  und  es  ist  also  nach  dem  sich  hier  kund  gebenden  Ge- 
selle und  in  analoger  Bezeichnung  für  eine  beliebige  Anzahl  von 
K'Hften: 
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ßncos  <pn  =  P0cosa0  +  P,  cosa,  -+  Pacosaa  -f ....  -f  P«cosa„, 

Rn  COS  tym  =  POCOS0O  -|-  P,  COS  /5,  +  P„  COS  0*  +  ....  +  PnCO&ßn  , 

tf„  cos     =  Po  cos  y0  +  Pi  cos  y,  +  P,  cosy,  + . . . .  +  Pn  cos  y, ; 

oder,  wenn  man  jetzt  fiir  ß„,  q>n,  t//„,  ^  beziehungsweise  /?. 
<p,  i^,  x  schreibt: 

Äcos  <jp  =  P0 cos er0  +  P,  cos o,  +  P2 Cosa,  + ....  +  P„ cosa« , 
ßco6if/  =  P0 cos 0O +  P,  cos /3,  +  P,cos/J,  +  ....  +  PIlcos|3ll, 
Äcos  %  =  P0cosy0  +  Pt  cos  yt  +  P2  cos  y;  + ....  +  P„  cos  y„ ; 

oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

3) 

Rcoscp  =  ZPcosa,  Äcosij»  =  2Pcosß,  Rcos%  =  ^Pcos y; 

aus  welchen  Gleichungen  /?,  <p,  tf;,  ^  bestimmt  werden  müssen, 
wobei  wir  uns  jetzt  nicht  aufhalten,  weil  diese  Bestimmung  für 
unseren  nächsten  Zweck  nicht  erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  den  durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten 
Richtungslinien  der  Kräfte 

■o »  P\ »  P*>  P3  ,  . . . .  Pn 

beliebige  Punkte 

fo>yo*o) »  (*i  y%  *i ) »  (^y»*«) »  •  •  •  • .  (*«.yn  in) 

annimmt,  deren  als  positiv  betrachtete  Entfernungen  von  dem 
Punkte  (a6c)  beziehungsweise  durch 

*0 »  rl  »       »  **8 >  •  •  •  •  rn 

bezeichnet,  und  die  Krallte 

Po»  P\  »  P%*  P3 »  •  •  •  •  Pn 

als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenacbdem  sie  von  dem  Punkte 
(abc)  nach  den  Punkten 

(*o3to*o),  (*i.Vi*i),  (arn.VÄ2.) 

hin,  oderfnacb  entgegengesetzten  Richtungen  bin  gerichtet  sind  ; 
so  ist  nach  §.  1.  5): 
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cosa,  =  SC«.    co8j5o  =  fc»,  C08y„  .  , 

cosa,  =  — —  ,    cos0,  =      — .  cos  Vi  =  i 

ri                        ri  »*i 

x% —  o          n       «a — b  2,  —  c 

cosa,  =  — - — ,    cos/3a  =  u-1  ,  cosya  =   ; 

r*                        r9  ra 

u.  s.  w. 

Xn  —  a                        yn  —  b  Zn  —  Cm 

  .        Pne  A<                  ~              i  .  _  nr\B  «<     ,   • 


cosa«  =  — — —  *    cosßn  =     y_    >    cosy„  — 
also  nach  2): 


4) 

RcOBfp  =  P0  —       +  P,  -4 —  +  P,— - — +.. ..  +  P«— — , 

r0  Tl  Tt  Tn 

*0  rl  ra  7« 

ÄCO.  x  =  +  Plh=°  +  p,is=£  +....  +  «,*=«. 

»0  ri  r2  r» 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass 

Pq>  ^1»  ^a>  ^8»  •••• 

beliebig  viele  Kralle  und  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien: 

5) 


y  — ^0 

C08  Cr0 

cos  /30 

X  —  Xi 

y-yt 

C0S«| 

cos/3, 

y— y* 

COS  «2 

cos|32 

11.  S.  W. 


— xn  y— y»      *  — ?B 

cosa«       cosßn  cosyB 

seien.  Um  die  notwendigen  Bediogungsgleichungen  für  das 
Gleichgewicht  dieser  Kräfte  tu  Qnden,  nehmen  wir  drei  beliebige 
Punkte 
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(a'6V),  («ff6V),  (a"'b"'c"') 
;:n,  und  ziehen  von  jedem  dieser  Punkte  durch  alle  Punkte 

(*o  #o  *o)  *  ( *i  V i  *i ) »  (-*a3f2  «*>»•••• »      y«  *■) 

Gerade.  Nach  diesen  Geraden  als  Richtungslinien  zerlegen  wir 
jede  der  Kräfte 

A*o  ,  /"'i  ,  A'a  ,        ,  ....  Pn 

in  drei  Kräfte,  welche  wir  beziehungsweise  durch 

p  /  p  h  p  m.    p  '   p  "  p  «/.    p  t   p  tt  p  m.       .  p  t  p  "   p  /w 

bezeichnen,  und  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem 
sie  nach  den  von  den  Punkten 

{a'b'c')y  (a'W),  {ambMcm) 

nach  den  Punkten 

(*oi/o*o).  (^i.'/i^i).  (*aya*2)>  . (ar„ywzB) 

bin  genommenen  Richtungen,  oder  nach  den  entgegengesetzten 
Richtungen  hin»gerichtet  sind.  Bezeichnen  wir  dann  die  als  positiv 
betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

(*o#o *o) »  (*i  y\  h)  »      y« **) » •  •  •  • » (*»y«  *») 

von  den  Punkten 

(a'6V),  (a'7/V),  (flW) 
beziehungsweise  durch 

r0',  r0",  r0"';    rt'f  r,",  r/";    r,',  r2",  ra"';         rw',  r„",  rw'"; 
so  ist  nach  §.3.  10): 

P  onatt  —  P  '  Jr°"~'a/  4-  P  '>X*~a"  •  p  w^Q"-  <1"' 

ro  »o  *o 

r0  r0  r0 

I 

P  f»nav  —  p  '  r°  ~"  c'  ip»1"     c"   I  p  w  *o  —  bm  . 

f0cosy0  —  '  o     rr  r*o     IT"     t  *  o      _  w  » 

ro  ro  ~o 

P  nns«    —  P  '  Xl  ~~  ^  I  P  "XX  ~"  Q'  I  P  « ^  ~  flW 

*  i  cos  «1  —  '  \      —7     r  /  I       ~T/    +  *  i       —«7  » 

rI  M  rl 

p,  eosA  =  #y  *z£ + /T^T  > 

Peosv        P'Zl  ~~C>  I  P  "*l  ~  C"  IT'«1*-0"'  . 

*  i  cos  yi  —  *1  +  '  I  ^7? — r  *  I      rjw  » 
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p  0nmmt   n  ,x*    a'  i-  /» »>a?a    q"_i  n  mX%  a" 

f%e08  O,  —  —7  h  #  ,  +  *  a        ,  m  » 

r,  r,  r4 

t%  r%  r% 

P,  co8  r,  =  #».'        + ft»         +  #>,-  is^£ : 

r,  ra  r* 

u.  s.  w. 

/»»cos«.  =  /»„'  — — —  +  /»„  — —fr-  +  P.'"  — , 

r.  r« 

P.  cos  ft.  =  /V  +  />„»  ^  +  . 

r»  r»  r. 

/>.cosy»  =  />.'-^,-  +  P»''  h^  +  p*hZj£.. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Resultirenden  alier  in  den  Punkten 

(n'b'c'),  (a"b"c"),  (aMbmcm) 
wirkenden  Krfifte  durch 

TT,    TT',  nm 

* 

und  die  Gleichungen  der  Richtungslinien  dieser  Resultirenden 
durch : 


x —  a' 

_  9  -  *' 

cosqp' 

COS  1^' 

cos  ' 

x —  a 

cos  <jp" 

x-b" 
~~  cost/;" 

x-c" 
-  cosX"  • 

x—am 

COB(pm 

—  e  -a 

COS  1^"' 

~~  cos  •f ' 

so  ist  nach  4): 

ro  ri  ^«  r. 

n'cx-  =  P0>^  +  P,'^-'  +  /V^'  +....+  Pn'  2^ ; 
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ii  cosg>  —  /»o  -f  /\  — —7—  +      ——7—  +  ...-f „  „  , 

ro  ri  ra  Tn 

iTco««/'  =  C3^  +  H"  +  JV*^4,...+JV*££ 

rO  "l  *2  Tm 

IT  cos*"  —  PS  2°  ~  c"  4.  p  "  *'  ~  c"  4.  p  "  **— c"  1    .  .  p  «!"Zff. 

ro  *i  »*  Tn 

11  cosgp   —  /-()      r^/w    +  /  i      ^     +  /^a  -  ^    +  . . . . 

•  p     g*  ^ 

 +  I«  » 

rn 

nW  =         +  ir*f£  +  *y^+ .... 

•  •  •  •   I  *»  _"  ff;   • 

r« 

11  cos*  —  #-0  +  fx  -f-^a  -__^.#>t< 


Stellen  wir  jetzt  die  noth wendigen  Bedingungsgleichungen  für  das 
Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  J7',  JI",  IV"  auf,  so  erhalten  wir 
offenbar  unmittelbar  die  gesuchten  nothwendigen  Bedingungs- 
gleichungen für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 

^O»  P\*  P*>  P*>  #V 

Nach  §.  5.  sind  aber  die  in  Rede  stehenden  Bedingungsgleichungen  : 
JI' cos  9>'+  JI"cos<p"-f  nmcos(pM  =  0, 
Jl'cosy'  +  JI"  cos  <  -f-  JIwcos^w  =  0, 
JI'cos    +  JI"  cos  f  +  nm  cos  z'"  =  0; 

JZ'(a'  costf;'  —  o'cosy')  \ 
+  Jl'V'costj/'  -b"  cosip")  [=0, 
-r  J7W  (a  "'cos  V/w  -  6"cos  <pM)  ' 

U'  (6'  cos  %'  —  c'  cos  \ 
+U"(o"cosX"-c"cosl/')  >  =0, 
+  JZ'''(6"co8xw-c"cost|/'')  7 
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TL'  (c'  cosqp' — a'  cos  %')  \ 
+  ü"(c"  cos  q>"-a"  cos  z")  (  =  0; 
+  il»  (cw  cos  (pM  —  ow  cos  %m)  ) 

nnd  diese  Gleichungen  müssen  nun  mittelst  des  Vorhergehenden 
weiter  entwickelt  werden. 

Zunächst  erhält  man  mittelst  der  oben  gefundenen  Formeln 
auf  der  Stelle: 

JT  cos  <p'  +  II"  cos  <p"  +  JF'  cos  <pw 
=  Pocosao  +  ^coso,  +  P^cosoj  +       +  />licos«„, 

n'cos^'  +  J7"cost//'  +  nmQo&ym 
=  P0cos  0O  +     cos  fr  +  P2  cos  ßt  + . . . .  i  /»„cos  0„, 

JT  cos  %'  +      cos  f  -f  /I"'  cos  xw 
=  P0 cos y0  +  Pt  cos  y,  +  /\cos y2  +  ....  +  />„ cos y«. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen; 

Ü'  (a'  costf>'  — 6'  cosqp') 
+  JI"(a"  cosV  -6"  cosg>") 
+  71"'  (aw/  cosV>w  —  6W  cos  <pm) 
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U.  8.  W. 

+"."(«"^-*"£V7-) 

II.  8.  W. 

+  pi  ^«  ^  6  -jrsr-; 

+      ^  —  •  6  -^r-; 

U.  8.  W. 

x  #>  >»f ~>»y*  ~     u,$ — «"'\ 

+/H"  "IT" — * 

_    p//,  y»— *'  „  *o— «"\ 

+Pn  r0^* — yn~<r) 
+P>..(X  *»-a"'i 
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U.     6.  »V. 


+  P, 

-Si(/.1.^+pi^-+pi^') 
+ ^#v»=*+ 

u.    s.  w. 

Th.il  XLVI.  14 
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a-n  -  «'" 


=  P0  (.r0  cos  ß0—y0  cos  Oq) 
+  Pt  (j-,  cos  fr  — yj  cosa,) 
+  P%  (x2  cos    —y2  cos  c^) 

U.     8.  W. 
f  P«  (aro  COS  ßn  -  >C08  <*„). 

Weil  sich  nun  die  übrigen  obigen  Bedingttngsgleicbungen  de« 
Gleichgewichts  der  Kräfte  77',  J7",  //'*'  ganz  eben  so  behandeln 
lassen,  so  erhalten  wir  als  Uedingungsgleichungen  des  Gteichge 
wichts  der  Kräfte 

^o»  P\*  P%*  P*»  '  •'•»  Pf* 
die  folgenden  Gleichungen: 

P0 cos cr0  -f  Px  cos a,  -f  P2cos  <rs -f . . . .  +  Pn  cos  er«  =  ö, 
P0cos/J0-f  P1cosjS1+P4cos/?,-f....+  Pllco80ll  =  0. 
P0  cos  y0  +  P,  cos  yi  +  Pa  cos  ya  + . . .  .-f  P»  cos  y„  =z  0 ; 

P0  (x0  cos  0O  — y0  cos  a0) 
-r^fo  cos/5,  -^cosor,) 
+  P,      cos  jS,  —i/2  cos  ©a)   J>  =  0, 
u.  s.  w. 

+  Pn  (*»  COS  ßn  — ^»  COS  «»)  / 

P0  (tto  cos  y0  —  2a  cos  0O) 
+  Pi  (yi  cosy,  —  zj  cos fr) 
+  />*(y»co8ya-zacosj?f)    y  =0, 

U.  8.  W. 

-f  P»  (y«cos  y» — X«  COS  ßn) 
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P0  (r0  cos  «o — *o  «os  y()) 
-f  Pt  (ii  co8crt  — xt  cosyi) 
f  /^(rjcosof,  —  :r»cosya)    >  =  0; 

U.  8.  W. 
+  Pn  (in  COS  er« — X*  cos  y,) 

und  haben  daher  jetzt  den  folgenden  HaupUatz  der  ganzen  Statik : 
Für  beliebige  Kräfte 

^0»  f*H  P%>  P*  >••••»  Pn» 
deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen: 

x—x0     y—y0  _  *—*o 

cosa()       cosft,  cosy0* 

cosofg       cos/?i      cosyi ' 

x  —  r2   ^  y  —  i  —  *a 

cosa,  ~~  cos/3a  cosy.j' 

u.   s.  w. 

*  —  JT»  _  y—yn  _  Z  —  in 

cosa«  ~~  cos/S«  "~  cosy» 

chara  k  ter  isirt  sind,  sind  die  nothwendlgen  Bedingungs- 
gleichungen des  Gleichgewichts: 

<£/>cosa  =  0,    £Pcosß=:0,  2Pco*yrrO; 

2P(x  cos  0— y  cosa)  =  0, 
2P(y  cosy  —  z  cos ß)  =  0, 
(i  cos  «  —  x  cosy)  =  0. 

§.  7. 

Resultirende  beliebig  vieler  Kräfte. 
Die  gegebenen  Kräfte  seien  wieder: 

^0 *  P\*        »  Pt  t  >  >"»  Pn 


und: 


14' 
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1) 

*  —  J?n  _  =  y  —  y„  _  *  — 

COS  Cf0  COS  /30         COS  Yo  * 

cos  a,       cos  ^|     "  cos  yE  * 

x—x%  _y—y*  _  z  —J*  f 
cosäj       cos/Ja  cosya* 

U.      8.  W. 
■T  —  JTW  _  y~  yn  _  2  — tn 

cosß«    ~  cosß„  cosy« 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien. 

Dio  Resultirende  dieser  Kräfte,  insofern  es  eine  solche  gif  hr, 
was  durch  die  folgenden  Untersuchungen  seihst  erst  weiter  er- 
mittelt und  entschieden  werden  soll,  sei  /»\  und 


2) 


x  —  X     y  —  Y  _z-Z 


cosg?       cost/;  cosjf 

seien  die  Gleichungen  der  Richtungslinie  dieser  Resultirenden. 

Zuerst  gehen  »vir  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  es  für 
die  gegebenen  Kräfte  eine  Resultirende  R  wirklich  giebt.  Dann 
giebt  es  für  die  gegebenen  Kräfte  auch  eine  Aequipoliente,  welche 
der  Resultirenden  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  daher 
—  R  ist,  insofern  wir  die  Gleichungen  2)  auch  als  Gleichungen 
der  Richtungslinie  der  Aeqnipollenten  betrachten.  Da  nun  die 
Aequipollente  mit  den  gegebenen  Kräften  im  Gleichgewichte  ist, 
so  dass  also  zwischen  den  Kräften 

/*o  »  P\  t   P-i  >   P$  ,   Pn ,  —  R 

deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen  I)  und  2)  charakteri- 
sirt  sind,  Gleichgewicht  Statt  findet,  so  haben  wir  nach  §.  6.  die 
folgenden  Gleichungen: 

SPcona  —  Rcttaq)  =  0, 

ZPcosß—RcoKy  =  0, 

ZPcosy — Rco&x  =ö; 

2P(xcosß~ ycosa)  -  Ä(^coat/>  —  Fcosp)  =  0, 
2P(gco8y  —  zcoaß)  —  ß(Fcos  %  —  Z  costy)  =  0, 
2P(t  coso— arcosy)  — JK(Zcos9— Aicos  x)  =  0; 
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oder: 

3) 

Rcoaq>  =  £Pcosa,    Koos  y  =  2Pcosß,    Rcos%  =  ZPcosy; 

Ä(Acost//  —  Ycosy)  =  £  P(a;  cos  ß—  ycoso), 
/f  ( h'cos  x  —  Z  cos  v>)  =  £P{y  cos  y  —  x  cos  0), 
/f  (Zcosgj—  Acos  j()  =r  -£P(zcosa  —  xeosy); 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  immer: 

4) 

L=z£Pcnsa,    M=2Pcosß,    N  =  ZPcosy; 

Nx  =  £P(x cos  ß  —  y  cos  a) , 
Lx  =  2P(y  cos  y  —  r  cos  ß) , 
.t/,  =  £ P(z  cos  a —  xeosy) 

5) 

/?cosqp  =  L,    Rcosty  =  M,    Rcos%=:  IV; 

Ä(Ac08lp—  )'cOSqp)  =  ZV,  # 

R(Ycos  %—  Zcosty)  =■  L, , 
R(Zcos(p  -  Acos  x)  =  i*fi ; 

6) 

Rcosq>=L,    Äcostf;  =  /W,    /fcos*  =  2V; 
tf,-;VA  +  LK=,0, 

J/.-JLZ  +iVA  =  0. 

Wenn  wir  die  drei  letzten  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
Nt  L,  M  muUipiiciren  und  datin  zu  einander  addiren,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

7)  hLx\MMx\^JSx  =0, 

welche  Elemente,  die  *ich  auf  die  Resultirende  beziebeo,  gar 
nicht  mehr  enthalt;  und  wir  haben  daher  den  folgenden  Satz  : 


oder: 
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Wenn  es  für  die  Kräfte 

Po  >  P\  t  1*2»  ^8  »  •  •  •  • » 

eine  Res.ulti rende  giebt,  so  ist  immer: 

LLX  +  M  Mt  +  iV/Vi  =  0. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  aber  ferner  unmittelbar  der 
folgende  Satz: 

Wenn  die  Gleichung: 

LL^MM^ISNl  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

/*0 »  Pl*  *\ »   ^8  f  «  ■ 

keine  Resultirende. 

Wenn  wir  aus  den  drei  ersten  der  Gleichungen  6),  natürlich 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

cos  <p*  +  cos  ij/*  +  cos  %*  =  1, 

die  Grössen  R  und  <p,  t^,  %  bestimmen;  so  erhalten  wir  die  Aus- 
drücke : 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

_  L   L  ^ 

itf  Jtf 

e„^  =  -Ä  =  ±7— — j^,, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  für  cos <py  cost/>,  cos  2  nur  end- 
liche bestimmte  Werthe  erhalt,  wenn  die  Grosse 

nicht  verschwindet,  wenn  also  nicht  zugleich 

L  =  0,    iW  =  0,   iV  =  0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  eine  der  drei  Grössen  ht  /W,  N  nicht 
verschwindet. 
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Aus  allem  Bisherigen  erbellet  nun,  dass,  wenn  wir  uns  über- 
haupt die  Aufgabe  stellen:  die  Kesultirende  der  Kräfte 

Pn»  P\*  P%f  1*9  

zu  bestimmet),  wir  jedenfalls  von  den  beiden  Voraussetzungen 
ausgeben  müssen,  dass  die  Gleichung: 

LLt  +  MMX  f  iVJV,  =  0 

erfüllt  ist,  und  dass  die  drei  Grössen  L,  M ,  N  nicht  sämmtlich 
verschwinden. 

Um  nun  unter  diesen  notwendigen  Voraussetzungen  die 
Gleichungen  6)  aufzulösen,  bestimmen  wir  zuerst  aus  den  drei 
ersten  dieser  Gleichungen  die  Grössen  R  und  q>,  %;  und  er- 
halten für  dieselben  wie  vorher  die  folgenden  Ausdrücke: 

H) 


,      M  _  M   

- ^  — -  N  


in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
liehen, und  welche  Rir  die  gesuchten  Grössen  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  jedenfalls  endliche  bestimmte  Werthe  liefern. 
Zugleich  erhellet,  dass  R  nicht  verschwindet. 

Was  die  doppelten  Vorzeichen  betrifft,  so  ist  darüber  zu  be- 
merken, dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  welche  Vorzeichen  man 
oiromt.  Nimmt  man  nämlich  die  oberen  Zeichen,  und  setzt  also, 
indem  man  R  positiv  nimmt: 


so  heisst  dies,  dass  die  Richtung  der  Richtungslinie  der  Kraft 
R,  welche  den  durch  die  Formeln: 


20S  Grunert:   Seue  analytische  Entmckelunp  der 

_  L  L_  

cos*  _  R  _  y^qp^-yivi' 

AI  AT 

co8^  =  _  = 

iV  N 

COSjr  =  T»  = 


bestimmten  Winkeln  9,  1//,  jj  entspricht,  die  Richtung  der  Kraft 
ß  ist;  nimmt  man  dagegen  die  unteren  Zeichen,  und  setzt  also, 
indem  man  R  negativ  nimmt: 

«o  beisst  dies,  dass  die  der  Richtung  der  Richtungslinie  der 
Kraft  R,  welche  den  durch  die  Formeln : 

_  L  L  

cos*=£  =  -^_==. 

M  M 

N  N 

COS»  =  v.  —  — — ^rz-zzr^zzz  — 

bestimmten  Winkein  <p,  t/;,  %  entspricht,  entgegengesetzte  Rich- 
tung die  Richtung  der  Kraft  R  ist;  und  da  nun  diese  Richtung 
offenbar  mit  der  identisch  ist,  welche  den  durch  die  Formeln: 


L 

COS«?  — 


cost/> 


M   

Vir*  +14^ ' 


iV 

cos  2  =  ,--  

bestimmten  Wrinkeln  <p,  tf/,  %  entspricht,  so  sieht  man,  dass,  wie 
schon  erinnert,  beide  Bestimmungen  der  Kraft  R  ganz  auf  Das- 
selbe hinauslaufen,  und  dass  es  also  der  Einfachheit  wegen  ver- 
stattet int,  im  Folgenden  bloss : 
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9) 

M   

N  

zu  setzen,  wo  also  die  nicht  verschwindende  Kraft  H  positiv  ist 
und  nach  der  durch  die  Winkel  <p,  t/;,  *  bestimmten  Richtung 
ihrer  Richtungslinie  hin  wirkt.  Diese  letzteren  Formeln  werden 
wir  dem  Folgenden  meistens  zu  Grunde  legen. 

Um  die  Kraft  R  vollk  ommen  zu  bestimmen ,  ist  es  nun  aber 
noch  nöthig,  den  Punkt  (XYZ)  ihrer  Richtungslinie  zu  kennen, 
worunter  jeder  Punkt  der  Richtungslinie  verstanden  werden  kann. 
Es  wird  daher  darauf  ankommen ,  zu  zeigen ,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  X,  F,  Z  in  endlichen  völlig  bestimm- 
ten Ausdrücken  immer  so  bestimmt  werden  können,  dass  den 
drei  letzten  der  Gleichungen  6),  nämlich  den  Gleichungen : 

i  Nt  —  MX  +  LV  =  Q, 

10)  j  Lx  —  iVF+i!/2  =  0, 

'  Mt-LZ  +  NX  =  0 

vollständig  genügt  wird.  Wenn  man  aus  der  Isten  und  2ten, 
2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  dieser  Gleichungen  beziehungs- 
weise F,  Z,  X  eliroinirt,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

NNX  +  LLX  +  M{LZ-1SX)  =  \)t 
LLX  +  MMX  +  N(MX-LY)  =  0, 
MMX  f  NNX  f  L(NY-MZ)  =  Q; 

oder: 

LLi  +  MMX  +  JSNX  -  M{Mt  -  LZ  -f  NX)  =  0, 
LLi  +  Jü^  \  NNX  —  iV  (iV,  —  MX+LY)  =  0, 
LLj  f  üf^f,  +  iViV,  —L(LX  —  iVF-f  Ä#Z)  =  0 ; 


cos  t/;  -  = 


C08Z  =  T>  = 


2V 

ß 
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also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

y  LLX  \MMX\HNX  =0 

ist: 

y»/(/Vt-LZ  +  iVA')=0, 
N(Nx  —  MX+LY')=0, 
L(LX  -ArK+MZ)=0. 

Nach  der  Voraussetzung  verschwinden  die  drei  Grossen 
L,  Mt  N  nicht  sämmtlicb,  und  mindestens  eine  verschwindet 
also  nicht,  was  uns  auf  die  Betrachtung  der  drei  folgenden  Fälle 
führt. 

Es  verschwinde  L  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  beiden  Gleichungen : 

31X-LZ  +  1$X  =  0, 

durch  Elimination  von  X  die  Gleichung: 

L(LX-NY+MZ)  =  0, 
also,  weil  L  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

und  um  also  X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nöthig,  die  Grossen 
X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

mx~lz+nx  =  o, 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln  : 

* 

ii)  r=^=^.   z  =  ™±»>, 

in  denen  man  für  X  jeden  Werth  setzen  kann ,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  L  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist 
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Es  verschwinde  M  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

NX-MX  +  LY=zO, 
Lx  — JVF  +  MZ  =  0 

durch  Elimination  von  Y  die  Gleichung: 

M^-LZ  +  NX)=0, 

also,  neil  Af  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

uod  um  also  X,  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  das»  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nüthig,  die  Grössen 
X,  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

JSX-MX*  LYz=zQt 
L,  -JSY  +  MZ  =  0 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln: 
12)....    Z  =  ^ — ,    X   ^  , 

in  denen  man  für  Y  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  M  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist. 

Es  verschwinde  2V  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  Gleichungen: 

Lt  -  AF  +  MZ  =  Q, 
Mi  —  LZ*  NX=0 

durch  Elimination  von  Z  die  Gleichung: 

NW  —  MX  +  LY)=0, 

also,  weil  N  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

ZV,—  MX+LY  =  0-, 

und  um  also  X,  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nöthig,  die  Grössen 
X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  Gleichungen: 

L,-AF+  MZ  =  0, 
Äfi—  LZ*  NX  =  0 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln: 
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LZ  -  Mx            MZ  +  LX. 
l6K  A—  y —  »    r  —  y  » 

in  denen  man  für  Z  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  N  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrucke  möglich  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun ,  dass  es  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen für  die  gegebenen  Kräfte  immer  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  gicbt,  welche  mittelst  der  Formeln  9), 
11),  12),  13)  jederzeit  in  endlichen  völlig  bestimmten  Ausdrucken 
vollständig  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann, 
so  dass  sich  also  jetzt  der  folgende  Satz  aussprechen  lässt: 

Wenn  die  Gleichung 

LLX  +  MNX  +  ZViV,  =0 

erfüllt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  M,  N  nicht  sä  mint 
lieb  verschwinden,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

immer  eine  nicht  verschwindende  völlig  bestimmte 
Resultirende. 

Die  zur  Bestimmung  dieser  Resultirenden  erforderlichen  For- 
meln sind  im  Obigen  vollständig  gegeben  worden. 

Wir  wissen  also  jetzt,  dass  es,  wenn  die  Gleichung 

LLX  +  MMX  +  Ni\  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  keine  Resultirende  giebt;  und  dass  es,  wenn  die 
Gleichung 

LLX  +  MMX  4  MV,  =  0 

erfüllt  ist,  und  die  Grössen  L,  M%  JS  nicht  zugleich  verschwinden, 
eine  nicht  verschwindende  Resultirende  giebt,  welche  durch  die 
im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederzeit  ohne  alle 
Zweideutigkeit  vollkommen  bestimmt  werden  kann.  Daher  bleibt 
jetzt  bloss  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  sich  die  Sache  ver- 
hält, wenn  die  Grössen  JL,  M,  N  zugleich  verschwinden,  womit 
natürlich  die  Erfüllung  der  Gleichung 

LLX  +  MMX  +  MV,  =  0 

von  selbst  verbunden  ist. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Untersuchung  übergehen ,  wollen 
wir  zuerst  zeigen,  dass  sich  in  allen  Fällen  die  Kräfte 
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Po »  P\ »  P -i »  /'a »  •  •  •  •  ♦  ^» 

aiff  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  zurückführen  lauten,  und 
zwar  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  Arten,  so  dass  die  eine 
dieser  beiden  Kräfte  durch  einen  beliebigen  gegebenen  Punkt 
geht,  weichen  wir  jedoch  der  Einfachheit  wegen  im  Folgenden 
als  Anfang  der  Ooordinaten  annehmen  wollen,  eine  Untersuchung, 
welche  um  so  wichtiger  ist,  weil  durch  dieselbe  zugleich  auch 
der  Fall,  wenn  die  Gleichung 

LLX  \  MMX  +  JVJVX  =  0 

•»cht  erfüllt  ist,  im  Allgemeinen  seine  Erledigung  findet. 

Um  die  so  eben  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen, 
bestimme  man  die  nicht  verschwindende  Kraft  Rf  und  die  Be- 
Ktiinraungawinkel  <p't  t//,  %  ihrer  Richtungslinie  so,  dass,  wenn 
utan  der  Kürze  wegen? 

L+  Ä'cosm'  =  L', 
M\  Ä'cost/, '=  M\ 
iV-f  R'coax'  =  iV' 

setzt,  die  Gleichung: 

15)  l^L '+  MXM'  +  JSXR'  =  ü 

erfüllt  ist,  und  die  Grössen  L\  M' *  iV'  nicht  sämmtlich  verschwin- 
den, »as  jedenfalls  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  möglich  ist. 

Wenn  nämlich  die  Grössen  Lx>  MXt  Nx  sämmtlich  verschwin- 
den, so  ist  die  Gleichung 

hxV  f  MXM'  \  rtxN'  =0 

fJlr  alle  Werthe  von  R'  und  <p\  ty\        in  allen  Fällen  natürlich 
mit  gehöriger  Berücksichtigung  der  Gleichung: 

cosa>'a  -f  costp'2  +  cos/*  =  I. 


erfüllt,  und  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  versteht  sich  da- 
her in  diesem  Falle  von  selbst. 

Weun  die  Grössen  Lx,  Mx,  JSX  nicht  sämmtlich  verschwinden, 
wenigstens  eine  nicht  verschwiuden. 


Wenn  Lx  nicht  verschwindet,  so  setze  man  ß'cos^/  und 
"'cos/         beliebigen Werthen  B'  und  C  gleich,  so  dass  also: 
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R'co&y'  =  B\  Rf  cos  %'  -  C 

ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch, 
wenn  man 

M  +  B'  =  M't  N+Cr  =  N' 

setzt,  die  Grössen  M'  und  N*  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Fuhrt 
man  diese  Ausdnieice  vouM'  undiV',  und  den  Ausdruck  L-f  ff'cos qp' 
von  U  in  die  Gleichung 

LXU  -f  Mx  M*  -f  JV,iV'  =s  0 

ein,  so  wird  dieselbe: 

+  Ä'cos  q>')  +  Mx  {M  +  B')  +  Nt  (N  +  C)  =  0, 

woraus  sich ,  wenn  der  Kürze  wegen : 

16)  .        S  -     LlL+         +  W  +  NiW*  C') 
oder : 

17)  A'  =-  LLl  +  m*1  +  NJ*i  +  &  M>  +  C  A»> 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Lx  nicht  verschwindet,  A'  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grösse  ist: 

Ä'cos<p'  =  J' 

ergiebt.  Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  R'  und  <p',  v>\  % 
die  Gleichungen: 

Ä'cosp'  =  /I',  R'cosy'  =  ZT,  Ä'cosz'=  C; 
aus  denen  man  auf  bekannte  Weise: 

18) 

Ä'  =  +  \TAr*T~BF*+ T7»; 


COSi 


cos  n>f  =  ^  =  i 


co^  =  ^  =  ±  e 


erhält,  wo  Ä'  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrücke  von  *>9<p't 
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costj/,  cos endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  weil  die 
(Frössen  A't  B't  C  nicht  sämintlich  verschwinden,  wodurch  also 
unsere  Behauptung  im  vorliegenden  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Wenn  Mx  nicht  verschwindet,  so  setze  man  R'cob%'  und 
/?'cosg>'  zwei  beliebigen  Werthen  C  und  A1  gleich,  so  dass  also: 

ß'cosX'=5  C,  #?'cosg>'  =  A' 

ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch, 
wenn  man 

iV+C'  =  2V\  L  +  ^'  =  V 

setzt,  die  Grossen  N4  und  L*  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Führt 
man  diese  Ausdrucke  von  N'  und  L\  und  den  Ausdruck 
ilf  +  Ä'cosi//'  von  M*  in  die  Gleichung 

ein,  so  wird  dieselbe: 

L, (L  +  A<)  +  Mx(M-{  ß'cos \\>*)  +  Nx (iV  +  C)  =  0, 
woraus  sich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

19)  .  .    B  _  ^ 

oder: 

zu;  ...  »  — — 

setzt,  wo,  weil  Mx  nicht  verschwindet,  /?'  eine  endliche  völlig 
bestimmte  Grösse  ist, 

tf'cosi/>'=  B* 

ergiebt.  Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  R'  und  <p\  t//',  ^ 
die  Gleichungen  i 

Ä'cos9>'  =  y<',  Ä'cösif;' = /?',  Ä'cosj'rrC'; 
aus  denen  sich  auf  bekannte  Weise: 


216  armiert;    Seue  analytische  Eitttcickelung  der 

21) 

cos  qp'  =  iw  =  i 


B'    B' 

COS*    =  £7=  ±  ^===_ 
COS*'  =  TT,  =  ± 


ergiebt,  wo  R4  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrucke  von  cosqp', 
cosif/',  cos%'  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind,  weil  die 
Grossen  A4,  B4,  C4  nicht  sämmtlich  verschwinden»  wodurch  also 
unsere  Behauptung  auch  iu  diesem  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Wenn  Nt  nicht  verschwindet,  so  setze  man  ß'coso)'  uod 
Ä'cos*'  zwei  beliebigen  Werthen  A4  und  ß4  gleich,  so  das« 
also 

ä'cosoj'  =  A4,   Ä'cos  V  =  B4 

ist,  die  man  aber  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch,  wenn 
man 

L+A4=L4,  M\B—M4 

setzt,  die  Grössen  L4  und  M*  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Führt 
man  diese  Ausdrucke  von  V  und  M4 1  und  den  Ausdruck 
iV+Ä'cos-/  von  IT  in  die  Gleichung: 

LJJ  +  MVM4  +  NX1S4  =  Q 

ein,  so  wird  dieselbe: 

X,  {L+A4)+      {M+  B4)  +^  (JV-f  tf'cosjr')  =  0, 

woraus  sich,  wenn  der  Kurze  wegen: 

22)         C4  =  -  L|  (L  +  A^  +  WM  +  ß^+Nißl 

iV, 

oder: 

XL,  +  J/JH,  -f  2W,  +  (A4L^  B'MJ 

16)  .     .     •   C  ~  Jy  

gesetzt  wird,  wo,  weil  Nt  nicht  verschwindet,  C4  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grosse  ist, 
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erglebt.  Also  bat  man  cur  Bestimmung  von  R4  und  <p4,  y4,  %* 
die  Gleichungen: 

Ä'cosg>'  =  A4,  Ä'cos^  =  B>,  JZ'cosg'  =  O; 

aus  denen  sieb  auf  bekannte  Weise: 

24) 

R4  =  ±  \^"+tf'«+C*; 
cos<p<  =  Ä-,  =  ±  ^===== , 

COS  1^  =  ~  =  + 

cos  w     Rt     ±  y  At%+  b*  +  ci%  * 

ergiebt,  wo  Ä'  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrücke  von  cos  tp4, 
cosrp4,  cos^  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind,  weil  die 
Grossen  A4,  B4,  O  nicht  sämmtlicb  verschwinden,  wodurch  also 
unsere  Behauptung  auch  in  diesem  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Unsere  obige  Behauptung  ist  also  jetzt  in  allen  Fällen  voll- 
ständig gerechtfertigt  * 

Diese  so  eben  bestimmte  nicht  verschwindende  Kraft  R4  mit 
'einer  durch  die  Winkel  <p4,  ty4,  ihrer -Lage  nach  bestimmten 
Richtungslinie  und  eine  dieser  Kraft  absolut  gleiche,  also  wie 
diese  nicht  verschwindende,  aber  nach  direct  entgegengesetzter 
Richtung  wirkende  Kraft,  welche  wir  durch  Rx*  bezeichnen  wollen, 
denken  wir  uns  nun  im  Anfange  der  Coordinaten  wirkend,  wo- 
durch in  der  Wirkung  der  Kräfte 

Pf  P\»  P%>  Pf  **•*  P* 
nicht  das  Geringste  geändert  wird. 

Nach  14)  ist: 

V  =  ZPcosa  +  Ä'cosip', 

M4  =  £Pcosß+  Ä'cos  V. 

JV'ssZPcosy  +  Ä'cosjt'j 
ThtU  XI/VX  15 
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und  setzen  wir  nun: 

Nt'  =  £P(xcoBß— ycosa)  +  Ä'(0.cosi//'  — O.cosg»')» 
L, '  =  £ P  (y  cos  y — *  cos  ß)  +  R*  (0 .  cos  -  0 .  cos  y*) , 
JHj«  =  ZP(xcosa— Jfcosy)-H2'(0.coso)'— O.cosjO; 

so  ist: 

,    2V, #  =  -ZPOrcos/J— ycos«)  =  2V„ 

25)  .  .  .  J    Lj'=ZP(ycosy  —  zcosß)  =  Li, 

\    ^fj'=  ZP(x  cosa  —  x  cos  y)  =  Jlfa; 

also: 

L'V+  Af'Af,'  \  2V'2V,'  =  htJJ  +  ^lf1Af'+  2V,  2V', 
und  folglich  nach  15): 

26)  I/V  +  *W+*Wl'-& 

Weil  nun  bekanntlich  nach  dem  Obigen  ausserdem  L',  Af',  iV' 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  können  nach  dem  Traber  Be- 
wiesenen die  Kräfte 

Po*   P\»  Pf>  P*>  ••••  Pm»  R* 

auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zuröckgeföhrt  wer- 
den, die  wir  durch  R;  die  Bestimmungswinkel  ihrer  Ricbtungs- 
linie  durch  o>,  %;  die  Coordinaten  eines  ihrer  Angriffspunkte 
durch  X,  V,  Z  bezeichnen  wollen.   Also  können  die  Kräfte 

P&  P\»  P%>  P%*  ••••  Pf»,  R',  R\ 
und  folglich  auch  die  Kräfte 

^O»  P\»  P%>  P S»  ••••  Pnt 

auf  die  beiden  nicht  verschwindenden  Kräfte  R  und  Rxt  zurück- 
geführt werden,  deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
geht,  womit  also  der  folgende  Satz  bewiesen  ist: 

Die  Kräfte 

^O»  ^1»   P*t  P&*  ••••  Pu 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verschwin- 
dende Kräfte  zurückführen,  von  deoen  die  eine  durch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 
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Wie  die  Kräfte  nnd  R  in  allen  Fallen  unzweideutig  be- 
stimmt werden  können,  erbellet  aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst. 

Endlich  wollen  wir  nun  noeb  den  Fall  betrachten,  wenn 

L  =  0,  jtf  =  0,  N=0 

ist.  Weil  die  Kraft  12  im  Vorhergebenden  die  Resultirende  von 

Po*  P\»  *°a>  P**  ••••  P*»  R' 
ist.  so  ist  bekanntlich  allgemein: 

Äcoso?  =  2Pco8a  +  Ä'coso>', 
R  cos  =  ZPcos  ß  +  R'  cos  ip't 
R  cos  %  =  ZPcosy  +  Ä'cos 


Rcots<p  sz  L  -f  #2' cos?', 

Rcosty  =  M  +  Ä'costf/', 

Äcosx  =  iV  +  *2'cosx'; 

also  wegen  der  Voraussetzung: 

Äcos<p  r=  Ä'cosqp',  ßcosi^  =  ß'cos       Rco»x=  Ä'cos%'; 

voraus  man  leicht  schliesst,  dass  die  Kräfte  Ä  und  Ä'  der  ab- 
soluten Grosse  und  der  Richtung  nach  gleich  sind*),  womit  na- 

*)  Ans  den  Gleichtingen  i 
Peo»a  = /\  cosa,  ,    Pcoafi  =  Px  cos/?,  ,    /*cosy  =  Px  cosy,  ; 

wo  a,  /?,  y  and  y,  im  Allgemeinen  die  Beetiraraangswinkel  der 

Richtungslinien  der  Kräfte  P  und  Px  sind,  folgt,  wenn  man  dieselben 
qoadrirt  and  dann  zu  einander  addirt,  wegen  der  bekannten  Gleichungen : 

co«a* -+  cos /?*-f  cos y*  =  1 ,  cosa,*-f  co«/?,«  -fcosy,8  =  1 
•ogteich : 

P*  =  *v. 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

co«a,  =  £  cnsa,  «i  =  S   !  , 

180°  —  a 

cos/?,  =  ±co*l,  /?   =  S  ^ 

cosy,  =+eosy;  y.  =  ?  * 

15* 
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türlich  keineswegs  gesagt  werden  soll,  dass  die  Richtungen  im 
Allgemeinen  zusammenfallen.  Die  Kraft  Rx4  ist  der  Kräft  R4 
der  absoluten  Grosse  nach  gleich,  der  Richtung  nach  aber  direct 
entgegengesetzt.  Also  sind  die  nicht  verschwindenden  Kräfte  R 
und  Rx$,  auf  welche  sich  bekanntlich  die  Kräfte 

Po*  ''i»  P%*  P*>  ••••  P* 

zurückfahren  lassen,  der  absoluten  Grösse  nach  gleich,  der  Rieb* 
tong  nach  aber  entgegengesetzt,  und  bilden  also  im  Allgemeinen 
ein  sogenanntes  Kräft epaar;  nur  wenn  die  nicht  verschwin- 
denden Kräfte  R  und  Rx*  einander  direct  entgegengesetzt  sind, 
heben  sie  sich  vollständig  auf,  und  die  Kräfte 


Iat  P  poaitiv,  ao  heleet  die«,  P  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 
<t,  ß,  y  bestimmten  Richtung.    Setzt  man  /»  and  nimmt  alt« 

Px  positiv,  so  heiest  die«,  Px  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  f„ 
yx ;  also  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung.  Setit 
mun  Px  =  —  P,  nnd  nimmt  also  Px  negativ,  «o  heiest  dies,  Px  wirkt 
nach  der  durch  die  Winkel 

180°— a„    180°— f„    ISO©  — y,; 

alao,  weil  in  dieaem  Falle 

«i  =  180"-«,  ßx  =  180° — ß,  Yl  =  1800-y 

folglich 

«  =  180°— 0  =  180°-?,,  y=180°-yi 
iat,  wieder  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß  y  bestimmten  Richtung. 

Ist  P  negativ,  ao  heiast  dica,  P  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 
180°—«,    180°—  ß%    180°— y 

bestimmten  Richtung.  Setzt  man  Pt  =-\-P,  and  nimmt  alao  Px  negaiir, 
ao  heisat  diea,  Px  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 

180°— o»,  180°— ßx%  180°—  y,; 

alao,  weil  in  dieaem  Talle  ax  =  a,  ßx=ß,  yx  =  y  iat,  nach  der  durch 
die  Winkel 

180*— e,    180»—/?,    180°— y 

bestimmten  Richtung.  Setzt  man  Px  =  —  Py  und  nimmt  alao  Px  posi- 
tiv, ao  heiaat  diea,  Px  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  a,,  ßu  yx\ 
alao,  weil  in  dieaem  Falle 

ax  =  ISO«- o,  ßx  =  180°— yx  =  180«- y 

iat,  nach  der  durch  die  Winkel 

180°— o,    180°—/?,    180°— y 

bestimmten  Richtung. 

Hieraus  aieht  man ,  daas  in  allen  Fallen  die  Kräfte  P  und  Px  nbso 
lut  gleich  und  gleichgerichtet  sind. 
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Po»  P%*  P%»  P»»  ••••  P* 

welche  sieb  auf  jene  Kräfte  zurückführen  lassen,  sind  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte.  Daher  lässt  sich  jetzt  der  folgende 
Satz  aussprechen: 

Wenn 

L  =  0,       =  0,  N=0 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte 

Po*  Pi»  P%*  P%j  ••••  P* 

auf  ein  Kräftepaar  zurückführen,  oder  dieselben  sind 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Das  Resultat  unserer  ganzen  Untersuchung  lässt  sich  nun 
in  den  folgenden  Sätzen  zusammenfassen : 

1.  Wenn  es  für  die  Kräfte 

Pq*    Pf   P%*    P%*  ••••  Pn 

eine  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

2.  Wenn  die  Gleichung 

LLt  +  MMl  +  NNX  =  0 
nicht  erfallt  ist,  so  giebt  es  för  die  Kräfte 

Po»  Pi*  P*>  P*>  ••••  P* 
keine  Resultirende. 

3.  Wenn  die  Gleichung 

LLi  +  M  Mx  +  ISNX  =  0 

erfüllt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  M,  N  nicht  sämmt- 
licb  verschwinden,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

Pia  P\»  P%t  P%*  ••••  P** 

immer  eine  nicht  verschwindende  völlig  bestimmte 
Resultirende. 

4.  Wenn  die  Grössen  L,  M,  ZV  sämmtlich  verschwin- 
den, so  lassen  sich  die  Kräfte 

Po»  P%»  P%*  P**  ""  P* 


t 
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entweder  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen,  oder  die- 
selben sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

5.   Die  Kräfte 

Po*  P\*  P%*  ^*S»  P* 

lassen  sich  in  allen  Füllen  auf  zwei  nicht  verscbwin- 
dende  Kräfte  zurückführen,  von  denen  die  eine  durch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  gebt. 


$.  8. 

■ 

Bedingungen  der  Ruhe  eines  um  einen  festen  Punkt 

drehbaren  Systems. 

Alle  im  Vorhergehenden  eingeführten  Bezeichnungen  beibe- 
haltend, wollen  wir  nun  die  nothwendigen  Bedingungen  für  den 
Zustand  der  Ruhe  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Sy- 
stems aufsuchen. 

Grosserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  den  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen. 

Zuerst  wollen  wir  voraussetzen,  dass 

A=0,   ^=0,  iV,  =0 

sei.   Ist  dann  auch 

L  =  0,   Af  =  0,  ZV=0; 
so  sind  nach  §.  6.  die  Kräfte 

^0»  P\>  P%*  P*>  ••••  Pn 

unter  einander  im  Gleichgewichte,  und  das  System  befindet  sich 
also  naturlich  in  Ruhe.   Ist  nicht  zugleich 

L  =  0,   Ä  =  0,   iV  =  0; 
so  ist  wegen  der  Voraussetzung 

Li=0,  ^  =0,  iVi=0 

doch 

LLt  +  MM,  +  JSJyt  =  0, 
und  nach  j.  7.  lassen  sich  also  die  Kräfte 

Po»  P\»  P%»  P*»  •  •  •  •  P% 
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auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückführen,  für 
welche  man  in  bekannter  Bezeichnung  die  Gleichungen: 

Ni-MX*  LF=0, 
Ll-NY  +  MZ  =  0, 
MX-LZ  +  NX^O 

hat,  welche  wegen  der  Voraussetzung 

Ll==0,   ^=0,  /V1=0 

in  diesen  Falle  in  die  Gleichungen: 

MX—LY=zQ,  MX  =:  LY, 

NY-  MZ  =  0,      oder :  NY  =  MZ, 

LZ-NX=0-,  LZ  =  NX 

übergehen.  Verschwindet  nun  etwa  L  nicht,  so  liefern  diese 
Gleichungen  die  Formeln: 

aus  denen  sich  für  Jf  =  0  auch  F  =  0  und  Z  =  0  ergiebt,  und 
daher  erhellet,  dass  die  eine  Resultirende,  aufweiche  sich  das  Sy- 
stem zurückführen  lässt,  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht, 
also  von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  und 
daher  das  System  sich  in  Ruhe  befindet.  Ganz  eben  so  schliesst 
man,  wenn  M  oder  N  nicht  verschwindet. 

Hieraus  ergiebt  sieb,  dass,  wenn 

A  =0,  ^=0,  iVj  =0 
ist,  das  System  sich  jederzeit  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht  zugleich 
1^=0,  Mx  =0,   Nx  =0 
sei.   Nach  §.  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

Pq*  P\t  P%t   P*  Pn 

auf  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  R  und  Rx  zurückführen, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gebt  und  da* 
her  von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  so 
dass  also  bloss  die  Kraft  Ä,  welche  die  nicht  verschwindende 
Resultirende  der  Kräfte 
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Po»  P\»  P*»  P*»  ••••  P*» 

ist,  übrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  in  den  im  vorher- 
gebenden  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungen  die  Gleichungen : 

Nx'~  M'X  +  L'Y  =  0, 
Ll<  —  NtY+M'Z  =  Qt 
Mt'-L'Z  +N'X=0i 

oder,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

W  =  Li>   Mx'  =  MXl  NX'  =  NX 

ist,  die  Gleichungen: 

LX-N'Y  +Ä'Z  =  0, 
Mx  —  L*Z  +  iV'X=  0. 

Ginge  nun  die  nicht  verschwindende  Kraft  R  durch  den  An- 
fang der  Coordinaten,  so  müsste  zugleich 

jT  =  0,    F=0,   2  =  0; 

also  oach  den  vorstehenden  Gleichungen  zugleich 

Lx  =  0,  ^=0,  iV,  =0 

sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Daher  kann  die 
nicht  verschwindende  Kraft  R,  auf  welche  das  System  sich  zu- 
letzt reduciren  Hess,  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
also  nicht  durch  den  festen  Punkt  gehen,  und  das  System  kann 
also  nicht  in  Ruhe  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  nicht  zugleich 

Lx  =  0,   Mx  =  0,  Nx=0 

ist,  das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist  zugleich 

L,  =0,  Mx  =  0,  Nx=0. 

Aus  den  hier  bewiesenen  Sätzen  ergiebt  sieb  der  folgende 
allgemeine  Satz: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

Po »  Pl  *  P*  *  P*  *  ' '  •  •  Pn 

wirken,  um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist,  und  man 
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diesen  Punkt  alt  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an- 
nimmt; so  sind: 

£i=0,  Af1=0,  ^=0; 

nämlich: 

£P(xcosß — ycoecr)  =  0, 

£P  (ycosy  —  icos/J)  =  0, 

SP  (1  cosa  — x  cos  y)  =  0; 

die  nothwendlgen  Bedingungsgleichungen  für  den  Zu- 
stand der  Ruhe  dieses  Systems. 


Bedingungen  der  Ruhe  eines  um  eine  feste  Axe  dreh* 

baren  Systems. 

Alle  früher  eingeführten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehal- 
tend, -vollen  wir  nun  die  notwendigen  Bedingungen  der  Rube 
eines  um  eine  feste  Aze  drehbaren  Systems  aufsuchen. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  feste  Aze  als 
Aze  der  1  an. 

Nach  j.  7»  lassen  sich  die  Kräfte 

Po»  P%*  P*>  P%  Pn 

auf  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  Ä  und  Rx4  zurückfuhren, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  daher 
von  diesem,  als  einem  Punkte  der  festen  Aze,  ganz  aufgehoben 
wird,  so  dass  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwin- 
dende Resulttrende  der  Kräfte 

Po»  P\>  P*»  P%>  ••••  *»• 

ist,  fibrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  nach  {.7.  die  Glei- 
chungen : 

JZcos  9  =  L*,   ßcosV  =  M',  ßcosx  =  AT'; 

Ll-W¥+M'Z  =  Q9 
Aft-iVZ +  = 
Zuerst  wollen  wir  annehmen,  data 
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iV,  =0 

sei.   Dann  ist  wegen  der  vorhergehenden  Gleichungen: 

M4X  -  VY  =  0  oder  M'X  =  V  Y. 
Ist  nun  zugleich 

L'  =  0,    üf'  =  ö; 

so  ist: 

ßcos<jp=0,   Äcosij>  =  0; 
also,  weil  R  nicht  verschwindet: 

cos<p  =  0,   costy  =  0; 

folglich : 

Daher  steht  die  Kraft  R  auf  den  Axen  der  x  und  y,  also  auf  der 
Ebene  der  xy  senkrecht,  und  ist  folglich  der  Aze  der  z,  nämlich 
der  festen  Aze,  parallel,  kann  also  offenbar  keine  Drehung  des 
Systems  um  diese  Aze  hervorbringen.  Wenn  ferner  nicht  zu« 
gleich 

L'  =  0,   Jtf'  =  0 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

M'X  zsL'Y 
offenbar,  dass  immer  gleichzeitig 

X  =  0    F  =  0 

ist,  also  die  Kraft  R  durch  die  Aze  der  z,  nämlich  durch  die 
feste  Aze  geht,  von  welcher  sie  aufgehoben  wird,  so  dass  also 
das  System  wieder  in  Kube  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

Ni  =  0 

ist,  das  System  sich  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht 

Wt  =  0 

sei.   Dann  ist  wegen  der  Gleichung 
nicht 

Af'*-L'r  =  0 

oder  nicht 
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M'X  =  V  T. 

Also  ist  nicht  zugleich 

L'  =  0,   Jtf'  =  0 

und  auch  nicht  zugleich 

A  =  0,    K  =  0; 

woraus  »ich  leicht  ergiebt,  dass  die  nicht  verschwindende  Kraft 
R  nicht  der  Axe  der  2,  nämlich  der  festen  Axe,  parallel  ist  und 
auch  nicht  durch  dieselbe  geht,  woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 
das  System  nicht  in  Ruhe  sein  kann,  wenn  man  sich  nur  die 
auf  der  festen  Axe  und  der  Richtungslinie  der  Kraft  R  zugleich 
senkrecht  stehende  Gerade  denkt,  und  in  dem  Punkte,  in  wel- 
chem von  dieser  Geraden  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  ge- 
troffen wird,  in  der  durch  diesen  Punkt  senkrecht  gegen  die  in 
Rede  stehende  Gerade  gelegten  Ebene,  die  Kraft  R  in  zwei, 
natürlich  auf  der  in  Rede  stehenden  Geraden  senkrecht  stehende 
Kräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  der  festen  Axe  parallel  ist, 
die  andere  jedenfalls  nie  verschwindende  auf  der  festen  Axe 
(natürlich  ohne  dieselbe  zu  schneiden)  senkrecht  steht,  wobei 
man  sich  an  die  bekannte  geometrische  Construction  der  kürze- 
sten Entfernung  zweier  geraden  Linien  im  Räume  zu  erinnern  hat. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  nicht 

Nl=0 

ist,  das  System  sich  nicht  iu  Ruhe  befindet. 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist 

2V,  =0. 

Die  beiden  vorhergehenden  Sätze  fassen  wir  in  dem  folgenden 
Satze  zusammen: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

Pq»  ^Pb»  *i ■ 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  und  diese  feste 
Axe  als  Axe  der  2  angenommen  wird;  so  ist 

iVi=0, 

nämlich: 

£P(xcoaß— cos  et)  =  0, 

die  nothwendlge  Bcdingungsgleicbung  für  den  Zu- 
stand der  Ruhe  dieses  Systems. 
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J.  10. 

Parallele  Kräfte. 
Wenn  die  Richtungslinien  der  sämmtlicben  Kräfte 

f*o*  P\j  P*t  P%t  ••••  Pn 

unter  einander  parallel  sind,  so  kann  man  sich  eine  beliebige 
Gerade  im  Räume  denken,  welche  den  sämmtlicben  Richtungs- 
linien  parallel  ist;  bezeichnet  man  dann  die  Bestimmungswinkel 
dieser  Geraden  durch  «,  ß,  y,  so  können  a,  ß,  y  als  die  Bestini- 
mungswinkel  der  sämmtlicben  Richtungslinien  betrachtet  werden, 
und  man  kann  also  im  Obigen: 

Ct  =  Oq  =  «i  =  at  ss  0S  =  ....=  etn  i 

ß  =  ßo  Ä  ßi  =  ß*  =  h  =  ....  =  ßn, 

r  =  yo-ft  =y2  =  y,  =  ....  =  y» 

setzen,  wo  dann  alle  nach  der  durch  die  Winkel  er,  ß,  y  be- 
stimmten Richtung,  welche  natürlich  beliebig  gewählt 
werden  kann,  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin  wirkenden  Kräfte  als  ne- 
gativ betrachtet  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  nach  §.  6.  die  Bedin- 
guogsgleichungen  des  Gleichgewichts  in  diesem  Falle  offenbar: 

cosa£P=:0,   co8ß£P  =  0t   coByZP  =  0; 

CQBßZPx  =  cosa  EP y, 

cosyEPy  —  cosßZPt, 

cos«  2Pz  =  cos  y  EPx; 

weil  aber  wegen  der  Gleichung 

cosa*  -f  cos/5*  -f  cosy*  =  1 

wenigstens  einer  der  drei  Cosinus  cosa,  cos/3,  cosy  nicht  ver- 
schwindet, so  werden  die  vorstehenden  Bedingungsgleichuogen : 

0; 

coBaZPy, 

COBßZPt, 

cosy  SP 


cos  ß  EPx  = 

1) 

cosyEPy  =r 
cosa  EP i  = 
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Lässt  sich  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehen,  so 
sind  nach  §.  8.,  wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  annimmt,  die  Bedingungsgleicbungen  für  den  Zu- 
stand der  Ruhe  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher: 

t     cos  ßZP  x  =  cos  a  ZPy , 

2)  )     cosyZPy  =  cos  ßZPzt 

f     cos  a  ZPx  =  cos  y  ZPx. 

Lässt  sich  das  System  um  eine  feste  Aze  drehen,  so  ist 
nach  §.  9.»  wenn  man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  2  annimmt, 
die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

3)  cos  ß  ZPx  =  cos«  ZPy. 

Nimmt  man  die  Axe  der  2  den  Richtungslinien  der  säm rat- 
lichen Kräfte  parallel,  so  ist 

cosa  =s  0,    cos ß  —  0,   cosy  =  ±  1 

und  die  Bedingungsgleichungen  1)  für  den  Zustand  des  Gleich- 
gewichts werden  also,  weil  die  Gleichung 

cos  ß  ZPx  =  cos  a  ZPy 
die  identische  Form  0  =  0  erhält. 

4)  ZP=0,    ZPx  =  0,    ZPy  =  0. 

Lässt  sich  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehen,  so 
kann  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  und  die  Axe 
der  1  den  Richtungslinien  der  sämmtlichen  Kräfte  parallel  an- 
nehmen; dann  ist  wieder 

cosa  =  0,   cos  ß  =  0,   cosy  =  ±  1 

und  nach  2)  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der 
Rahe: 

5)  ZPx  =  0,  ZPy-Q. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  über- 
gehen, wobei  wir  uns  ein  für  allemal  auf  j.  7.  beziehen. 

In  diesem  Falle  ist: 

6) 

L  =  cosa -EP,   M—cosßZP,   /V  =  cosy2P; 
Nt  =s  coaß  ZPx  — C08aZPy, 
1^  =  cos  y  ZPy  —  cos  ßZPx , 
Mx  =  cot  a  ZPt  —cos  y  ZPx. 
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Weil  hiernach: 

LLi  +  MMX  +  MV\ 
=    cos  y  cos  a  ZP.ZPy  —  cos«  cos  ß  ZP.  ZPt 
+  cos  et  cos  ß  ZP .  ZPt  —  cos  0  cos  y      .  ZPa: 
-f  cos  0  cos  y£P.  ZPx— cosy  cobu  ZP.ZPy 
ist,  so  ist  im  vorliegenden  Falle  offenbar  die  Gleichung 

LL|  +  üf  Mx  +  MV,  =  0 

immer  erfüllt. 

Aus  den  Formeln 

L  =  co8aZP,   M=zcoBß2P9  N=cosyZP 

erhellet,  weil  cos«,  cos/J,  cosy  oicht  zugleich  verschwinden,  dass 
nur  zugleich 

L  =  0,   M=z0,  N  =  0 

sein  kann,  wenn  ZP  =  Q  ist. 

Daher  ergiebt  sich  aus  dem  oben  ein  für  allemal  angezogenen 
Paragraphen,  dass,  wenn  nicht  ZP  =  0  ist,  die  parallelen  Kräfte 
immer  auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückgeführt 
werden  können.  Weil 

L*  +  M*  +  ZV*  =  {ZP)* 

ist,  so  ist,  wenn  (ZP)  den  absoluten  Werth  von  ZP  bezeichnet 
nach  $.  7.  9): 

R  =  (ZP) 

und: 

ZP  ZP  Zp 

cosV  =  coso^pj,   cos^  =  cos/J^^,  co82  =  cosy(-^; 

also: 

cos =  ±  cosa,   costp  =  ±  cos/J,   cos  %  s  ±  cosy; 

*  =  {l80»-«      *  =  ll80»-|3      "  =  !l80»-r 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Werthe  nimmt,  jenachdem 
ZP  positiv  oder  negativ  ist.  Mao  siebt  hieraus,  dass  die  Rieb* 
tungslinie  der  Resultirenden  den  Richtungslinien  der  säramtlichen 
gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  da  das  positive  R  nach  der 
durch  die  Winkel  g>,  ty,  %  bestimmten  Richtung  hin  wirkt,  so 
wirkt  R  nach  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
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hin,  jenachdem  SP  positiv  oder  negativ  ist;  mit  Rücksicht  hier- 
auf kann  man 


setzen,  wo  dann  durch  das  Vorzeichen  von  R  zugleich  die  Rich- 
tung bestimmt  wird,  nach  welcher  die  den  säramtiichen  gegebe* 
oeo  KrSften  parallele  Resultirende  hin  wirkt. 

Zwischen  den  Coordinaten  X,  Y,  Z  haben  wir  nach  {.7.  10) 
Qod  oben  nach  6)  die  Gleichungen: 

8) 

cos  ß  SPx — cos  a  SPy — X  cos  ß  SP  +  F cos  a  SP  =s  0, 

cosy  SPy— cos ßEPx  —  YcoaySP  +  Zco8ßSP=z  0, 

cos  o  SPx  —  cos  y  SPx—  Z  cos  a  SP  +  X  cos  y  SP  =s  0 ; 
oder: 

i9) 

(Xcoaß—  YcoBa)EP=zcoBßEPx—co8aEPy, 
( Fcos  y — Z cos 0)  -SP  =  cos y  -SPy  —  cos 0 -SPx , 
(Z  cos  a — X  cos  y)  -SP  =  cos  a  -5Px  -  cos  y  -SP*. 

Setzt  man : 

Y_SPx  Y_2Py  7_*Pt. 
*  —  SP  9  ISP9  SP  9 

welches,  insofern  SP,  wie  wir  hier  voraussetzen,  nicht  verschwin- 
det, endliche  völlig  bestimmte  Werthe  sind;  so  werden  die  vor- 
stehenden Gleichungen: 

cos  ß  SPx — cos  a  SPy  =  cos  ß  SPx — cos  a  SPy , 

cosySPy—eoaßSPx  =  cosy  SPy— cos/3  SPx, 

cos  a  SPx  —  cosy EPx=s  cosa  SPx — cosy-SPar; 

und  sind  also  vollständig  erfüllt  Da  es  nun  bloss  darauf  an- 
kommt, einen  Punkt  der  Richtungslinie  der  Resultirenden  zu 
keooen,   so  genügt  es  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  voll- 


10)  ...      X  —     yi  wj  »        Y  —     VfJ^'       ^  = 


2;p '      —  1 2;p 9  "—ep 


Die  durch  diese  Formeln  bestimmten  Coordinaten  X,  Y,  Z 
hingen  nur  von 
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Po»    P\  *    P%*    Ps»  ••••  P« 

und 

*o»  3fo»  *o»   *i>  yt*  «i»   *n  y».  *a5   •  y»,  i.; 

aber  nicht  von 

«o»  &>»  ro;  «i»  fr.  n;  «s>     y»;      «■»  §•>  y«; 

also  nicht  von  der  Lage  der  Richtungslinien  der  parallelen  Krfifte 
im  Räume  ab.  Daher  bleibt  der  Punkt  (XYZ)  derselbe,  oder 
die  Resultirende  geht  immer  durch  diesen  Punkt,  welche  Lage 
auch  die  Ricbtungslinien  der  parallelen  Kräfte  im  Räume  haben 
mögen,  wenn  nur  die  Kräfte  an  sich  und  ihre  Angriffspunkte  an- 
geändert  bleiben.  Wegen  dieser  merkwürdigen  Eigenschaft  hat 
man  den  durch  die  Formeln  10)  bestimmten  Punkt  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  oder  das  Centrum  der  paral- 
lelen Kräfte  genannt.  Dass  es  einen  solchen  Punkt  nur  für 
solche  parallele  Kräfte  giebt,  für  welche  nicht  HP  =  0  ist,  er 
giebt  sich  aus  dem  Vorhergeheoden  von  selbst 

Wenn  EP  =  0  und  also  nach  dem  Obigen  L  =  0,  M  =  0, 
N  =  0  ist,  lassen  sich  die  gegebenen  parallelen  Kräfte  nach 
§.  7.  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen,  oder  dieselben  sind 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

$.  11. 

In  einer  und  derselben  Ebene  wirkende  Kräfte. 
Wenn  die  Kräfte 

Po *    P\  t    P% »    Ps »  •  *  • « 

sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirken,  so  nehmen  wir 
diese  Ebene  als  Ebene  der  xy  an. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist: 

?o  =  y,  =7a=ya  ••••  =  y«  =  öO°. 

also: 

cosy0  =  cosyi  =  cosy2  —  cosy3  =  .. ..  =  cosy«  =  0; 

ferner 

Xq  —  Z|  —  2g  s=       —  . . . .  t%  —  0. 

Also  sind  nach  j.  6.  die  Bedingungsgleicbungen  für  den  Zn- 
stand des  Gleichgewichts: 

l)...£Pcos«=0,  2PcoBß=Q,  ZP{x cos/5  - y  cos «)  =  0. 
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Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar  und  man 
nimmt  deoselben  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  so  ist  nach  §.  8. 
die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

2)  ZP{xcosß— ycosa)  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  übergehen. 
In  diesem  Falle  ist: 

L  =  ZPcosa,    M  =  2Pco%ßy   iV  =  0; 

iV,  =  ZP(arcos/J— ycoso),    Lx  =  0,  M ,  =  0; 

also  ist  die  Gleichung: 

m  +  MMX  +  NNt  =  0 

immer  erfüllt. 

Wenn  nicht  zugleich 

L  —  £Pcos  o  =  0,   M  =  ZPcos  ß-0 

ist,  so  giebt  es  nach  §.  7.  eine  nicht  verschwindende  Resultirende, 
welche  durch  die  folgeoden  Formeln: 


3). 


#2  =  V  {ZPcoB  o)*  +  (XPcos/?)»; 
EPcos  « 

€089>  =  V(  2?/>cos  «)*  +  (-SPcos  0)» ' 

 ZPcos  ß  

C08^~  \T(ZPC08  «)*  +  (ZPcos  ß)*  ' 


cos  %  =  0 

bestimmt  wird.  Wegen  der  letzten  Gleichung  ist  %  =  90°,  und 
die  Richtung  der  Resultirenden  steht  also  auf  der  Axe  der  z 
senkrecht,  oder  ist  der  Ebene  der  xy,  nämlich  der  Ebene,  in 
welcher  die  sSmmtlichen  Kräfte  wirken,  parallel;  wegen  der  aus 
§.  7.  bekannten  Gleichungen : 

Nt-MX  +  LY=0, 

üf,  —  LZ  +  iV*=0 

ist  aber,  weil  L  und  M  nicht  zugleich  verschwinden,  offenbar 
allgemein  Z  =  0,  und  die  Resultirende  wirkt  also  ganz  in  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  in  derselben  Ebene,  in  welcher  die 
•ämmtlichen  gegebenen  Kräfte  wirken.  Zwischen  X  und  Y  haben 
wir  wegen  der  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  die 
Gleichung : 

Thtü  XLY1.  16 
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2P(a:co8ß—yco8a)  —  X2Pco8ß  +  FZPcos«  =  0 

oder: 

4). ...  XHPcoaß-  YZPcQsa=  2P(xCOBß  — ycosa). 

Wenn  zugleich 

L  =  2  P  cosa  =  0,   M  =  ZPco&ß  =  0 

ist,  so  kOnnen  die  Kräfte  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt 
werden,  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  kann  man  im 
vorliegenden  Falle  für 

cosoo,  cosoj,  cos«*,  coso«;  cos? 

cosft,,  cosft,  cos/32,   cos/3«;  cos^ 

respective 

cosoq,  C08c*|,  cosa2,  •  •••>  coso«;  cosqp 
sinao,  sinolt  sinaa,  sina«;  sin? 

setzen,  wo  nun  aber  bekanntlich 

öO»  al»  a2t  *fc>  ••••»  °«)  9> 

von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360°  gezählt  sind.  Unter 
dieser  Voraussetzung  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts: 

1*) 

£/>cos«  =  0,  2;Psin«  =  0,  2T/>(arsino- arcosa)  =  0. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  den  man  als 
Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  so  ist  die  Bedingungsgleichung 
för  den  Zustand  der  Ruhe: 

2*)  2T/>{>sioa— ycos«)  =  0. 

Wenn  nicht  zugleich 

SPcos  «  =  0,   2?Psin  a  =  0 

ist,  so  giebt  es  eine  nicht  verschwindende,  in  derselben  Ebene 
mit  den  gegebenen  Kräften  wirkende  Resultirende,  welche  durch 
die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

l      R=\f  (^cos«)«+  («*siii«)Ä; 

COS?  =  —  2PC98*  

3').  .  .  {  V^Pcos^+^Psin«)»' 

 ZPsina  

*lü<P  "  V  (-EPcos«)*  +  (ZPshw)* 
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and: 

4*).... XZPs'wa-  YZPcoaa  =  ZP{x »ina -ycosa). 
Aus  den  Gleichungen  3*)  ergiebt  sich  auch  die  Formel : 

mittelst  welcher  aber  <p  nach  folgenden  Regeln  bestimmt  werden  muss : 
ZPcobu  ZPsin« 

positiv  positiv         0  <g><  90° 

negativ  positiv       U0°  <  g>  <  180" 

negativ  negativ     180°  <  <p  <  270° 

positiv  negativ     270°  <  o>  <  360°. 

Wenn  zugleich 

=  0,    £Psina  =  0 


ist,  so  kOnnen  die  Kräfte  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt 
werden,  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wenn  im  vorliegenden  Falle  die  Kräfte  säramtlich  unter  ein- 
ander  parallel  sind,  so  kann  man 

ff  =  «o  —  °i  -—     =  •  •  •  •  =  °« » 

0  =  ßo  =  ßx  =  h  =  •  •  •  •  =  ß* 

setzen ;  also  sind  nach  1)  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich 
gewichte : 

coaa£P  =  0,  cos02P  =  O,  cos/J 2Px—  cosaZPy  =  0; 

folglich,  weil  wegen  der  Gleichung 

cosa*  +  cos/3*  =  1 
die  Cosinus  cosa,  cos/3  nicht  zugleich  verschwinden  : 

5)  EP  =  0,  cosßZPx  =  cos  o ZPy. 

Nimmt  man  die  Axe  der  x  so  an,  dass  sie  die  Richtungs- 
linien der  sämmtlichen  Kräfte  schneidet,  so  kann  man  offenbar 

yo  =  yi  =y%~      =  y«  =  o 

setzen,  und  es  ist  dann  augenscheinlich  nicht  ß  =  90°,  also  nicht 
cosß  =  0;  folglich  sind  nach  5)  die  Bedingungsgleicbungen  des 
Gleichgewichts: 
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6)  27*  =  0,   £Px  =  0; 

wo  xot  xi,  x%,  x3,  ....  xn  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  der 
Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  mit  der  Axe  der  x  bezieben, 
welche  Axe  natürlich  ganz  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  sie  nur  die  sämmtlichen  Richtungslinien  schneidet 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme 
man  denselben  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  und  die  Bedio- 
gungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  ist  dann  nach  2): 

7)  cosßZPx  =  cosaSPy 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  so  annimmt,  dass  sie  die  sämmt- 
lichen Richtungslinien  schneidet: 

8)  ZPx  =  0, 

WO  Xq  ,  x^ ,  x% ,  x$ ,  ....  x%  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  der 
willkübrlichen  Axe  der  x  mit  den  Richtungslinien  bezieben. 

Wenn  nicht  zugleich 

L  =  coBctZP^Q,   M=coaß£P  =  0; 

also,  weil  cosa,  cos  0  nicht  zugleich  verschwinden,  wenn  nicht  £P=  0 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nach  dem  Obigen  auf  eine  nicht 
verschwindende  Resultirende  zurückführen,  welche  nach  3)  offen- 
bar durch  die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

R  =  V(cösa»  +  cos ß*)  (£P)*  ; 
cosa  ZP 

COS  CD    ■  —  —   , 

\^(cosa*+  coaß*)(2P)* 
cos  ß  SP 

costy  = 


V*(cosa*^-cos^)(2:/>)«, 
cos^  =  0; 
also  mittelst  der  Formeln: 

SP  EP 
R  =  (SP),  cosa>  =  cosa^^,    cos^  =  cos/J  f^pj*    cosx  =  0; 

wo  (SP)  wieder  den  absoluten  Werth  von  SP  bezeichnet;  oder: 

R  =  (SP)t  cosa>  =  +  cosa,  cosi^  =  +  cos/?,  cosx  =  0. 

Die  Resultirende  wirkt  also  in  derselben  Ebene  wie  die  gegebe- 
nen Kräfte  und  ist  denselben  parallel,  und  wenn  man 

9)  R=SP 
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setzt,  so  wird  durch  das  Zeichen  der  Resultirenden  zugleich  ihre 
Richtung  bestimmt,  was  ganz  eben  so  erhellet  wie  in  dem  allge- 
meineren Falle  in  §.  10. 

Zwischen  X,  Y  bat  man  nach  4)  die  Gleichung: 

(Xcosß-  Ycosu)2P  =  cosßZPx  —  cos  a£Py. 

welche  erfüllt  wird,  wenn  man 

l°)  Ä=  lzp  '    1  ~  ~£P 

setzt»  welche  Wertbe,  wenn  SP  nicht  verschwindet,  endliche 
völlig  bestimmte  Grössen  sind. 

Der  durch  die  vorstehenden  Coordinaten  bestimmte  Punkt 
(XY)  heisst  auch  hier,  wie  in  §.  10.,  und  aus  ähnlichen  Gründen 
wie  dort,  der  Mittel pun k t  der  parallelen  Kräfte  oder  das 
Centrum  der  parallelen  Kräfte. 

Wenn  SP  =  0  ist.  so  lassen  sieb  die  Kräfte  nur  auf  ein 
Kräftepaar  zurückfahren  oder  dieselben  sind  unter  einander  im 
Gleichgewichte. 

§.  12. 

Anderer   Ausdruck  der   Bedingungen  des  Gleichge- 
wichte. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  Gerade  denken,  welche  durch 
die  Gleichungen: 
i>  _  y-b  _  z-_c 

' CO8  0       COS©  COSÖ 

charakterisirt  sein  mag,  und  im  Allgemeinen  die  Axe  genannt 
werden  soll. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Kraft  P0,  deren  Ricbtungs- 
lioie  durch  die  Gleichungen: 


2)  x-*o=y~yo==  *-*<> 

' cos  «b      cos|J0     cos  y0 
charakterisirt  ist 

Von  dem  Punkte  (x0y0i0)  fällen  wir  auf  die  Axe  ein  Perpen* 
dlkel ,  dessen  auf  der  Axe  liegenden  Fusspunkt  wir  durch 
{XqYqZq)  bezeichnen.  Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Punkte  (x0yQz0)  an8  nach  dem  Punkte 
(X0Y0Z0)  hin  gehende  Richtung  dieses  Perpendikels  mit  den 
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positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst ,  bezeichnen 
wir  durch  ö0,  w0,  ö0;  die  als  positiv  oder  absolut  betrachtete  Ent- 
fernung des  Punktes  (X0Y0Z0)  von  dem  Punkte  (20^0*0) »  a'*° 
die  Entfernung  des  Punktes  (^0yo2o)  von  der  Axe,  mag  durch 
G0  bezeichnet  werden;  dann  ist  nach  §.  1.  4): 


3) 


x0 — *o  =  *o~yp  _  Zo^jo  = 

COSÖ0  COSO)0  COSG>(> 


=  Gr 


Weil  ferner  der  Punkt  (jr0F0Z0)  in  der  durch  die 
1)  charakterisirten  Axe  liegt,  so  ist  nach  §.  1.  4): 


4) 


O        F0 —  6  Z0 —  C  _  _ 

cosö   ~~  cosw       cos  ö  ~~  * 


wo  G  die  Entfernung  des  Punktes  (X0  F0Z0)  von  dem  Punkte  (a6c) 
bezeichnet,  insofern  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  (X0Y0Z0)  in  der  der  beiden 
von  dem  Punkte  (abc)  ausgehenden  Richtungen  der  Axe,  welcher 
die  Winkel  6,  a>,  ö  entsprechen,  oder  in  der  dieser  Richtung 
entgegengesetzten  Richtung  liegt. 

Hiernach  haben  wir  also  die  Gleichungen: 

'  X0  =  a  +  Gcosö  =  x0  +  Gocos0o  , 
F0  =  6  +  Cr  cos  (0  =  y0  +  G0COS  0»0, 
Z0  =  C  -f  GcOB  Ö  =  to  -f  G0cos  ö0 ; 


Ö)  .  .  .  . 


also  die  Gleichungen: 

Ix0  —  a=  GcobB  —  Gocos0o  , 
l/0  —  6  =  C?  COS  09  —  €r0C08  090 , 
i0— c  =  Gcosö  —  (?0cos50; 
aus  denen  sieb,  wenn  man  G  und  6r0  eliminirt,  die  Gleichung: 

T) 

(x0  —  a)  (cos  oa  cos  ö0 —cos  ö  cos  w0) 
+  (cos  5  cos  ö0  — cosö  cosö0)  }  =  0 

+  (*o  —  c)(cos0  COS  W0  — COS  »COS < 

oder: 


Goo 
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Kyo~Ä)cosc5-(2o— c)C08tt)C0S  60  \ 
+  {(xq  —  c)cos0  —  0ro— a)  cosö)cosa>0  (  =0 
+  |(x0  —  a)co8«i— (y0  — 6)cos6  )cos50  ) 

ergiebt. 

Wegen  der  Perpendicularitfit  der  beiden  so  eben  betrachteten, 
durch  die  Gleichungen: 

«_  y— 6      —  c        x—xp  _  y-y0     »  -ip 
CO8  0       COS0>      COS  CD  cos  0O  cos»0~"cosö0 

charakterisirten  Geraden  hat  man  aber  ferner  die  Gleichung: 

9)  .  .  .   cosÖcos0o-f  cos  »cos  »o + cosö  cos  50  =  0, 

and  erhält  nun  aus  den  Gleichungen  8)  und  9),  wenn  G0'  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet,  auf  bekannte  Weise  leicht: 

cos  0O  =  <?0'  (      cos^[^o-a>c08w~(yo-*)co8  0]  >  ^ 

\  —  COSO  [(Z0  —  C)  COS  0J—(^O  —  C)CO8Ö]  ) 
=  £  /  (       C08Ö[(y0  —  6)C0SÖ— (to  —  C)C08Ü)J  ) 

\  —  cos  0  [  {x0 — a)  cos  co  —  (y0 — b)  cos  0]  J 

_  r  ff     cos  0[(xo—  c)cos  0  — O?0-a)cosö]  ) 
\  — coso>[(y0 — 6)cosü  — (lo  —  c)coscoj  J 

oder,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

10) 

cos  0O=  6?0'{x0— a— [(*o-a)cos0 -f  (y0— 6)coso)-Ki0-c)cosö]co8 0}, 
cos  c3o=  6?0'|y0— -A— [(*o-a)cos0  +  (y0— 6)cosä)+(z0-c)cosö]  cos  a>), 
cosö0=  G0'{  x0— c— [(x0— o)cos0+       6)cosa>+(*o-c)co8Ö]co8  ö); 

woraus  sich  ferner  leicht  die  Gleichung: 

11) 

G</*K*0-«)*  +  (y0-6)*  +  (*o-<0« 

—  [(*o-a)cos0  +  (y0— 6)cos<»  +  (i0— c)cosöJ*}  s  1 

ergiebt. 


COSOÖq 
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Aus  den  Gleichungen  6),  nämlich  aus  den  Gleichungen: 
x0—a  =  Gcos  0—  Cr0coe  0O» 

y0  —  6  =:  6rCOS  09—  6r0CO8  0>0, 
Zo— C  =  GcOSQ  — iGoCOSOo 

erbSlt  man  ferner  leicht: 

(x0  —  a)  cos  0  +  (^o — 6)  cos  a>  +  (z0  —  c)  cos  ö 
=s  G  —  G0  (cos  0  cos  0O  +  cos  o>  cos  a»0  +  cos  (3  cos  50) , 

(  jt0— a)  cos  0O  -f  (y0  —    cos  a>0  +  (*o  —  <0  cos  ö0 
=  G(cos0cos  ö0  +  C08  CöCOS  G»0 -f  cos ö cos S0)  —  G0; 

also  nach  9): 

12) 

(ar0  —  o)cos0  +  (y0  —  &)cosw  +  (20—  c)cosö  =  G\ 
(Xq  -  o)  cos  0O  +  (y0— COS  »o  +  (*o  —  c)  cos  ö0  =  —  Gq. 

Fahrt  man  in  die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
von  cos0o,  cos©0,  cosü0  aus  10)  ein,  so  erhält  mao: 

G0'  l(*o-  a)«+(yo-*)a  +  (*o-<0* 

-[(aro~a)cos0+(yo— 6)cosa»+(i0— c)cosü]*j  =  —6©, 

also: 


G0'*  {(*0-a)«+  (t,o-b)*  +  (*0-c)* 

~[(*o— a) cos  Ö  +  CVo— *)  c<>s  «» +  (^o— c)  cos  ö]*  |  =  —  GoG0', 

und  folglich  nach  11): 

13)  G0G0'  =  -1> 

woraus  sieb,  weil  bekanntlich  G0  eine  positive  Grösse  ist,  er- 
giebt,  dass  G0'  eine  uegative  Grösse,  und  folglich  nach  11): 


14) 

1 


*    l  —  [  (#0  —  °)  cos  0  +  (y0—  ^)  cos  cd  +  (zo— c)  cos  ö]* f 


ist. 
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Endlich  ist  nach  3): 

XQ — x0  s=  Gq  cos  0o, 

^0  —  ^0  =  GoCOSflOo, 

Z0  —  zo  =  €r0cos50; 

also  nach  10): 

^o—^o 

=  G0G0'\x0— *  -[(*©— ö)cosd+(y0— 6)cos»+(2o—  c)  cosc5]coeö), 

^o— 

=  G0G0'\yo-b- [fo>  -  a)  cosÖ+(y0  -  6)  cos  o»-f (z0 — c)  cos  ö]  cos  »}, 

^o — *0 

=  G0  G0'  |  z0  —  c — [(a?0  —  «)  cos  Ö+(y0 — 6)  cos  a>  f  (iq  c)  cos  öjcosö) ; 
also  nach  13): 

15) 

X0  =  a  +l(x0— a)cosö  +  6) cos»  +  (z«,— c)cos ö Jcos  Ö, 
*o  =  6 +|(ar0— «)cosÖ  +  (y0— *)coso»  +  (z0 — c)cosö  }cos  ca, 
Z0  =  c-H  (£0—a)  cos  0  f  (y0--6)cosa>  +  (z0— c)coso}cosä. 

Dorch  den  Punkt  (a"o#0*o)  legen  wir  jetzt  eine  auf  der  Axe 
senkrecht  stehende  Ebene,  deren  Gleichung: 

sein  mag;  dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


COSÖ  ~    COS»  COSO) 

und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist  folglich: 

16) ... .  (ar— x0)  cos  0  +  iy—y<\)  cos  cd  -f  (z  —  Zo)  cos  5  =  0. 

Ferner  legen  wir  durch  den  Punkt  (^(#0*0)  eine  m  dieser 
Ebene  Hegende  Gerade,  welche  auf  der  von  dem  Punkte  (Xoy0z0) 
senkrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden  senkrecht  steht, 
und  schneiden  auf  dieser  Senkrechten  von  dem  Punkte  (#0^0*0) 
aus  ein  beliebiges  Stück  v0  ab,  dessen  Endpunkt  durch  die 
Coordinaten  Xa,  ty0,  So  bestimmt  sein  mag.  Bezeichnen  wir  die 
180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  dieses  als  von  dem 
Puukte  (a-^zo)  ausgehend  gedachte  Stück  v0  mit  den  positiven 
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Theilen  der  Axen  der  x>  y,  i  einschliesst,  durch  Xq,  p«,  v0 
so  ist: 

!#o  =  ^o-f  VqCobXq, 
Po  =  yo  +  «ocos^, 
So  =  «o  +VoC°*vo» 
und  die  Gleichungen  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels  sind: 

18)  x—Xq      y-~ yp     *— *o 

' cosAq       cosp0  cosv0* 

Weil  dieses  Perpendikel  in  der  durch  die  Gleichung  16)  cha- 
rakterisirten  Ebene  liegen  soll,  und  auf  der  von  dem  Punkte 
(^oyoxo)  senkrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden,  deren 
Gleichungen 

x—*o  _  y— yo  _  *- *o 

COS0O       COSCOq  co*ö0 
sind,  senkrecht  steht;  so  ist: 

cos S  COS Xq  -|-  cos  w  cos^-f  cosö  C08V0  =  0, 
cos  0ocos    -I-  cos  <o0cos  Po  +  cos  ö0cos  v0  =  0 ; 

also,  wenn  G0"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  Xq  =  G0"  (cos  co  cos  50  —  cos  ö  cos  a>o)  f 
cos  =  Cr0"(cos  5  cos  6\>  —  C08  $  cos  50) , 
cos  vQ  =  Co"  (cos  6  cos  0O  —  cos  cd  cos  60) ; 

folglich  nach  10)  offenbar: 

19) 

cos  Ao  =  G0'  G0"{(%— c)cosco  —  (y0— 6)  cosö}, 

i 

cos  **<>  =  G0'  G0"  { (a-0— a)  cos  5  —  (zo  —  c)  cos  0  J , 
cosv0  =  €r0'€?0"{(y0— 6)co8  ö  —  (a:0  —  a)  cos  co}; 

woraus  eich  sogleich: 

G0'*  Co"1 1  (*o  -  «)* + (yo  -  «B  +  (*o  -  c)« 

— [(*o— a)cos0+(yo  — 6)cosa>  +  (20  —  c)cos5]*|  =  1; 

also  nach  11): 
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G0'*G0"*  =  G0'*,  G0"«=l; 

folglich : 

20)  6V'  =  Ü, 

and  daher  nach  19): 

21) 

cos  Iq  =  ±G0'\(zo  —  c)cos<o  —  (y0— 6)cosö}, 
cos  fi0  =  ±  G0'l(*o  — a)cosö  —  (*0— c)cos0  }, 
cos  v0  =  ±  Ga'\ (y0  ~  *)cos 0  —  (ar0  —  a)  cos oo  j ; 

also  nach  17): 

22) 

JP0  =  x0±  <?</ v0 {( xo  —  c)  cos  o>  —  (y0— 6) cos 5 } , 
Po  =  yo±^Vv0t(^0—  o)cos5  -(»o  —  c)cosö  }, 
So  =  *o±  Co'  v0l(yo  —  *)  cosÖ  —  (a-0— a)  cos  oo  | 

ergiebt. 

Von  dem  Punkte  ($oPo5o)  ftH«n  wir  nun  auf  die  Richtungs- 
linie der  Krallt  P0  ein  Perpendikel,  und  bezeichnen  den  Fuss- 
punkt  dieses  Perpendikels  auf  der  in  Rede  stehenden  Richtungs- 
linie durch  (XoY0Z0);  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  wie  leicht  erhellet: 

(*0  —  X0)  cos  «o  -f  Wo  —  Y0)  cos  ß0  +  ($0 — Zo)  cos  y0  =  0 , 

X0  —  xp  _  Yp — yo     Z0— Z0 
Cosa«        cos0o  cosy,,' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  kann  man  auf  folgende  Art  schreiben : 

{  (*o  -  *o)  —  (Xo—  *ö) )  cos  Oo  J 

+  ltt\>— Jo)  — (*o— y0)lcosj50  |  =0, 

+7(5o  -  «6)  -  (Zo  ~  2«)  I  cos  y0  ) 
oder  auf  folgende  Art: 

(X0 — *0)  cos  a0  +  (Y0  — y0)  cos  ß0  +  (Z0  —  20)  cos  y0 

=  (*o  -  *o)  cos  a0  -f  (J>0  -  y0)  cos  0O  +  (50  -  *o)  cos  y0 , 

17* 


Digitized  by  Google 


244  Gruners:   Neue  analytische  Entwiche  lang  der 

woraus  sieb,  in  Verbindung  mit  den  oben  in  zweiter  Linie  ste- 
henden Gleichnngeo,  leicht  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

=  { (*0 — x0)  cos  «o  +  (^o  — Jfo)  cos  ßo  4  (5o — *o)  cos  y0 I  cos  a0 » 

=  |  (J?0  -  ar0)  cos    +      —y0)  cos  ß0  +  (5„ — Xo)  cos  y0 1  cos  0O , 

Z0-*o 

=  |  (»o  —  ar0)  cos  or0  -f  (J>0 — y0)  cos  ß0  +  (50  —  *o)  cos  y0 }  cos  y0 ; 

folglich,  weil  nach  22)  offenbar  : 

(*0  —  *0)  cos  <*0+  (|>0  — y0)  cos  ft,  +  ($0  —  :0)  cos  y0 
[(  2o  —  c) cos  i»  —  (y0  —  6) cos  ö]  Cosa« 
=  ±C?o'vo  J  -f  [fo>  —  c)cosö  —  (i0  —  c)cos  ö]cos/)0 
+  [(yo—  *)cos  0  — (:r0— o)cosfl>]cosy0 
(ar0 — a)  (cos  0ocoa  ö — cos  y0  cos  a>) 
=  ±  G0'  v0  J  +  (yn  -  b)  (cos  y0  cos  $  —  cos  ab  cos  ö) 
+  (  r0  —  c)  (cos  a0  cos  a> — cos  ßa  cos  0) 

ist: 

23) 

(ar0— a)(cosj?0cosc5— cosyAcos») 
X0— Xo  =  i  &o'  vo  J  +  (y0— ^)(cosy0cosd— cosoocosw)    cos  ao » 

+  (  *0~ ^(COSOoCOSQ)—  cosß0cos  0) 

(x0 — 0)(COS/30C08Ö— cosy0co8<o)  J 
V0— y0=  ±<*oVo\  +(y0-o)(cosy0cosö— cos«ocosö)  (cosft,, 

+  (*o — cXcosttoCose»— cos/?0cos  6)  V 

(x0 — a)(cosj?0co80~cosy0cosa>)  • 
+        o)(cosy0cos  0— co8«r0cosc3)  (  cos  y0. 

+  (  Z0— C)(CO8OoCO80)— CO8/?OCO8  0)  J 

Bezeichnen  wir  nun  die  Projection  von  vQ  auf  der  Rieh  tun  gs- 
linie  der  Kraft  P0,  indem  wir  diese  Projection  als  positiv  oder 


Z0-x0  =  ±G0'v0 
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negativ  betrachten,  jenachdem  sie  auf  dem  von  (x^qZq)  aus- 
gehenden Tbeile  der  in  Rede  stehenden  Richtungslinie,  welchem 
die  Winkel  «<>,  ß0,  y0  entsprechen,  oder  auf  dem  entgegenge- 
setzten Theite  der  Richtungslinie  liegt,  durch  pQ,  so  ist  nach 
$.  1.  4): 

X0— •  #o  =  Po  COSOq  , 
Yo  — yo  =  z»ocos0o, 
^o  —  *o  =p0cosy0; 

woraus  sich,  wenn  man  diese  Formeln  mit  den  Formeln  23)  ver- 
gleicht, unmittelbar: 

(x0  —  a)  (cos  0O  cos  5  —  cos  y0  cos  o>) 
Po  =  ±  Go  vo  {  +  (#> — (cos  y0cos  0  —  cos  o0  cos  ö) 

-f  (  *o~ cMcosaoCos»—  CO8  0O  cos  0) 


also,  weil  nach  13): 
ist: 


G0GV  =  -1 
24) 

((x0  —  a)  (cos  0O  cos  ö — cos  y0  cos  m) 
r  i,  4"  (tfo  —  ^)  (cos    cos  ö  —  cos  o0 cos  ö)  (  va 

r  +  ( i0— c)(coso0cosa>— cos  £0  cos  6)  \  0 

ergiebt,  wo  bekanntlich  G0  die  positiv  oder  absolut  genommene 
Entfernung  des  Punktes  (.Toy0r0)  von  der  Axe  bezeichnet. 

Wir  wollen  jetzt  eine  beliebige  zweite  Kraft  Pt  betrachten, 
für  welche  wir  ganz  dieselbe  Construction  wie  vorher  ftir  die 
Kraft  P0,  natürlich  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe,  ausfuhren,  uns 
dabei  ganz  analoger  Bezeichungen  wie  vorher  bedienend,  wobei  uns 
nun  namentlich  die  Frage  entgegen  tritt,  wie  in  den,  den  Kräften  P0 
und  Px  entsprechenden  Formeln  die  in  denselben  vorkommenden 
doppelten  Vorzeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind.  Um  dar- 
über eine  bestimmte  Entscheidung  geben  zu  können,  oder  um 
überhaupt  eine  bestimmte  Entscheidung  in  dieser  Rücksicht  zu  er- 
möglichen, müssen  wir  von  einer  festen  Bestimmung  darüber  aus- 
gehen, wie  die  in  analoger  Weise  durch  v0  und  vt  bezeichneten 
Perpendikel  genommen  werden  sollen,  weil  diese  Perpendikel 
von  den  Geraden  aus,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  in  den 
Ebenen,  in  welchen  sie  gezogen  worden  sind,  offenbar  nach  zwei 
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verschiedenen  Seiten  oder  Richtungen  hin  genommen  werden 
können.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  festsetzen,  dass  die  beiden 
Perpendikel  v0  und  v,  immer  so  genommen  werden  sollen,  dass 
sie,  wenn  man  sie  als  Kräfte  betrachtete,  das  System,  an  wel- 
chem alle  gegebenen  Kräfte  wirken,  um  die  angenommene  Aie, 
als  eine  feste  Drehungsaxc  gedacht,  nach  einer  und  derselben 
Seite  oder  Richtung  hin  drehen  oder  zu  drehen  streben  wür- 
den. Unter  dieser  Voraussetzung  müssen  offenbar  die  durch  die 
Winkel  0O,  w0»  ö0  und  6X ,  nl$  ö,  bestimmten  Riebtungen  und 
die  durch  die  Winkel  f*o»  v0  und  A, ,  p, ,  v,  bestimmten 
Richtungen  unter  gleichen,  180°  nicht  abersteigenden  Winkeln 
gegen  einander  geneigt  sein ,  was  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellet,  so  dass  man  also 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Gleichung: 

cos0ocosöj  +cos  oleosa»!  +cos  ö0cos  ö, 
=  cos  X0  cos  A,  +  cos    cos  ^  -f  cos  v0  COS  Vx 

bat.    Nach  10)  ist  nun : 

cos  0O=  GoVo— o— [(*o— a)cosÖ+(y0~ ©)cosw  f  (xo— c)cosö]cos0t, 
cosa>0==  G0'{  yQ— b — [(x0— a)cos0+(*/o — 6)cosa>  +  (zo— c)co8G»]cosaj, 
cosö0=  G0'  \  zo— c  -[(ar0— fl)cos0+tyo— o)cos«  +(*0— c)cosö]cos5} 

und  analog: 

cos  0|  ss C?i' (Xi—  a — —  o)cosÖ+(y! — 6)cosco-f-(z, — c)cos<3]cos0), 
cos»,  ssG/lyi—o— [(ari— fl)cos0+(y,  -6)co8to+(i,— c)cosö]co8o)!, 
cosöi  =Cr|'|  «i— c— [(*|— 0)0080+^— 6)cosw+(*|—c)cos5]cosö|; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

- 

* 

cos  0O  cos  0A  +  COS  0J0  COS  0)|  -|-  cos  50  cos  ö, 

|(ar0~o)(a:|-a)+(yo— 6)^— 6)+(io— c)(»j— c)  j 
—     [(^o— ö)cos0  +  (yo— 6)cos»  +  (*o— c)cosö]  (  . 
X[(jt,  — a)cos0  +  (y!— 6)cosoi  +  (x1  -c)cosö]  ! 

Ferner  ist  nach  21) : 


«gl 


*7 
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coe  Xo  ss  ±  G0'  [  (zo— c)  cos  o)  —  (y0— &)  cos  ö } , 
cospo  =  ±  ^o'  U*0— «)C08  5  —  ( 2o  -  c)  co«  ö  I , 
co»v0  =  ±  Cfo'l(3fo— 0-(aro— a)cosco} 
und  analog: 

cosA,  =dbG1,|(*i— c)cos«>— (yi-6)cosö), 
COSft!  =  ±      1  (*i  —  a)  cosö  — (  zt  —  c)  cos  0 1 . 
cos  vt  =  db  <*i '  U  yi  —  6)  cos  0  -  (xx  —  a)  cos  a>  j. 
Nan  ist  »ber,  wie  man  durch  eiufache  Maltiplication  findet: 

l  (*0_  fl)  cos  «S  -  (  «o  —  c)  cos  0  J  { {xx  -  a)  cos  ö  -  ( z,  -  c)  cos  0 1 
+ 1  ( y0 _ 6)  cos  0 — (jt0 — a)  cos  a>l  { ( yi  -  b)  cos  0  —  (*,  — a) cos  a } 
+  {(z0-c)cosa>-(y0-6)cosö}l(z1~c)costt>-(yl-6)cosc5| 

+  (yo-o)(yi  -6)(cosö»  +  cos  0«) 
+  (  z«,  -  c)  (  zj  -  c)  (cos  0*  +  cos  »*) 

—  (ar0  —  a)  (yi  —  6)  cos  0  cos  t» 
 (ar0 — a)     —  c)  cos  0  cos  5 

—  (yo  —  °)  (  »i  — c)cos  «ocos  ö 
— (yo  -  *)  (x,  — a)  cos  o)  cos  0 

—  (  Z© — C)  (*!  -  «)  COS  Ö  COS  0 

—  (zo—  c)  (yi  —  6) cos  5  cos  © 

=  (x0  —  «0(*i  —  a)  (cos  0*+ cos  a>*  + cosö1) 
+  (yo  _  6) (y,  —  6)  (cos  0*  +  cos  w*  +  cos  ö«) 
+  (  io  —  c)  (  zl  —  c)  (cos  0*  +  cos  co»  +  cos  5») 

—  (x0— a)(ari— a)cos0cos  0 

—  (xQ  —  a)  (y,  —6)  cos  ö  cos  o> 

—  (x0—a)  ( *i  —  c) cos  0  008  ö 

— (yo — —  °)co8  m  C08  ö 

— (yo— Wy,  —  *)  cos  eo  cos  m 

—  (yo— o) (xt  —  c) cos  (0 cos ö 
— (  zo  -  c)  (*i  —  a)  cos  5  cos  0 

—  (*o  -  c)  (yi  -  b)  cos  5  cos  » 

—  (zo— c)  ( zt  — c)  cos  5  cos  ü 
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=       {x0  -  a)  (ar,  -  a)  +  (y0  -6)  ty,  -  6)  +  (z0-c)  (z,  -  c) 
—     [(*o  -  <0  cos  0  +  (y0  —  6)  cos  a>  +  (x^— c)  cos  ö] 
X  [(*,  —  a)  cos  0  f  (y,  —  b)  cos  a  +  (xx  -  c)  cos  ö]. 

Wenn  man  nun  io  den  obigen  Ausdrücken  von  cos  Aß,  cosfi0,  cosv0 
und  cosAlfco8fii ,  cos  v,  die  oberen  auf  die  oberen  und  die  unteren 
auf  die  unteren  Zeichen  bezieht,  so  ist : 

COS  Iq  COS  A,  "hcOSflyCOSf*! +C0SV0C08Vi 

!(*0-  a)Or,  -n)  +  (y0-b){yi  -6) + (z,,— c)(2,  -ch 
-     [(^o-^cosö  +  ^o^coscö+Czo— c)cosö]  (. 
X  [  (*i  —  a)  cos  0  +  (yt  —  6)  cos  cd  +  (*t  —  c)  cos  5]  ) 

also  nach  dem  Obigen: 

COS  0O  COS  0t  +  COS  W0  COS  CO]  +  cos  ö0  cos  5i 
=  cos  Kq  cos  At  +  cos  hq  cos  pt  -f  cos  v0  cos  vt , 

wie  es  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sein  muss ;  bezieht  man 
dagegen  in  den  obigen  Ausdrucken  von  cosA0,  cos^,  cos  v0  und 
cosAj,  cos^,  cosv,  die  oberen  auf  die  unteren  und  die  unteren 
auf  die  oberen  Zeichen,  so  ist: 

COS  Ao  COS  Ai  +  COS  fl0  COS  fij  +  cos  v0  cos  va 

j  (*o-«)(*i-flHCyo-Ä)(yi  -*)+fo>-c)(%-c)  j 
=  -Go'GS  j—     [(a;0  — a)cos0  +  (yo— ^cosco  +  Czo— c)cosö][, 

'  X  [  —  a)  cos  0  -f  (yt  —  b)  cos  co + (zt  — c)  cos  ö]  / 
also  nach  dem  Obigen: 

cos  0O  cos  0i  +  cos  C00  cos  «»!  -f  cos  ö0  cos  ö, 
x=  -  (cos  A«  cos  A,  +  cos  ia0  cos  pa  +  cos  v0cos  vt) , 
wie  es  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nicht  sein  darf. 

Hieraus  sieht  man  also,  dass,  wenn  man  die  Perpendikel  vQ 
und  vt  so  nimmt,  dass  sie,  als  Kräfte  betrachtet,  das  System  am 
die  angenommene  Axe,  als  eine  feste  Drehungsaxe  gedacht,  nach 
einer  und  derselben  Seite  oder  Richtung  bin  drehen  oder  zu 
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drehen  streben  würden,  im  Obigen  fiberall  die  oberen  und  unte- 
ren Zeichen  auf  einander  bezogen  werden  müssen,  und  dass 
man  also  namentlich  auch  nach  24)  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  setzen  muss: 

'25) 

0*0  —  a)  (c08  ßo  cos  ö  —  cos  y0  cos  0)) 
Po  =  T  |  +  (yo  -6) (cos  y0cos  6  —  cosa0  cosö)  J  •  jjc  t 
+  (  *o  —  c)  (cos  «o  cos  co  —  cos  0O  cos  0) 

(X|  — a)  (cos0t  cos  Ö  —  cos  yx  cos  «) 
/>i  =     ^  +  (.Vi  —  ^)  (cos  Yi  c°*  0  —  cos  at  cos  ö)  j  •  • 
+  (  Zi  — c)  (cos  Ci  cos  o>  —  cos  ßi  cos  0) 

Für  das  ganze  System  unserer  Kräfte 

Am  ^*i>  ^a»  ^a>  ^a»  •••• 

haben  wir  daher  die  folgenden  Gleichungen: 

26) 

(jr0  —  a)  (cos  0O  cos  ö  —  cos  y0  cos  co) 
Po  =  T  ^  +  (yo— (cos y0  cos  0  —  co*<*0cos  ö)  |  •  » 
+  (  *0 — c)  (COS  Oq  cos  a>  —  cos  0O  cos  0) 

(a?t  —  a)  (cos  /3i  cos  ö  —  cos  Vi  cos  co)  , 
Pi  =  ^  i  +  (yi  -— ©)(cosyl  cos  6  —  cosat  cos  co)  J  •  £  » 
+  (  2,  —  c)  (cos  «i  COS  0)  —  COS  ßi  cos  0) 

(a*f — a)  (cos  02  cos  ö  —  cos  yÄ  cos  co) 
Pi  =  ^  |  +  {y%—  6) (cos  ytcos  0  —  cos    cosö)  J#^% 
-f  (z^—c)  (cos    cos  co  —  cos0,cos  0) 

!(ar8 — n)  (cos  03  cos  3  —  cos  y,  cos  co) 
+  (ya— 6)(cosyacos  0— cos  «3  cosö) 
+  (  *a — c)  (cos«,  cos  co  —  cos  08  cos  0) 

u.   s.  w. 

in  denen  durchgehends  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander zu  beziehen  sind,  wenn  man  sich  nur  stets  an  die  aus  dem 
Obigen  bekannten  Voraussetzungen  hält. 

Es  ist  nun: 
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(*o* 
+  (Sfi- 

+(v 


+  /*«{  + 

+  ( v 


o)  (cos  ß0  cos  ö  * 
6)  (cos  y0  cos  0- 
c)(cosa0cosco- 

o)(cosj31  cosö- 

b)  (cosyL  cos  0- 

c)  (cos  o4  cos  CO  - 

o)  (cOSjJgCOSÜ 

o)(cos  y2cos  0- 
c)(cosa2cosco 

a)(cos0acosö  ■ 
6)  (cos  ys  cos  6 

C)  (COS ö3 COS  CO 


•  cos  y0  cos  cd) 

■COSOqCOSQ)  / 
COS /30  COS  0) 

•COS/!  COS  CO ) 

-cosa!  cos  ö)  f 

COS      COS  0) 

-cosyacosco)  , 
■  cosa2cos(ö)  ? 

-  cos  0,  cos  6) 

-  cos  ys  cos  co) 
-cosa, cos ö)  \ 

COS/JjCOS  0) 


u.    s.  w. 


=  Po 


-^1 


ar0(cos/J0cos  5|- 
+  y0(cosy0cos  0- 

+  20(c08Cf0C08C0- 

xx  (cos  &  cos  5  - 
+  y!(cosylcos0- 

+  2t  (COS  &i  COS  CO - 

a:Ä(cosj3acosü- 

+   (cos  y% coß  ö  - 

+  Z£  (COS  «fe  COS  CO - 

ar8(cos/3s  cosö  - 
+  y8  (cos  y8  cos  0- 
+  13  (cos  03  cos  co - 


-cosy0cos  co) 

-  cos  cr0  cosö) 
-cosj50cos  0) 

-  cos  Yi  cos  co) 

-COSCfiCOSÖ) 

-cos/?! cos  0) 

-  cos  y$  cos  co) 
-cos  ctg  cos  ö) 
-cos|?9cos  Ö) 

-  cos  y8  cos  co) 
-cosa3  cos  5) 
cos  jSj  cos  0) 


U.     8.  W. 


a  (cos  0O  cos  ö  —  cos  y0co8  co) 
+  6  (cos  Yq  cos  6  —  cos  a0  cos  5) 
+  c  (cos  «o  cos  CO  —  cos  ß0  cos  0) 

a  (cos  0!  cos  5  —  cos  y!  cos  co) 
+  6 (cos  yt  cos  0 — cosa,  cosö) 

-f-  C (COS 0j  cos  CO  —  COS ßi  COSÖ) 


1 
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a  (cos  ß2  cos  Ö  —  cos  yf  cos  co ) 

—  A*a  j   +  6  (cos  y4cos  0 — cos    cos  ö )  j 
■fr  c  (cos  c2  cos  cd — cos  ß%  cos  0) 

a(cos/38cosö  — cosy,cosco) 

—  ^3)  +  6  (cos  yscos  0  —  cosascos  w)  j 
-fr  c(cosofj  cos  co  —  cosjS3cos  0) 

u.   s.  fr. 

(AcosS— ccoscoXPoCosco  f  Pjcosa!  f/Voscea-l-PaCOBaj +....) 
-f  (ccos  0 — acosöXPoCOsjJo+^iCOs^j+^cos^+PjCosjJs-f ....) 
-I-  (acosa>— 6cos  6)(P0cosy0+ P^osyi  +  P»cosyÄ  +  P8cosy8+....) 

P0  (x0  cos  0O  —  y0  cos  a0) 
+  />l(jr1cos/Jl-y,co8 
+  cosö{  +/,s(^cos/5t-ytcos«t) 

+  ^8  (<*8  008  h  ~~ #8  C0S  as) 
U.     8.  VI'. 

Po  (yocosro  ~«ocos/?0) 
+  A  (yi  cosn  —  »i  cos 

+  CO8  0  ^     +  ^(ytCOSr»-  **COS/34) 
+  ^8  (#8  cos  y8  —  2,  cos  /S,) 
0.     8.  W. 

P0  (io  cos    — x0  cos  y0) 
+  Pt  (»i  cos  «i  —  xx  cos  yj ) 
+  co8fi>}    +  *>»(*,  cos  a,— xt  cos  y*) 
+  Pt  (r,  cos  at  —  ar8  cos  ys) 
u.    s.  w. 

und  in  abkürzender  Bezeicbnaog  haben  wir  also  die  [folgende 
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27) 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  w) 
2Py  +  (y— 6)(cos  ycosd— cosacosö)  j 
+  (z  —  r)(cos«  cos  w—  cos  0  cos  ö) 

=     (ocosö  —  c  cos  <o)E Pens  a 

+  (c  cos  0  -  a  cos  ö)  ZPcos  0 

+  (a cos  cd  —  6  cos  ß)£Pco8y 

+  cosö  £P(xcosß  — -ycosa) 

+  cos  ö  cos  y  —  z  cos  ß) 

+  cos  a£P(z  cos  a  —  ar  cos  y). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte 

Po  y  P\  »  P<t  >  ^3  »         >   •  •  *  * 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  ist  nach  j.  b\ 

2/>cos«  =  0,    27>cos0  =  O,    2Pco*y  =  Q; 

£P(xcosß  —  ycosa)  =  0, 

Z/^cosy  —  xcos/3)  =0, 

2?P(zcosa  -  arcosy)  =  0; 

also  nach  27) ,  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  a ,  6 ,  c 
und  0,  od,  ö,  folglich  für  jede  Axe: 

/      (*  —  a)(cos0cosö  —  cos  ycosca)  \ 

+  (y—6) (cos y cos  0 —  cos a cosö)  >  =  0. 
\  -f-  (  z  —  c)  (cos  a  cos  ta  —  cos  ß  cos  0)  ) 

Es  frägt  sich  nun,  ob  sich  dies  auch  umkehren  lässt,  ob  man 
nämlich  behaupten  kann,  dass,  wenn  für  jede  Axe 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  «)  \ 
Zp    +  (y  —  o) (cos y  cos  0 — cosa cosö)  |  =  0 
+  (z  —  c) (cos acosa>  — cosjj cosö)  ' 

ist,  die  Kräfte 

^o»  f*i  *  ^a»  ^8»  ^*4»  •••• 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Weil  vorausgesetzt  wird,  dass  die  vorstehend«  Gleichung,  also 
nach  27)  die  Gleichung: 
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(6couö  —  ccos  co)  ZPcosa  * 
+  (ccos  0  —  ocosö)£Pco8  0  1 

+  (acosa>  —  6-cos  6)2Pco*y  J 

>  =  0, 

+  eosö  £P(xco»ß — ycona) 
-f  cos  6  £P(y  cos  y — zcosß) 
+  cos  cd  27P(  i  cos  aj— a:  cos  y) 

für  jede  Axe  odtf  unabhängig  von  besonderen  Wertben  von  <i, 
6,  e  und  6,  »,  Ö  gilt;  so  wird  diese  Gleichung  auch  gelten,  wenn 
man  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0  setzt,  was  nach  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  0,  co,  Ö  gel- 
tenden Gleichung: 

cos  (3  SP  (x  cos  ß — ycosa)  \ 
-f  cos  0  £P(ycas  y  —  *cos0)  J  =  0 
+  coseo  JSP  (2  cosa — xcosy)  ' 

ffibrt.   Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  der  Reihe: 

co8  0=  0,  cos  co  =  0,  C08Ö  =  ;fcl; 
cos 0  =  ±  1 ,  cos  co  =  0,  cosö=  0; 
co*  6=    0,   co»  co  =  +  1 ,    cosö  =  0; 

was  verstattet  ist,  weil  in  allen  diesen  Füllen,  wie  erforderlich: 

cos  0*+%cos  eoa  +  cos  ö2  =  I 

ist,  lässt  man  nämlich  die  Aze  nach  und  nach  mit  der  Axe  der  1, 
x,  y  zusammenfallen  oder  diesen  Axen  parallel  sein;  so  ergiebt 
•ich  aus  der  obigen  Gleichung  oach  und  nach: 

£P(xeosß — ycoaa)  =  0, 

£P(ycoB  y—zcoaß)  =  0, 

£P(  zcosa — arcosy)  =  0; 

was  dann  ferner  nach  dem  Obigen  zu  der  unabhängig  von  be- 
sonderen Werthen  von  a,  6,  c  und  0,  co,  ö  geltenden  Gleichung: 

(6  co«  5  —  ccosco)27Pcosa 
-f  (ccos  0 — ucos(3) ZPcosß   j  =0 
-f  (a  cos  co  —  6  cos  0)  £P  cos  y 
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fährt  Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung,  was  offenbar  verstattet 
ist,  nach  der  Reihe: 

a  =  0,  6=0,  cos  0  =  0; 
6  =  0,  c  =  0,  cos  a>  =  0; 
c  —  0,   a  =  0,   cos<5  =  0; 

wo  also  beziehungsweise: 

cos  w*  +  cos  ö*  =  I , 

cosö*-f  cos  0*  =  1, 

cos  ö*  +  cosw*  =  1; 

folglich,  naturlich  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

cos  m  =  +«in  S, 

cos  5  =  i  sin  0, 

cos  0  =  ±  sin  a» 
ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

ccos  oo  2Pcobo  =r  0, 
acosä£Pcos/3  =  0, 
6  cos  eZPcosy  =  0 

oder: 

csinö  2Pco6ct  =  0, 

asin0i:Pcosj3  =  O, 

6  sin  coZPcosy  =  0; 

welche  beziehungsweise  unabhängig  von  besonderen  Wer  theo  von 
c,  <o;  «,  5;  6,  0  oder  c,  ö;  «,  0;  6,  co  gelten,  was  unmittelbar 
zu  den  Gleichungen: 

27>cosa  =  0,    27>cosjS  =  0,    £Pcosy  =  0 

ftihrt.  Hiernach  ist  also,  wenn  für  alle  Axen  die  Gleichung: 

(x — a)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y  cos  to) 
2P^  -f-(.y — 6)(cosyco8  0  —  cosacosö)  j  =  0 

-f  (2  — C)(COSOC08  0)  — CO8/5CO8  0) 
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Statt  findet: 

2Pcosa  =  0,    2Pcosß  =  0,    £Pcosy  =  0; 


uoter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  allgemeinen  Satz : 

Die  no th wendige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte 


ist,  dass  die  Gleichung: 

{x  —  a)  (cos  ß  cor  ö  —  cos  y  cos  ») 
2P^  -f  (y  ~  6) (cos  ycos  8  —  cosacosö)  J  =  0 
-f-  (s — c) (cos a cos a>  —  cnsßcos  6) 

far  alle  Axen  erfallt  ist. 

Aas  den  Gleichungen  26)  folgt  offenbar,  wenn  man  dieselben 
nach  der  Reibe  mit 


£pP  =  T  £^  P  \  1>)  (cos  ycos.0— cosacosö)  > 


£P(xcoa  ^— ycos«)  =  U, 
£P(ycos  y— z  cos/J)  =  0, 
ZP(zcosa— arcosy)  =  Ü; 


and  oacb  §.  6.  sind  also  die  Kräfte 


Po*  P\9  P%t  Ps>  P< 


^*o»  ^i»  P%»  Pi»  P* 


+  (  x  —  c)  (cos  acos  co  —  cos ß cos  0) 


Sind  nun  aber  die  Grössen 


V0       Vj        va       v9  vA 
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schaftlichen  Werth  aller  dieser  Grössen  durch  ^;  so  wird  die 
vorstehende  Gleichung: 

(ar — a)  (cos  ß  cos  ö — cos  y  cos  <d) 
£pP-T^^p{  +(^  — Ä)(cos  ycosö  — cosacosw)  |. 

+  (  2  —  c)  (cos  acos  oo  —  cos  jScos  6) 

Die  Bedingung,  dass  die  Grössen 

v0      v,       vt      va  t/4 

TT  »      ">T  »      /«"  »      TT"  »      "TT  »     •  •  •  • 
€»0        fjr|        f»2        "8  "4 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  erfüllt  man  am  Einfachsten 
dadurch,  dass  man  sich  das  System  um  die  angenommene  Axe 
um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  denkt,  und  in  rechtwinkligen 
Dreiecken,  in  denen  diesem  Winkel  die  Entfernungen 

^*o>      »  ^*a>         ^4»  •••• 

der  Punkte 

(•*oyo*o)>  {**y*H)>  •••• 

als  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  in  der  ursprünglichen  Lage  des 
Systems  von  der  Axe  als  Katheten  anliegen,  die  Längen 

vo»    vi»    va»    v3>  v4  

als  die  dem  in  Rede  stehenden  Winkel  gegenüberstehenden  Ka- 
theten betrachtet,  eine  Vorstellung,  welche  wir  im  Folgenden  aoch 
ohne  weitere  Erinnerung  stets  festhalten  werden*). 


*)  Nimmt  man  die  Drehung  de«  Systems  unendlich  klein  an,  — 
fallen  die  dnreh 

t>o»    v|f    vt,    %>i,    v4,   « 

bezeichneten  Längen  mit  den  von  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  be- 
schriebenen Kreisbögen,  oder  auch  mit  den,  die  primitiven  nnd  secoodäreto 
Ocrter  der  Angriffspunkte  mit  einander  verbindenden  Geraden  znsammen, 
und  erhalten  dann  wohl  den  Namen:  Virtuelle  Geschwindig  Lei* 
len  (m.  ».  die  Einleitung) ;  die  im  Folgenden  entwickelten,  den  Zustand 
des  Gleichgewichts  oder  der  Ruhe  bedingenden  Gleichungen,  in  denen  diese 
virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  ihr«  Projectioneu  auf  den  Richtnngs- 
linien  der  Kräfte  vorkommen,  bilden  aber  dann  in  ihrer Gesammtheit  das 
sogenannte  Frincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  mit  wel- 
cher Bemerkung  Aber  dieses  Frincip  wir  uns  für  jetzt  hier  begnügen  müssen. 
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Weil  nun  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  das  Gleichge- 
wicht der  Kräfte 

dadurch  vollständig  bedingt  wird,  dass  die  Gleichung: 

(x— a)  (cos  0  cos  ö—  cos)' cos  cd) 
2J/*|  -f  (y  —  A)(cos  ycos  0  — cos« cos ö)  |=ü 
+  (z  —  c)  (cos o cos  a>— cosj?cos0) 

für  alle  Axen  erfüllt  ist;  so  wird  nach  dem  Obigen  offenbar  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte 

Po*  P\  *  P%>  ^*s>  P %  

auch  dadurch  vollständig  bedingt,  das»  die  Gleichung: 

£pP=0 

för  alle  Axen  erfüllt  ist,  was  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satze 
führt: 

Die  nothwendige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte 

Po .  P\ »  P<i  1  P%*  l\  

ist,  dass  die  Gleichung 

EpP  =  0 
für  «Ue  Axen  erfüllt  ist. 

Betrachten  wir  für  irgend  eine  Kraft  P  das  Product  pPt  und 
bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  von  P  durch  (P),  den  Werth 
von  p  aber,  iusofern  diese  Protection  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet wird,  jenaebdem  sie  auf  der  wirklichen  Richtung  der 
Kraft  P  oder  auf  der  direct  entgegengesetzten  Richtung  liegt, 
durch  q.  Wenn  nun  P  positiv,  also  P  =  (P)  ist,  so  wird  die 
Richtung  "Von  P  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmt.  Liegt  p 
auf  dieser  Richtung,  so  ist  p  positiv,  q  positiv,  also  p  =  q,  folg- 
lich pP=sq(P).  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten  Richtung, 
so  ist  p  negativ,  q  negativ,  also  pz=q,  folglich  pP=q(P). 
Wenn  ferner  P  negativ,  also  P  =  — (P)  ist,  so  wird  die  Richtung 
von  P  durch  die  Winkel  180°- «,  180°  —  ß,  180°— y  bestimmt. 
Liegt  p  auf  dieser  Richtung,  so  ist  p  negativ,  q  positiv,  also 
p  =  — q,  folglich  pP  =  tj(P)-  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten 
Richtung,  so  ist  p  positiv,  q  negativ,  also  p  •=.  —  qt  folglich 
pPz^q(P).    Hiernach  ist  immer  pP  =  q(P),  und  man  sieht  also, 

Th«il  XLVI.  IR 
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dass  man  im  obigen  Satze  die  Kräfte  P  säromtlich  als  positiv, 
die  Projectionen  p  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachten  kann, 
jenachdem  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  entsprechenden 
Kräfte  oder  auf  den  diesen  Richtungen  direct  entgegengesetzten 
Richtungen  liegen,  was  die  einfachste  Auffassungsweise  bei  der 
Anwendung  des  in  Rede  stehenden  Satzes  ist 

Bezeichnen  wir  die  von  den  Richtungslinien  der  Kräfte 

Po»     P\  »     P%*     ^3»  ^4»  

mit  der  angenommenen  Axe  eingeschlossenen,  180°  nicht  über* 
steigenden  Winkel  durch 


Wo,  wl9  w*,  w9t  w4 


und  die  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
von  der  angenommenen  Axe,  indem  wir  diese  kürzesten  Entfer 
nungen  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Grossen 

(x0  —  o)  (cos  ßn  cos  ö  -  cos  y0  cos  ») 
+  ( ,Vo  —  6)  (cos  Yo  cos  Ö  —  cos  Co  cos  Ö) 
+  (j0  —  C)  (COS  Ct0  COS  (Ü  —  cos  ß0  cos  0) , 

(xt  —  a)  (cos  0,  cos  5  —  cos  y,  cos  a>) 

+  ($1  —  °)  (cos  /i co*  ö — cos  »i  cos  ö) 
+  (*i  —  c)  (cos  «1  cos  oo  —  cos  &  cos  6) , 

(x%  —  a)  (cos  ßt  cos  ö  —  cos  y2  cos  o») 
+  ( jya  —  6)  (cos  ya  cos  6  —  cos  at  cos  ö) 

+  («2 —  C)  (COS  Cf3  COS  63  —  COS  ß%  COS  6)  , 

(j:s  —  a)  (cos  /39  cos  5  —  cosys  cos  a>) 
+  (y»  ~  °)  (co«  y8  cos  6  —  cos  03  cos  ö) 

+  (c08  «3  COS     —  cos  03  C0S  » 

U.  8.  W. 

positiv  oder  negativ  sind,  durch 

^0»     E*lt     Ei*     -£3»     ^*4  » 

so  ist  nach  einem  bekannten  analytischen  Ausdrucke  *)  : 


»)  M.  «.  meine  Abhandlang  Tbl.  XXXV.  Nr.  I.  14). 
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E0  sin  W0  =  ( x0  —  a)  (cos  0O  cos  ö)  —  cos  yy  cos  a>) 
■f  (jfo  -Ä)(cosyocos0  —  CO8«0C0SÖ) 
+  (i0  —  c)  (cos  oo  cos  w  —  cos  ß0  cos  0) , 

£  i  sin  W,  =  (.r,  —  «)  (cos  cos  ö>  —  cos  yj  cos  co) 
r  ^1  —  *)(cosyi  cosÖ  —  cosa,  cos  5) 
+  (»i  —  c)  (cos  Of,  COS  OD  —  cos  ßt  cos  0) , 

£2  sin  W7^  =  (jrÄ  —  a)  (cos  /?4  cos  ö  —  cos  y2  cos  co) 
+  Cy*  ~  (cos  y,  cos  0  —  cos  a,  cos  5) 
+  (H  —  c)  (cos     COS  0)  —  cos  ß%  cos  0) , 

£3  sin  W$  ==  (jrs  —  a)  (cos  ß3  cos  5  —  cos  y3  cos  eo) 
•f  (ys  —  A)  (cos  y8  cos  0  —  cos  a8  cos  5) 

-Kls  —  C)  (COS  tt3  COS  CO  —  COS  ß9  CO8  0) , 
U.  8.  W. 

und  nach  dem  Obigen  (S.  255.)  können  wir  also  offenbar  auch  den 
folgenden  allgemeinen  Satz  aussprechen : 

Die  nothwendlffe  Bedingung  für  das  Gleichge- 
wicht der  Kräfte 

Po»     P\*     P%»     P*>     P\ t  .... 

ist,  dass  die  Gleichung 

ZPEhxu  IV  =  0 
für  alle  Aien  erfüllt  ist. 
Nach  26)  haben 

Po*     P\,     P*>     J»8'  P*»-" 

respective  mit 


(*0 

—  #l)  (C0S/J0C08Ö 

—  cos  y0  cos  co) 

+  (yo 

-6)  (cosyocos0 

—  COS  «0COS  Ö) 

+  (*0 

—  c)  (cos  C0  COS  CO 

—  cosj3ocos0), 

(xx 

— o)(cos/5,  cos  5 

—  cosy,  cos  co) 

+  (.Vi 

—  6)  (cosyi  cos0 

—  cos  at  cos  5) 

+  (*! 

—  c)  (cos  «i  COS  CO 

—  COS/?,  CO8  0), 

(ara 

—  er)  (cos  ß2  cos  G 

—  cos  y%  cos  co) 

+ 

—  6)(cosyacos0 

—  COS  «3  cos  5) 

+  («• 

—  C)(CO80f2COS  CO- 

—  COS  04  COS  0), 

18* 
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(xz  —  a)  (cos  03  cos  ö  —  cos  y3  cos  w ) 
-f-  (y*  —  6)  (cos  y3  cos  6  —  cos «3  cos  ö) 
+  (*a  —  c)  (cos  ers  cos  a>  —  COS     cos  6) , 

U.  S.  H". 

sämmtlich  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen;  also  kann  man 
offenbar  in  der  Bedingungsgleichung 

2PE  sin  W  =  0 

die  kürzesten  Entfernungen 

»    ^1  »        »        »    E4 »   •  •  • 
immer  respective  mit 

Po  >    Pl*     Pf     P*t  P4» 

von  gleichem  Vorzeichen  nehmen;  auch  kann  man  sich  hierbei 
immer  die  Punkte,  in  denen  die  Kichtungslinien  der  Kräfte  von 
ihren  kürzesten  Entfernungen  von  der  angenommenen  Axe  geschnit- 
ten werden,  als  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  denken,  wo  dann 
die  Längen 

t>0»    vi »    v«>  v4,.... 

auf  den  entsprechenden  kürzesten  Entfernungen  senkrecht  stehen. 
Auch  hier  kann  man  alle  Kräfte  als  positiv,  aber  die  Projectionen 

Po»   Pi»   Pf   Pt*  P*  

als  positiv  oder  negativ  annehmen,  jenachdera  sie  auf  den  wirk- 
lichen Richtungen  der  entsprechenden  Kräfte  oder  auf  den  diesen 
Richtungen  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  wie  ja 
auf  der  Stelle  daraus  erbellet,  dass  man  die  Winkel 

«o»  A».  ro;  «i«A»ft;  «>»  ß*>  r«;  •••• 

immer  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte  entsprechen  lassen  kann 

§.  13. 

Anderer  Ausdruck  der  Bedingungen  der  Ruhe  eine* 
um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Systems. 

Wenn  man  den  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  ao- 
nimmt,  so  sind  nach  {.8.  die  notwendigen  Bedingungsgleichun- 
gen für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems : 
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2P(xcoaß — ycosa)  =  0, 
2P(y  cos  y  —  2  cos  ß)  =  0 , 
£P(z  cosa  — xeosy)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  das  System  befinde  sich  in  Ruhe« 
so  ist : 

£  P  ( x  cos  ß  —  y  cosa)  =  0, 
£P(ycosy  —  z  cos/5)  =  0, 
£P{z  cosa  —  xeosy)  =  0; 

also  nach  §.  12.  2?)  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von 
<i,  6,  c  und  Ö,  «,  ö,  folglich  für  jede  Axe: 

(j: — a)  (cos  0  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) 
£f>  |  +  (,y  —  6)  (cos  y  cos  0  — cosa  cos  ö)  j 
-f-  (2  —  c)  (cos  a  cos  a>  —  cos  ß  cos  0) 

=  (6  cos  ä — c  cos  co)  JSP  cos« 
+  (ccos0  —  acoBÖ)£PcoBß 
+  (a  cos  cd  —  6co8  0)2?f>co8y; 

liir  jede  durch  den  Anfang  der  Coordinateo,  also  durch  den  festen 
Punkt,  gehende  Axe  ist  aber: 


also : 


cos  0      cos  cd      cos  5  ' 

6cosö  —  C  COS  CD  =  0, 
ccos0  —  aeoseö  =  0, 
a  cos  co  —  6  cos  0  =  0; 


folglich : 


(#  —  o)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  co) 
+  (y — 6)(cosycos0 — cosacoscö)  |  =  0. 
+  (2  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  ß  cos  0) 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  jede 
durch  den  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  festen  Punkt 
gehende  Axe: 

{x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  co) 
-f-(y — 6)  (cos y  cos 0  —cos acosö)  j  =  0. 
+  (2  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  ß  cos  0) 

Umgekehrt  «ollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  fär  jede  durch 
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den  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  festen  Punkt 
gebende  Axe  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) 
2P<^  +     —  b)  (cosy  cosö  —  cosacosö)  j  =  ^» 
+  (2  —  c)  (cos  et  cos  co  —  cos  ß  cos  ö) 

also  nach  §.  12.  27)  die  Gleichung : 

(6 cosö  —  ccoso))  £Pcosa 
-f  (ccosÖ  —  aco&(d)SPcoaß 
+  (a  cos  a>  —  b  cosö)  EP  cosy 

+  coBÜEPfacosß  —  ycosa) 
+  cos62:P(ycosy— xcos/5) 
-+  cos  w-£P(:  eosa  —  arcosy) 

erföllt  sei.  Weil  für  jede  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
gehende  Axe 

<*    _  _b_  _  ^_ 
COS  ö       COS  O)  *~  cos  ö  ' 

also: 

b  cos  ö — ccoscö  =  0, 
ccosö  —  «cosö  =0, 
acosco — 6  cosö  =  0 

ist;  so  ist  für  jede  solche  Axe,  also  unabhängig  von  besonderen 
Wertben  von  0,  a>,  ö: 

cos  ö  SP  (x  cos  ß — y  cos  c) 
+  cos  6ZP(y  cosy  —  2 cos ß)  j  =  0; 
+  cos(oEP(z  cosa  —  arcosy) 

folglich,  wenn  man,  was  verstattet  ist,  nach  und  nach: 

cosÖ  =  0,        cosa>=0,        cosö  =  i:l; 
cosö  =  +  I ,    cos  o=0,        cos  (3=0; 

COSÖ  =  0,         COS  0)=J;1,      cosö  =  0 

setzt : 

EP(x  cos  ß  —  y  cos  a)  =  0 , 
EP(ycoay  —  zcosjS)  =  0, 
£P(z  cos«  — -  arcosy)  =  0; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
das  System  in  Ruhe  befindet. 
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Wenn  also  für  jede  durch  den  als  Anfang  der  Coordinaten 
angenommenen  festen  Punkt  gehende  Axe: 

(x — a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  «) 
2P\  +  (y— 6)(cosycosö  —  cos  a  cos  ö)  J  =  0 
+  (r  —  c)  (cos  a  cos  a  —  cos  ß  cos  0) 

ist,  so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 

Daher  haben  wir  jetzt  den  folgenden  Satz : 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

^0>     *\*     P'l*     ^3»  f>4»<'" 

wirken,  um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist;  so  wird, 
wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten annimmt,  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems 
dadurch  vollständig  bedingt,  dass  für  alle  durch  den 
festen  Punkt  gelegte  Axen  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  o>) 
+  (y  —  6)(cosycosö  —  coscr cos w)  j  =  0 
-f  (2  —  c)  (cos  a  cos  od  —  cos  ß  cos  0) 

erfüllt  ist. 

Unmittelbar  geht  aber  aus  den  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen angestellten  Betrachtungen  hervor,  dass  die  vorhergehende 
Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  de,s  Systems 
ganz  in  derselben  Weise  wie  dort  auch  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

oder  durch  die  Bedingungsgleichung 

£PE8\uW=0, 

insofern  diese  Gleichungen  als  für  alle  durch  den  festen  Punkt 
gelegten  Axen  gültig  vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt 
werden  kann. 


§.  14. 

Anderer  Ausdruck  der  Bedingungen  der  Ruhe  eines 
um  eine  feste  Axe  drehbaren  Systems. 

Wenn  man  die  feste  Axe  als  Axe  der  x  annimmt,  so  ist  nach 
§.9.  die  nothwendige  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der 
Hube  des  Systems : 
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2P(xQOBß—ycoaa)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  das  System  befinde  sieb  in  Ruhe, 
so  ist: 

£P(xcosß  —  ycos«)  =  0; 
weil  nun  aber  nach  §.  12.  27) : 

Cr— a)  (cos  0  cosö —  cos  y  cos  co) 
+(y  —  6)(cosy  cosö  —  cos  et  cosö)  | 
-f  (z  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  /J  cos  6) 

=  (6  cos  ö  —  c  cos  co)  SP  cos  a 
+  (ccosö  —acos<5)2Pcoaß 
-f  (a  cos  a>  —  6  cos  0)  «SP  cos  y 

+  cosö-EPfccos/S— ycosa) 
+  cos  02;P(y  cos  y—  zcos£) 
+  cosco<£P(zcosa— arcosy), 

und  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe 
a  =  0,   ö  =  0;    cosö  =  0,    cos  co  =  0 
ist;  so  ist  für  die  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  co) 
+(y  —  b)  (cos y  cos 6  — cosa cosö)  }  =  0, 
+  (z  —  c)  (cos  et  cos  co  —  cos  0  cos  6) 

immer  die  feste  Axe  als  Axe  der  z  angenommen. 

Wenn  sieb  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  die 
als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  co) 
^  j  +  (y—o) (cos y  cosö  — cos« cosö)  }=0. 
-f  (z  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  ß  cos  6) 

Umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  dass  für  die  als  Axe  der 
z  angenommene  feste  Axe: 

{x  —  a)  (cos  ß  cosö— cos  y  cos  co) 
£P{  +(y— 6)(cosycosö  — cosocosö)  |  =  0, 
-f  (z  —  c)  (cos  a  cos  o  —  cos  ß  cos  6) 
also  nach  §.  12.  27): 
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(b  cos  ö  —  ccos  a>)  EP  cos  a  \ 
-f  (c  cos  0  —  a  cos  5)  SP  cos  ß,  j 
+  (a cos  to—  6  cos 6)  ZPcony  \ 

)  =  0 

+  C08w2:P(x  cos /5  —  y  cosa)  l 
+  cosd£P(y  cosy  —  zcosß)  1 
-f  cos  (o£P(z  cos  er  —  .r  cos  y)  J 

sei.    Dann  ist,  weil  für  die  als  Äxe  der  z  angenommene  feste  Axe : 
a  =  0,  6  =  0 ;  cos  6  =  0,  cos  w  =  0,  cos  5  =  ^1 

ist: 

ZP(xcosß  —  ycosa)  =  0, 
und  das  System  befindet  sich  folglich  in  Ruhe. 

Wenn  also  für  die  als  Axe  der  :  angenommene  feste  Axe 

!(x  —  a)(cos/Jcosö  —  cosy  cos  a>)  \ 
+  0/  —  o)(cosycosö  —  cosa cos w)  \  =  0 
-f  (z  —  c) (cosa cos  to  —  cos ß cos  Ö)  ) 

ist,  so  beöndet  sich  das  System  in  Ruhe. 
Daher  haben  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  das  System,  ao  welchem  die  Kräfte 

Pq  ,         P\  »         P%t  »        P^y  .... 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist;  so  wird,  wenn 
man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  z  annimmt,  der  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Systems  dadurch  vollständig  be- 
dingt, dass  für  die  feste  Axe  die  Gleichung: 

,     (x  —  a)  (cos  ß  cos  (3 —  cosy  cos  0)  . 
2P  \        —  6)(cosycosö-— cosacosö)    (  =  0 
'  +  (2  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  ^  cos  (9)  ' 

erfüllt  ist. 

Dass  die  vorhergehende  Bedingungsgleichung  für  den  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Systems  auch  durch  die  Bedingungsgleichung 

ZpP  =  0, 
oder  durch  die  Bedinguugsgleicbuug 

ZPEsmW  =  0, 
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insofern  diese  Gleichungen  als  für  die  feste  Axe  göltig  oder  er- 
füllt vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt  werden  kann,  er- 
hellet ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen. 

Wenn  die  Kräfte 

Ptt ,    1\ ,    l\ ,    P9,    P+,  .... 

säiumtlich  in  einer  Ebene  wirken,  welche  um  einen  festen  Punkt 
oder  vielmehr  um  eine  durch  diesen  Punkt  gehende,  auf  der 
Ebene  senkrecht  stehende  Axe  drehbar  ist;   so  ist: 

w0  =  wx  =  wt  =  w3  = ....  =  öo<\ 

also : 

Hin  W0  =  sin  W7,  =  sin  W2  =  sin  W,  =  ....=  I , 
und  die  kürzesten  Entfernungen 

Eo>    Ei*    E%*   ^»s»    ^4»  — 

sind  die  von  dem  festen  Punkte  auf  die  Richttiiigsliuien  der 
Kräfte  gefällten  Perpendikel.  Die  absoluten  Werthe  der  Proje- 
ctionen  von 

auf  den  Richtungslinien  der  Kräfte  sind  in  diesem  Falle  offenbar 

vO>     vl*     v2»     v3»  v4  

selbst,  die  Projectionen  werden  aber  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet, jenachdcm  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte 
oder  auf  den  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  und 

^O»     ^1*  ^3»     ^4»  "•• 

werden  mit  den  Projectionen  sämmtlich  von  gleichen  Vorzeichen, 
die  Kräfte  selbst  werden  aber  sämmtlich  als  positiv  betrachtet. 
Die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

EPE  =  0. 

Man  siebt  nun  aber  leicht,  dass  es  genügt,  die  kürzesten 
Entfernungen 

^*o>  ^t»    ^b»    ^4»  •••• 

und  folglich  auch  die  Producte 

P0  E0 ,  PlEl ,  Pt £^5 ,  P^hit  P*E4  

als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  jenachdem  die  entspre- 
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chenden  Kräfte  die  Ebene  um  den  festen  Punkt  nach  der  eine» 
oder  nach  der  anderen  Seite  bin  zu  drehen  streben;  und  be- 
zeichnet man  also  unter  dieser  Voraussetzung  die  obigen  Pro- 
ducte  durch: 

4 

Mo »        »    Nt ,    A#8 ,    Af4  ; 

.so  ist  die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems: 

ZM  =  0. 

Die  durch 

^0»  >  ^3»  ^#4,.... 

bezeichneten,  mit  ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Prnducte 
Her  Kräfte  in  die  Entfernungen  ihrer  Richtungslinien  von  dem 
angenommenen  Punkte  werden  die  Momente  der  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt  genannt,  und  man 
kann  daher  sagen,  das«  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  in 
dem  vorliegenden  Falle  dadurch  vollständig  bedingt  wird,  dass 
die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  den  angenom- 
menen Punkt  verschwindet,  wobei  die  Momente  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet  werden,  jenachdem  die  entsprechenden  Kräfte 
das  System  um  den  angenommenen  Punkt  nach  der  einen  oder 
nach  der  anderen  Seite  hin  zu  drehen  streben.  Dies  ist  ein 
langst  bekannter  Satz,  welcher  sich  also  aus  unseren  obigen  all- 
gemeineren Sätzen  unmittelbar  ergiebt. 


Anhang. 

Heber  vier  sich  im  Gleichgewichte  befindende  Kräfte. 
Wenn  die  vier  Kräfte  • 

Po*    Pi>    P**  P* 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  kann  man  die  Rich- 
tungslinie einer  jeden  dieser  Kräfte  nach  der  Reihe  als  Axe 
annehmen,  und  nach  dem  ersten  der  in  §.  12.  bewiesenen  Sätze 
finden  dann  die  vier  folgenden  Gleichungen  Statt: 
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(xx  —  Xq)  (cos  ßx  cos  y0  —  cos  yx  cos  ß0) 
P\  |  +  Cyi  —  y<»)  (cos  ^  cos  a0  -  cos     cos  y0)  | 
+  (*i  —  x0)(cosol  cos0o  —  €08  0!  COStto) 

8 

(**  -  *o)  C«*««  h  cos  y0  —  cos  yt  cos  0O) 
+  ^s{  +  (Sfc  —  #0)(cosyÄcos«0  —  Cosa,  cos  y„)  J   \  =  0, 
-f-      —  z0)  (cos  «2  cos  ß0  —  cos  ßt  cos  a0) 

(.r3  —  x0)  (cos  &  cos  y0  —  cos  yt  cos/J0) 
+  ^8  |  +  (#s  ~  yo)  (cos  y8  cos  cr0 — cos  o,  cos  y0)  | 
+  (*3  —  *o)  (cos  a,  cos  0O  —  cos  0,  cos  o0) 


(x0  -  xt )  (cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos  0, ) 
*o  |  +  Üfo  ~  yi )  (cos  y0  cos  «1  —  cos  a0  cos  yt)  | 
+  (*o  ~  *i )  (cos  a0  cos  ßx  —  cos  ß0  cos  a, ) 

(*4  —  xx )  (cos  0t  cos  y,  —  cos  ya  cos  ßx ) 
+  /»{  +(jft— Jfi)(co«y*co8at  —  co8«,co«y,)  |^=0, 
+  (H  -  2i )  (cos    cos  0,  —  cos  ß2  cos  a, ) 

(xs  —  ari )  (cos  ß9  cos  y,  —  cosy8  cos  ßx ) 
+  ^3!  +(^3—  yiMcos ya cosa,—  cos a3 cos y,)  t 

+  (*3  —  *t )  (cos  o8  cos  ßx  —  cos  03  cos  «,  )  ' 


( j:0  -  a:^  (cos  0O  cos  yt  —  cos  y0  cos  /Js) 
/*o{  +  (^o  — yaXcosyoCosaj— cosa0cosy4)  | 
+  (*n  —  *t)  (cos  Oo  cos  ß2 — cos  ß0  cos  a^ 

(aj  —  x»)(co8  ft  cos  y, — cos  yx  cos  & ) 
+  P\  |  +  (^1 —y«)  (cos  Yi  cos  af  —  cos  Cj  cos  yÄ)  j 
+  (*i  —  H)  (cosofjCos/Ja— cos  ftcos  a,) 

(a:,— ar^)  (cos  &  cos  y3— cos  y3  cos 
+  P9  |  +  (ys—y*)  (cos  y3  cos  a4—  cos  a,  cos  ya)  | 
+  (^— H)  (cos  «s  cos /S,  —  cos/J3cosat) 
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(ar0  —  .t8)  (cos  0o  cos  ya  —  cos  yo  cos  &)  ^ 

iJo[  +(yo— ^)(cosyocosas-co8«0co8y8)  j 
+  (z«  —  x3)  (cos  o0  cos  0,  -  cos  ft) cos  a,) 

(jr,  —  :r3)  (cos  0,  cos  y3  —  cos  y,  cos  08) 

+      {  +(yi^y3)(c°«yiC°*«3  —  eosttjcosya)  | 
-J-  (zi  —  z3)  (cos  aj  cos  08  —  cos  0t  cos  a8) 

(*i — *3>  (cos  04  cos  y3  —  cos  y.z  cos  0a) 
-I  Ptj  +  (y*— y3)(cosy4cosa8  -  cosa,  cos  y3)  J 

-f  (Z2  —  X3)  (COS  «2  C08  03  —  COS  0a  COS  Oj) 

also,  «venn  man  der  Kürze  wegen: 

» 

(x0  —      (cos  ß0  cos  yt  -  cos  yo  cos  & ) 
/>ol  ~  |  +  («yo  —  y,)(cosy0cosai  -coscrocosyi)  |, 

-f-  (Jo  *1 )  (C08      COS  ßx  —  COS  0O  COS  tt| ) 

(x0  —  .rt)  (cos  ß0  cos  y*  -  cos  y0  cos  0») 
*os  =  {  +  (^o  —  .¥*) (cos y0 cos ca  —  cos a0 cos ya)  j  , 
+  (*o  —  h)  (c°8  an  cos  0Ä  —  cos  0ft  cos  o^) 
(x0  —  #3)  (cos  p0  cos  y3  —  cos  y()  cos  03) 
=  [  +(y0— ^3)(co»yocosa3  — cosa0co8ys)  |, 
+  (*o  —  *s)  (cos  «o  cos  08  —  cos  ßQ  cos  «,) 
(j"i  —  otj)  (cos  0g  cos  ya  —  c»s  yt  cos  0t) 
^1«=  I  +(^1— ^(cosyicosa,— cos«,cosy4)  j, 
+  (*i  —  *»)  (cos  «i  cos  0a— cos  0i  cos  at) 
(Xi  —  x8)  (cos  0,  cos  y8  —  cos  yx  cos  0S) 
/>,  =  |  +(yi—  y8)(cosy,cos«8  —  coso,cosy8)  j, 

+  (*l  ~~  *s)  (COS  «!  COS  08  —  COS  0!  C08  Oj) 

(a:2 — ar3)  (cos  0a  cos  y3  —  cos  y2  cos  0a) 
PM  =  |  +(t/2— ya)(cosy4cos«3— coso^cosy,)  J 

+  (Zj  —  23)  (COS  O,  COS  08  —  COS  0tCO8  Df3) 

setzt,  die  Gleichungen: 
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2) 

P*P<n  +  P.Po.-f  P,P„,  =  0, 
-f  P4Pl4  +  P,Pts=0, 
PoP0.+  PiP,.+  P3P23=Ö 

oder  die  (Gleichungen: 

3) 

/Vi  /'Ol  +  /VJ,         +  ^0^3  ^OS  =  o, 
f>«PiPa  +  P|  P. P\ i  +  P,  P.P,,  =  0, 
PoP*P<m+  PiP%Pxt  +  /».P.P«  =0, 
Po  P.Po.  +  P1P3P13  +  P»P.PM  =  0; 

oder,  wenn 

*  /    A>i  =  Po  Pi  P01 1 

A«=  Po  P.Po*, 
^03  =  PoP3Po3. 

/7,a  =       #*Ä  /*|>t 

^13=  PlP.P,., 
ß.3=P4P3P« 

gesetzt  wird: 

5) 

(1)  #01    f  +  #03  =  0, 

(2)  i70l  -f  J7IjS  +•  J71S  =  0. 

(3)  nn  +  /J1S  +  77tt  =  0, 

(4)  /7o3  +  7718  +  J/M  =  0. 

Aus  (1).  (4)  und  (2),  (3)  erhält  man : 

#oi  +  #oa  =  #13  +  Tin, 
#oi  -I-  #ia  =  #o»  +  77M; 

also  durch  Addition: 

27701  +  72^  +  7I18  =2J7M  +  77I3  +  //^ . 

folglich: 

^01  =  nn. 

Aus  (1),  (2)  und  (3),  (4)  erhält  man: 


4) 
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H<*  +  "03  =        +  "n, 

"02  +  rrl2  =  n0i  +//13; 

ahm  durch  Addition: 

2»oi  +  "«»  f  "12  =  277,,  +  77It  f  77l(3  . 

lolgli,  h : 

"02  -  "i3- 
Au«  (I),  (3)  und  (2),  (4)  erhält  man: 

+  77l3  ~  77os  +  77.23  : 

also  durch  Subtraction : 

noz-nn  -  "i*-"o3. 

folglich : 

27703  =  277^,  77^=77^. 
Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
7701  =/7M,    77M  =  /713  ,    7703  =  7714; 
also  nach  4)  die  Gleichungen: 

«) 

((1»  n^.n,  =  ^/>,pt3. 

((2))  P0P2P^  =  PxP9Pt9t 

<fl»  PhPzPm^PxPiPm 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen 

((1))((2)),   ((2)) ((3)),  ((3»((1)> 

und  durch  Multiplication  derselben  Gleichungen  über'«  Kreuz 
erhält  man  : 

Po*  Pen  ^>o3==  P\*  P\%P\s> 
pip   p    —  P*P^P 

*0  *  Ol  *  03  —  1  2  *  1 2  r  23  » 
^1*  ^01  ^12  =  ^3*  ^03  ^23 » 
/V/>01^3  =  n2/,02/>23. 

P**P<»Pt*  =  P**Po*  Pi*; 

folglich  sit: 
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P»3 

2Poi 
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Ii 

*  23 
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P()2 

8    —      0    P      p    *  O    #J      #j  p 


272  Grunert :   Seite  analytische  Entwickelnng  der 

«        «  -  P n*         «  .  Pp2  P f>8  P »3 

P     P.-  P  ' 

poi  ^jos^ja 
'    P  ' 

13  '  23 

P    P  P 

,  -  (ti  -  int          />  g  *  ol  rM  rlj  . 

/Ys**»"    °  Pi.pu/V 

und  man  kann  also,  wenn  *  eine  gewisse  Constante  bezeichnet, 
offenbar: 

8) 

Pt^U>MPMPni 

D  %          7.  p     p  p 

*  *    —        Ol  '03  *  13 » 

P8*  ~  &P Ol  P02  P12 » 

oder,  weil  nach  1),  wie  man  sogleich  fibersieht: 

"l3  =  P3I  '     P03  =  P30»      ^03  =  "»> 

gesetzt  werden  kann: 

8*) 

P02  =  k  Px  2  Pt23  P9l , 

P\*  —  k  P%}  P jo  P 1)2» 
P3»  =  ÄPolP12Pao 

setzen. 

Aus  8)  erhält  man  durch  Multiplication: 

9) 

pn*p,*pt*pt*  =  *p„.*pM*pm*Pa*p»'P„: 

Ferner  erhält  man  aus  6)  und  8): 

10) 

Po*Pl*Poi*  =  PJPJPV?  =  PPol*P<»Po>Pl*Pl*P»*. 

flWfti»  =  PW.»Ä  =  PP«P<m*P<mPt%WP»> 
Po*P**Po>*  =  PSPJPxS  =  &PoiP<»P<»*PiSPtzPt>  ; 

oder : 

Po*Pi2Poi*  =  PfPfPu* 
=  ^P01  PohPqzP\ %P\ 3P28'  P0iP2S» 

Po*P**P*?  =  PWPiS 

~  **P0I  P i>2P03  P12P13P23»  P02P13  ' 
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W/v  =  /»,»/y/V 

=  Mol 
also,  wenn  man: 

setzt: 

12) 

Po*Px*Poi*  =  #V  W  =  */>0l  pm  , 

p<?p**p<**  =  Pi2P**Pi*2  =  kp<*Pm, 

Po*P**P<**  =  Px%P%*Pif  =  KPmPl%. 
Bezeichnet  man  die  absoluten  VVerthe  der  Grössen: 
^»  ^01»  P oi'  ''oj»  ^ja»  ^is»  Pua 

durch 

(IT),  (/>o1),  (P0,),  <f»ia).  (Pia),  (/>„); 

so  ist  nach  12): 

13) 

/V^oi  =  ±V7*).  V(7^7)T^T), 

/>0PfPOT  =  i:VT5.V"(/»oa)(^ii). 

=  ±  vT*) .  V  {P<*KPl9), 
PxP%Px%  =  iVT^V^KP,,), 

P,/>8PI8  =  +VW.V(Poa)(^s). 

/y>,/>M  =  +Vr(7ö.V(Pol)(PM). 

Wenn  man  nur,  was  natürlich  verstattet  ist,  die  Winkel 

«b»  ßo*  Yo'>  «1»  ßi>  yit  «»» P»»  y«;  «3»  ys 

den  wirklieben  Riebtungen  der  Kräfte  entsprechen  lässt,  so  sind 
alle  Kräfte  positiv,  und  in  den  vorstehenden  Gleichungen  sind 
dann  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen,  jenachdera 
beziehungsweise  die  Grossen 

^01»  Pi)t>  Pq*>  P IS»  P 13»  ^33 

1 

positiv  oder  negativ  sind. 

Aas  3)  und  13)  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

Theil  XLVI.  19 
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14) 

±v(p^m;)±\r  (p^p^v  (p0S)(pIt) = o, 

±V (P0i)(^os)db V (Po*)(PiJ±V (P<*)(Plt)  =s  0. 

±  V(7to(*W±  V(#W^±  V"(7WÖW  = 
±  V  (Poi)(P,.)±  V*  V"(7OT5  =  0; 

in  denen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je- 

nachdem  beziehungsweise  die  Grössen: 

* 

Pol  »  Po» »  Po3  ; 
Pol»  Pl%*  Pizi 
P(*>  P\%>  Pt3* 
P 03  »     P\S*  P 23 

positiv  oder  negativ  sind.  Man  kann  die  Gleichungen  14)  auch 
auf  folgende  Weise  schreiben: 

15) 

iV  (P»o)<Pii):fcV\7^/^^  =  0; 

wo  die  oberen  oder  uotereo  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdeiu 
beziehungsweise  die  Grössen: 

Pol»    Poa»  Posi 

PjO»  P I*»  PlS» 

Poo»  P 11  >  P 28  ; 
P30»    Psi*  Pa« 

positiv  oder  negativ  sind. 

Die  Bildungsweise  der  Gleichungen  15)  unterliegt  keinem 
Zweifel,  und  der  Zusammenhang  der  Grössen 

Pol»  Po»  Po3*  Pi»»  Pi3»  Pia 

mit  den  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
und  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkeln  ist  aus  unseren 
früheren  Entwickelungen  bekannt,  aus  denen  sich  auch  leicht 
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andere  Kegeln  wie  die  obigen  zur  Bestimmung  der  Vorzeicheu 
in  dep  Gleichungen  15)  ableiten  lassen  würden,  was  wir  füglich 
dem  sich  för  diesen  Gegenstand  interessirenden  Leser  uberlassen 
kennen  ;  für  die  Statik  im  Allgemeinen  ist  derselbe  von  keiner  beson- 
deren Bedeutung,  so  merkwürdig  auch  jedenfalls  die  vorher  ent- 
wickelten, schon  anderweitig  bekannten,  Relationen,  die  sich  also  aus 
meinen  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  allgemeinen,  för  jede  be- 
liebige Anzahl  von  Kräften  geltenden  Gleichungen  ableiten  lassen, 
sind,  und  über  die  man  u.  A.  auch  einen  Aufsatz  von  E.  D'Ovidio 
im  „Giornale  di  Materuatiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  (Jniversitä  Italiane,  pubblicato  per  cura  del 
Professore  Battaglini.  Anno  IV.  Gennaio  e  Febbraio 
1866.  p.  58."  nachsehen  kann.  Erinnern  mag  man  sich  hier  auch 
noch  an  den  von  mir  im  „Archiv.  Tbl.  XL V.  S.  66."  bewiese- 
nen Satz  vom  Tetraeder,  der,  so  viel  ich  weiss,  ursprünglich  von 
Chasles  herrührt,  was  a.  a.  O.  nicht  bemerkt  worden  ist. 


4 


Digitized  by  Google 


276  Gruner  t:    Oer  Viltelpunkt  oder  tfns  Venu  am  beliebig  rie/er 


XIV. 

Der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  beliebig  vieler 
auf  beliebige  Weise  in  einer  und  derselben  Ebene 

wirkender  Kräfte. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Wir  wollen  zuerst  nur  eine  im  Anfange  der  (Koordinaten  0 
und  in  der  Ebene  der  xy,  in  welcher  wir  uns  überhaupt  alle  unsere 
folgenden  Constructionen  ausgeführt  denken,  auf  welche  sich  alle 
unsere  folgenden  Betrachtungen  allein  beziehen  werden,  wirkende 
Kraft  betrachten,  die  im  Allgemeinen  durch  P»  bezeichnet  werden 
mag;  den  von  dem  positiven  Theile  der  Richtungslinie  dieser  Kraft 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Winkel, 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin,  oder  durch 
den  Coordinaten winkel  (xy)  hindurch,  von  0  bis  360°  zählen,  be- 
zeichnen wir  durch  ax.  Durch  Drehung  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  um  den  Anfang  der  Coordinaten  0, 
die  wir  uns  der  Einfachheit  wegen,  und  um  die  Begriffe  zu  fixiren, 
immer  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  hin  oder  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  (xy)  hindurch  vor  sich  gehend  denken,  um  einen 
Winkel  ß,  den  wir  jedoch,  was  völlig  hinreicht,  der  Einfachheit 
wegen  nicht  grosser  als  360°  annehmen,  lassen  wir  nun  den  po- 
sitiven Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  P»  in  eine  andere  Lage 
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ubergeben,  und  bezeichnen  den  von  demselben  in  dieser  Lage 
mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen,  in 
gleichem  Sinne  wie  vorher  den  Winkel  ax  von  0  bis  360°  gezählten 
Winkel  durch  erx\  Wenn  nun  bei  dieser  Drehung  der  positive 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  nicht  durch  den  positiven 
Tfaeil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist,  so  ist  offenbar: 

—  ax  =  0; 

wenn  dagegen  der  positive  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px 
durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist, 
so  ist  offenbar: 

ax-ax'  =  m°-e, 

also: 

ax'  —  ax  -  0—360°. 

Hiernach  ist  also: 

1).  .  .  .  ax'  —  ax  =  6  oder  ax'  —  er,  =  0—360°, 

jenachdein  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  ein  Durchgang 
des  positiven  Theils  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  durch  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt 
gefunden  hat. 

Zu  der  Kraft  Px  fügen  wir  nun  eine  zweite  im  Anfange  der 
Coordinaten  O  und  in  der  Ebene  der  xy  wirkende  Kraft,  welche 
im  Allgemeinen  durch  Px  bezeichnet  werden  mag;  den  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  mit  dem  posi- 
tiven Tbeile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  eingeschlossenen 
Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  an,  iu  dem  Sinne  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  posiiiven  Theile  der  Axe  der 
y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch,  nach  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  hin  von  0  bis 
360°  zahlen,  bezeichnen  wir  durch  (Px  Px) ,  so  dass  also  in  dieser 
Bezeichnung  offenbar  im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

2)  (Px  Px)  +  (Px  Px)  =  360° 

Statt  Gndet.  Bedienen  wir  uns  nun  für  die  Kraft  Px  ganz  Ähn- 
licher, und  daher  ohne  weitere  Erläuterung  für  sich  verständlicher, 
Bezeichnungen  wie  vorher  für  die  Kraft  Px,  und  lassen  das  Sy* 
stein  der  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Krfifte  Px  und 
Px  eine  Drehung  um  den  Anfang  der  Coordinaten  O  in  der  Ebene 
der  xy  in  dem  bekannten  Sinne  um  den  Winkel  6  erleiden;  so 
ist  nach  1)  : 
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3)  .  .  .  .    ax'  —  a>.  =  6  oder  ort'  — «;.  =  0—360°, 

jenachdera  bei  dieser  Drehung  ein  Durchgang  des  positiven  TheiU 
der  Richtungslinie  der  Kraft  P).  durch  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  hat 

Bezeichnen  wir  nun  durch  m  überhaupt  eine  ganze  Zahl,  so 
ist  nach  I)  und  3)  offenbar: 

4)  («*'  -  ax)  +  («;.'-<*;.)  =  20  +  m.3ö0» 

oder: 

5)  .  .  .  .    i|(ax'-ax)+(«A' -aA)|  =  f3+m.l80°, 

wo  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachdera  für 
die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte"/1* 
und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x 
nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die  eine 
der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Rich- 
tungslinie, für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  TheiU 
der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt 
gefunden  hat 

Nach  1)  und  3)  sind  die  folgenden  Zusammenstellungen  möglich: 

ax'  —  ax  =  6 ,  ax'-ax  =  0; 

er/  —  crx  =  6 ,  ax'  —  £U  =  0  — 360°; 

ax'  -«„  =  0-360°,  ax'-ax=6; 
a»'  -ax=  $—360»,    ax'  -  ax  =  ß- 360u; 
und  es  kann  also  beziehungsweise  sein: 

(ax  —  ax)  —  (ax'  —  ax)  =s  0 , 
{ax'-a»)~(ax'-ax)  =  +360°, 
(«x'  -  ax)  -  (ax'  -  ax)  =  -  360° , 
(ax'  —  ax)  —(ax'  —  ax)  =  0; 

also: 

ax'  -ax  =  ax'  —  ax, 
ax'~aK  =  <*a'  —  «AjrJMW0; 

folglich : 

ax'  +  ax  =  + 

«Ä'+«A  =  ax  +  oA'±360<»; 

und  daher  allgemein  mit  Rücksicht  auf  1)  und  3): 
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J  sin  («*'  —  ««)  =  sin  (ca'  —  ax)  =  sin  ß , 
6)*         l  cos(oÄ'— a*)  =  cos(aA'  — «A)  =  cosö; 
und: 

Sein  («*,'  +  ax)  =  sin  (er*  +  c*a'), 
cos(<*x'+aA)  =  cos(ax  >aA')- 
Wenn  «x  <  aA  ist,  so  ist  offenbar : 

aX-aK  =  (PxPx). 

Hat  non  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  für  den  positiven 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  kein  Durchgang  durch  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  gefunden,  so  hat  offenbar 
auch  dir  den  positiven  Tbeil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  kein 
Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  gefun- 
den, und  es  ist  also  offenbar: 

ovi'-«x'  =  (P«Pa); 
folglich  nacb  dem  Obigen: 

(«x  -  «*)  -f  M  -  «/)  =  2(P„  Px). 

Uat  für  den  positiven  Tbeil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  und 
auch  fQr  den  positiven  Tbeil  der  Richtungslinie  der  Kraft  PM  ein 
Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  ge- 
fanden, so  ist  offenbar  wieder: 

also: 

(«A  -  «*)  +  M  -  ax')  =  2 (Px  Px). 

Hat  endlich  Air  den  positiven  Tbeil  der  Richtungslinie  der  Kraft 
Px  ein  Durchgang,  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der 
Kraft  Px  kein  Durchgang  durch  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der 
x  Statt  gefunden,  so  ist  offenbar: 

a*'-aA'  =  360° -(P„Pa), 

also: 

aA'-aÄ'  =  (PKPA)-360«, 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

(«A  -  «*)  +  («A'  -  ax')  =  2  (Px  PA)  -  360«. 
Ueberhaupt  ist  also,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 
(ax  -  ax)  +  (aA'  -  a* ')  =  2  (P*  Pa)  +  n .  360» 
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also  : 

i { («A  —  ax)  +  («*'  -  «x') }  =  (P*  Pa)  +« .  180°, 

wo  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachderu  für  die 
positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  Px  und 
Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  nicht 
Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die  eine  der 
beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Richtungs- 
linie, für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt 
gefunden  hat. 

Wenn  ax  >  ax  ist,  so  ist  ganz  eben  so  und  mit  denselben  Be- 
dingungen rücksichtlich  der  ganzen  Zahl  n': 

(«x-«A)  +  («x'-«a')  =  2(PxP*)+n'.3ßft>, 

also : 

4  !(««—«*)  +  («x'-        =  (PxPx)  +  n'.180°; 
da  aber  nach  2): 

(PaPx)  =  360°-(PxPa) 

ist,  so  ist: 

(««-«*)  I  («/-«')  =  («'+2).300°-2(PjiPa), 

also : 

4l(«x-«A)  +  («x'-«a')I  =  ("'  +  2).  180*»—  (PxPa); 
folglich : 

(<*A-«x)  +  (<*a'-««')  =  2(PxPA)-(n'  +  2). 360° 

und : 

;i(cu-«x)  +  («a'-«x')I  =  (PxPa)  -  (»'  +  2).  180», 

wo  n'-|-2  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachdem 
für  die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräften 
Px  und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  dor 
x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  für  die 
eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positive» 
Theils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
x  Statt  gefunden  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  dass  in  den  beiden  so  eben  be- 
trachteten Fällen: 

8)  ....  (ax  -ax)  +  («a'-««')  =  1(PuPx)  +  «  360», 
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also: 

9)  l|(«A-Ox)  +  (aA'~«*,)}  =  (^x^A)  +  n.l80" 

gesetzt  werden  kann,  wo  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
ist,  jenacbdem  für  die  positiven  Theile  der  Richtuogslinien  der 
beiden  Kräfte  Px  und  P*  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben; 
oder  für  die  eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven 
Theils  der  Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang 
des  positiven  Theils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x  Statt  gefunden  hat. 

Nach  5)  und  9)  ist  nun  in  völliger  Allgemeinheit: 
f  *((ax'-a*)  +  («A'-a;)|  =  6  +  m.1800, 
,0)  "  "  {  il(«A-«x)  +  (aA'-a/)|  =  (PxPx)  +ii.l80w; 
wo  nt  und  n  gleichzeitig  gerade  und  ungerade  Zahlen  sind. 
Also  ist: 

^         \  siniKox'— «»)  -f  («ä'—  <*x)\  =  (— l)msin0, 


.  .  .  .  ^ 


cos  i }  (ax'—  crx)  +  («A  —  a>)  }  =  ( - 1)»  cos  $ ; 
und: 

)  *     *  l  cos  J|(a;.-cx)  +  («A'-a/)!  =  (— l)"coa(P,Px). 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Relationen  entwickeln ,  von  de« 
nen  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen  werden. 

Es  ist: 

sin  (<*x' — <*A)  +  sin  (et a'— ßx) 
=  2 sin i|(ax'-a;i)  +  (<*a'-«x)  I  cos*{  («x'-aA)-(aA'-ax)} 
=  2sinJ('ax'— «x)  +  (aA'-aA)lcosil(aA--ax)  +  (ett'— «*')}. 

cos(cfx'—  ort)  +  cos(a/— «x) 
=  2  cos  |  { (ax'—  «A)  +  (oa'—  ax) }  cos^  { (ax'—  «A)  —  («A— «x) } 
=  2  cos  i  I  (a/—  «x)  +  («a'—  «A)  I  cos  1  { («A  -  «x)  +  (aA'— «/) } ; 
folglich  nach  11)  und  12): 

•in(ax'— «A)  +  8in(«A—  «*)  =  2(-l)«+«sinöcos(PxPA), 
cos(«x/—aA)  +  cos  (ota'—«*)  =  2(— l)»"  +  «cosöcos(Pxi>A) ; 
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also,  weil  m  -f  n  nach  dem  Obigen  jedenfalls  eine  gerade  Zahl  ist: 

13) 

sin  (**'  -  «;.)  +  sin  (ca'—  ax)  =  2  sin  öcos  (Px  Px), 
cos  (ax'— aA)  +  cos  (<*;.'—  ax)  =  2cos  6  cos  (Px  Pa). 
Ferner  ist: 

2  (sin  ax  cos  ax — s\nax  cos  ca') 
=  sin  (ax  +  «a)  +  sin  (<**'—  ax)  —  sin  (ax  4  oa')  —  sin  (ax— oa'), 
also  nach  7): 

2  (sin  a/  cos  <*a  —  sin  ax  cos  oa') 
=  sin  (er/—  oa)  —  sin(ax—  «A') 

=  2sinil(ox'-ttA>  — («x-CAOlcosiKqx'-cA)  +  («x~Oa')I 
=  2sini{(ax'— ox)  +  («a'  —  *A)|  cos  4  |(«A— «x)  +  («/—«/)  I; 

2  (cos  ax'  cos  oa  —  cos  ax  cos  ax') 
=  cos(ax'  -|-  «a)  +  cos(ax'— «A)  — cosCax+crA')  — cos(«x— oa'), 
also  nach  7): 

2  (cos  «x'  cos  ax  —  cos  ax  cos  oa') 
=     cos  (aK'  —  ax) — cos  (ax  —  ©u') 

=  —2  sin  i  \  (ax'—  ax)—(ax  —  ax')  }  sin  \  |  (aK'  -  oa)  +  (ax—  oa')  J 
=     2  sin  i  ( (ax'-ax)  +  («A'-aA)  I  sin  \  { (aA -ax)  +  (aA'-  ax')  I ; 
folglich  nach  11)  und  12): 

sinax'  cosaA — sinaxCOsaA'  =  (— l)w+"  sin  Öcos  (PHPx), 
cos  ax'  cos  aA — cos  ax  cos  aA'=(— I) w + »  sin  6  sin  (Px  Px) ; 
also  wie  vorher: 

U) 

sin  ax'  cos  aA — sin  axcos  aA'  =  sin  öcos  (Px  Px) , 
cos  ax'  cos  aA  —  cos  ax  cos  aA'  =  sin  0sin  (Px  Pa). 
Auf  ähnliche  Art  ist: 

2  (ein  «x'  sin  aA  —  sin  ax  sin  aA') 
=  cos  (ax*  —  ca)  —  cos  (ax'  +  aA)  —  cos  (ax  —  ca')  +  cos  (ax  +  ax') , 
also  nach  7): 
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2  (»in  ttu  sin  ca — sin  cx  sin  ca') 
=     co8  (ax  —  ax)  —  cos  (ox  —  et;.') 

=  —  2  sin  i  \  (cx'—  ca)  —  («x  —  «/) !  sin  *  { (er*1— ax)  +  (ox  -  o/)l 
=    28ini|(«x'-ax)  +  (o/-ap.)!siniK«A-ax)  +  (c/-Cx')l; 

2  (cos  cx'  sin  ax  —  cos  er*  sin  ax') 
=  sin(ox'  +  a;)—- sin(ax'  —  «;.)  — sin  (a„  +ax')  +  sin(cx  —  ca'), 
also  nach  7): 

2  (cos  ax'  sin  ax — cos  ax  sin  ca') 
=     sin(«x— a/)  — sin(«x/— oa) 

c=     2  sin  i  ( («x  —  «;/)  ~  (««'—  <*/)  !  cos  j  (ox — a/)  +  (er*'— ax  )  I 
=  —  2sin  J  { (orx'—  ax)  +  (ca' — «A  )  I  cos  i  |  (ca  —  «x)  +  («a' — ox')  | ; 

folglich  nach  11)  und  12): 

sin  «x' sin  «a  —  sin««  sinaA'  =  ( — l)m  +  "sinÖsin(/,x  Px), 
cos  a/ sin  er;. — cosftxsinca'  =  —  (— l)n,  +  »  sind  cos  (PMPx); 

also  wie  vorher : 

15) 

sin  ax' sin  ca — sincxSincA'  =  sin  6&\n(PxPx)f 
cos  cfx'sin  ca— cos  «x  sin  ca'  =  —  sin  0  cos  (Px  Px). 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

sine/ cos  ca  +  cos  ox' sin  ca  =  sincxcosc/  +  cos  cx  sine/, 

also  : 

sin  Cx'  cos  c;. — sin  cx  cos  ca'  =  —  (cos  cx'  sin  ca  —  cos  cx  sin  ca')  ; 
und  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

coscx'cosca— sincx'sincA  =  cosa„cosaA'— sincxsincA'), 

also  : 

cos  cx'  cos  ca  —  cos  cx  cos  ca'  =  sin  cx'  sin  x  —  sin  cx  sin  ca'  ; 

welche  Resultate  mit  den  aus  14)  und  15)  durch  Gleichsetzung  der 
betreffenden  Wertbe  sich  ergebenden  Gleichungen  übereinstimmen. 

§  2. 

Wir  wollen  jetzt  ein  beliebiges  System  sammtlich  in  einer 
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■ 

Ebene,  die  wir  zugleich  als  Ebene  der  xg  annehmen,  an  den 
durch  die  Coordinaten 

ya\  *i>  y%;  *2*  Hz*  *4»  su;  •••• 

bestimmten  Punkten  wirkender  Kräfte 

P0,  Plt  P2,  P3,  P4  

betrachten,  und  bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der 
Richtungslinien  dieser  Kräfte  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  »vir  diese  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hin- 
durch von  0  bis  360°  zählen,  beziehungsweise  durch 

Wir  nehmen  an,  dass  es  für  diese  Kräfte  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  gebe,  welches  bekanntlich  der  Fall 
ist,  wenn  die  Grössen  L  und  M  nicht  zugleich  verschwinden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Grösse  L*  -f-  ftl*  nicht  ver- 
schwindet.   Weil  bekanntlich: 

D 

L  =  Pftcosart  +  P\  cos«,  -J-  Pacosoa  f  P3coso3  -J- 
M  =  P0sin  ß0  +  ^1  »in  «1  +  /^sin     -f  P3  sin  a9  -f  . . . . 

ist,  so  ist  offenbar: 

LH^2=/V+  P\*  +.P%*  +  P**  +  *V  +  .... 

+  2  P0  Px  (cos  a0  cos  ux  +  si n  ct0  sin  a, ) 

-f  2P0  Pa (cos  ao  cos  °s  ~f  8,n  °o 6,n  "a) 
-f  2  P0  P3  (cos  «o  cos  cr3  +  sin  a0  sin  «3) 

+  2P0  P4(cos  a0  cos  a4  +  sin  or0  sin  er4) 

u.  s.  w. 

+       Pa  (cos  cf|  cos  «2  4-  sin  ort  sin  ctg) 
-+  2P,  P3  (cos crt  cos a3  +  sin  «!  sin  a3) 
-f-  2P,  P4 (cos  «4  cos  «4  -f  sin  ax  sin  cr4) 
u.  s.  w. 

-r-2P9P3(cosor2cosa3  -f  sincf2sina3) 
+  2Pa  P4  (cos  <xa  cos  ö4  +  sin  0^  sin  a4) 
u.  s.  w. 

-|-2P3P4(cos«3cosa4-f  sina8sina4) 

u.  s.  w., 
u.  s.  w. 
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also  nach  einem  bekannten  Satze: 
2)  +  M* 

+  2P0P,  cos  (P0  P,)  -f  2P0  Pacos  (P0  P4)  +  2P0 P8  cos  (P0P3) 

+  2P0P4cos(P0P4)+  .... 

+  2P,  ^cosCP,  PJ+Wi  P3vos(Pt  Ps) 
+  WlP4co8(PlPAH  .... 

+2P2P8cos(PaP3)+2P2P4cos(PaP4)-|-... 

+  2P,P4cos(P8P4)  +  .... 
u.  s.  w. 

Von  einem  beliebigen  Punkte,  welchen  wir  übrigens  auch 
in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegen  können,  ziehen 
wir  nun  Gerade  aus,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Rieh- 
tongsünien  der  Kräfte. 

Po*    P%*    P%>    ^3»  P**—- 

gleich  gerichtet  sind,  und  lassen  das  System  dieser  Geraden  — 
ohne  ihre  gegenseitige  Lage  irgend  wie  zu  ändern  —  um  ihren 
gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  in  dem  Sinne  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch 
eine  Drehung  um  den  Winkel  0  vollbringen,  worauf  wir  von  den 
Punkten 

(*oy0)>  fosh)»  (*2y*)>  (*8#a)»  taft)* 

aus  mit  den  Geraden  des  gedrehten  Systems,  in  seiner  Lage  nach 
vollbrachter  Drehung,  gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen  lassen, 
welche  wir  nun  als  die  positiven  Theile  der  Kicbtungslinien  der  Kräfte 

Pq»  P%*   P%*  P**  ••• 

betrachten,  und  dadurch  ein  neues  System  von  Kräften  erhalten, 
in  welchem  die  Kräfte  selbst  und  ihre  Angriffspunkte  ganz  die- 
selben geblieben  sind  wie  in  dem  ursprünglichen  Systeme,  nur 
die  positiven  Theile  der  Kicbtungslinien  der  Kräfte  eine  Aende- 
rung  in  der  angegebenen  Weise  erlitten  haben. 

Die  beiden  so  eben  betrachteten  Systeme  von  Kräften  wollen 
wir  in  der  Ordnung,  wie  dieselben  vorher  betrachtet  worden  sind, 
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beziehungsweise  das  erste  und  das  zweite  System  nennen,  und 
werden  alle  auf  das  zweite  System  bezüglichen  Grössen  mit  den- 
selben Buchstaben  wie  die  entsprechenden  Grüssen  des  ersten 
Systems,  zur  Unterscheidung  jedoch  mit  oberen  Accenten  ver- 
sehen, insofern  überhaupt  eine  solche  Unterscheidung  nöthig 
ist,  bezeichnen. 

Weil  nun  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnung: 

3) 

V  =  P0cos«0'  -f  P1cosail+  /^cosoj'  +  /*3cosa3'-f 
M'=  Posinao'  +  Px  sine/  +  P^ino,'  +  PjSinoj'  +  . . . 
ist,  so  ist  ganz  wie  vorher: 

4)  .  .  .  .  jW'» 

+  2P0  Px  cos(P0  P, )  +  2P0  Pa  cos  (P0  Pa)  +  2P0  P3  cos  (P0  Ps) 

+  2P0P4cos(P0P4)  +  .... 

+  2P,  P2cos(P,  P*)  +  2A>!  P3co8(P,  P3) 
f  ^P^cosiPiP^)^... 

+  2P4P3  c  os(/\P8)+2PÄP4cos(P,f>4)  +  ... 

+  2P3P4COS(P3P4)+... 
U.    8.  W. 

also  nach  2): 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen  L*  +  Af*  nicht  verschwindet,  so 
verschwindet  auch  //■-§- AP*  nicht;  so  wie  nach  der  Voraus- 
setzung für  das  erste  System,  giebt  es  also  auch  für  das  zweite 
System  eine  nicht  verschwindende  Resultirende,  wobei  zugleich 
aus  bekannten  Formeln  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  die  Resul- 
tirenden  der  beiden  Systeme  einander  gleich  sind. 

Die  Gleichung  der  Richtungslinie  der  Resultirenden  des  er- 
sten Systems  ist  bekanntlich: 

5)  Nx-Mx  +  Ly  =  0, 

wo : 

6)  Nt  =  £P(x8inu — y  cos  er) 
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ist;  und  eben  so  ist  die  Gleichung  der  Richtungslinie  der  Ke- 
sultirenden  des  zweiten  Systems: 


Nt'  =  <2/>(xsina'-.f/cosa') 


7)  

wo: 

8)  

ist. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  Richtungslinien  der  Resultirenden  der  beiden  Systeme  durch 
X,  Y;  so  haben  »vir  zu  deren  Bestimmung  nach  5)  und  7)  die 
beiden  Gleichungen: 


9) 
also: 


f  JVX  -  M 


NX-MX+LY  =  0, 


NXV  —  MLX ^LVY-  0, 
L/Vl'—£AffA  +  L£'F  =  0 


and: 


v     JSX  M-  MM'X  +  LM'  Y  =  0, 
MNX      MM  X+  ML'  Y  =  0; 
folglich  durch  Subtraclion: 

LNX' -  NXL'—  {LM ML')  A'=0, 
M1SX'-NXM'-{LM'-ML')  Y  =  0; 


folglich: 
10).  . 


LNX'-ISXL'  V_MISX'-NXM' 
A  —  LM'-MV*    *  —  LM  -ML'  ; 


oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen: 

ü=  LM't—ML', 


11) 


V  =z  LIS^-JSy  L', 
W=z  MNX'--IVXM' 


setzen  : 
12). 


V 

V 


Y  ~  -r-. » 


7/' 


wo  wir  uns  nun  mit  der  weiteren  Entwickelung  der  Grössen 
ü,  V,  W  beschäftigen  wollen. 

Wenn  man  in  die  Gleichung 
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U  =  LM'-MU 

für  Lt  M  und  L\  M'  die  Ausdrucke  1)  und  3)  einfahrt,  so  er- 
hält man: 

V  =        (/JoC08«o  +  /^cosorj  +  Pacosa«  +  i\coBaz  +  ....) 

X(P08ina0'  +  Pls\nal'  +  P^s'in^  +  P88ina3'  +  ....) 

—     (Posinoo  +/>1»ino,  +Pasinat  +  />,sinas  +....) 

X(P0co8ao+Pi  cosa,'-f  JV°W  +  P,cosc3'+  -..). 

also,  wenn  man  die  Producte  entwickelt  und  nach  den  Kräfte» 
ordnet: 

U  =    P0a(co8ot0  sin  «o' — sin  a0cosao') 
+  Pj^cosot!  sin  04'— sin  ax  cos  er,') 
-f-  P^^osaasincrj' — sin    cos  o^') 
f  /V(cos"a8'in°s'—  sinajcoso,') 
u.  8.  w. 

+  ppA      (coso^sinoZ-sinooCO««,')  | 
°     l  +  (cos  at  sin  a0' — sin  a,  cosc^')  / 

p  p  |      (cos a0 sin        sin  oleosa,')  1 
■  -f  (cosoasinao'—  sin  at  cos  or0')  J 


[     (cosa0sintrs'--sina0cosa3')  1 

■0  ■  3  1  1 

l  +  (cos  «s  sin  Oo'— sin  a3  cos  ctg')  J 


u.  8.  w. 


I  P  P  I  ^COS  C|  8,11  °*  —  8'D  01  C08     ^  •  l 

2\  -f  (cos    sin  a/  —  sin    cos akr)  ] 

-f  P  P  f  (cosa|  8ina»'"*sinci  008  O  | 

1      l  +(coscfÄsino,'—  sin  a,  cos  a/)  / 


1.  s.  w. 


f  (cosaasinaa'— sin«2coso3')  ] 
l  -f  (cosaasina^'—  sinor3cos  a,')  J 


u.  s.  w. 
u.  s.  w. 


also : 
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17  =  /Vsin(ao'-«o) 
+  P1«8in(«l'-«l) 

+  Ps»8io(«s'-<r,) 

U.  6.  W. 

+  P0  P,  { sin  («, a0)  +  sin  (V~  «i )  I 
+  P«  P,  l sin  («,'-  «o)  +  sin  («0'-  «,)  | 

+  ^0^1 810         <*o)  +  sin  («o'—  «s)  I 

U.  6.  W. 

+  P,  P.lsin«-«,)  +  sinfo '-«,)} 
+  P,  P,  I  sin  (er,'  -  er, )  +  sio  (Ä1 '-«,)} 
a.  s.  w. 

+  Pt  P,  { sin  («,'— «j)  +  sin  «—  a, ) } 

U*  8.  W. 
U.  S,  W. 

Zwei  allgemeine  Glieder  dieses  Ausdrucks  sind; 

Px*sin(«x'  —  <**) 

und: 

P«  Pi  { sin  («a  —  «*)  +  ein  (ax'  -  «u)  | 

oder: 

Px^tainCcfZ-aA)  +8in(«A'-««)l; 
und  weil  nnn  nach  j.  1.  6): 

sin  (er«'  —  «*)  =  sind, 

und  nach  }.  1.  13): 

sin  (er,'  -oa)  +  sin  («a'— aK)  =  2  sin  0  cos  (P,  Pa) 

ist,  so  sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Glieder: 

Px*sin0 

and 

2P*PA8io0cos(P,tPA). 

Führt  man  jetzt  die  diesen  allgemeinen  Gliedern  entsprechenden 
Ausdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  von  U  ein,  so  ergiebt  sich: 

Th«il  XLYL  20 
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13)  C/sinö-1 

+  2P0  Pj  cos  (P0  P,)  +  2P0  P2  cos(P0  ?*)  +  2P0  P3  cos  (P0  P3) 

+  2P0P4cos(PüP4)  f  .... 

+2P!  Pacos  (Pj  P4)  +  2P,  P3  cos  (Pi  P3) 
+  2P1P4cos(P,P4)  +  .... 

+2P.P3C08(PtP3)  +2P2P4C08(P2P4)  f... 

+  2PaP4C08(P3P4)+  ... 


Ferner  ist: 

F=    (P0  cos  a0  +  Pl  cosa,  +  P2coso2-f  P3cosa3  +  .. ..) 

X I  Po (*o «n «o  —  y0 cos a0')  +  P,  (xt  sin «,'— yt  cosa, ' ) 

+  P2(x2sina2'--,y1cosa2')  +  ...i 

—  (P0  cos  a„'  +  A  cos  <*i '  +     008  aa  +  A  cos  cs'  +  •  •  •  •) 

X I  Po  (*o  sin  a0— Vo  cos  «o)  +  P,      sin  a,  —  yx  cos a, ) 

+  P4     sin    —  y%  cos  a^)  +  } , 

also,  tvenn  man  die  Producte  entwickelt  und  wieder  nach  den 
Kräften  gehurig  ordnet: 

V  = 

P0*{  cos a0  (j:0  sin  «</  -  Jfocos  c0')  ~  cos  a0'(a;osin  «<, — y0cosoo)  I 
+  Pi*[  cos  «!  (xt  sin  at #t  cos  «, ')  —  cos  er, '  (art  sin  «!  — y,  cos«, ) } 
+  P2*  { cos  o.2  (x2  sin  -  y2  cos  a2') — cos  a^'  (:r2  sin  cc2 — t/2cos  o*)  | 
-f  P3*{  cos  <*3 (:r3 sin  a3'—  jy3  cos  03')  —  cos a3'  (:r3  sin a9  —  y3 cos a3) } 

u.  s.  w. 

r    coscofosinV— yiCos«|') — cosao'fosinaj  —  ^coscr,)* 
<  +  cos  a,  0rosm  cr0' — y0cos  a0  ) — cos«!  (ar0sin  a0— yo  cos  °b)  * 
+  ^  ^  c    cosoo^siu^-yacosaa^cosao^arasino^-^cosoa)  j 
°  *  <  +  cosa2(x0 sin  a0'— yocosa0')—cos  «/(aosio «o— y0cos  oo)  $ 

p  c    cosao^sinV— ysCOsaaO-cosao'^asincfa—^cosas)^ 
°  3  <  +  cosa3(a-0sina0/— y0cosV)— c°s^'(^o8inab— .Vocosoo)) 

u.  s.  w.  • 
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i    n  r>  S    coscrt  (a?48inoj'—  yaCOS*«^)  —  C0B€t\{x^8\ua^—  m^coso^)  \ 
+  *i *2 }  \ 
^  -f  cosor4  (xl  sin  o, '  —  y,  cos«! ') — cos«a'(*i  sinort  — yt  cos«!)  ; 

+  P  P  $    cosajC^asincfa'—  y3cos«3')  — cosa/fa^sina,— y3cosßs)  > 
'  -f  cosa3  (*i  sin  «/  ~  y,  cos«*! ')— cosa3'(.r,  sin«!— yx  cos«i)  ' 


u.  s.  w. 


+  P  P  \    C08a|(jra8inaj'— y3C08«a')— cosaa'C£38intts  —  y^coBa^)  ) 
'  -f  cosff3  (arasio     — Jficos«,')  —  coeas'tosina, — yaco8a*)  ' 

n.  s.  w. 

U.  8.  W. 

Betrachten  wir  nun  wieder  zvrei  allgemeine  Glieder,  so  ist 
zuerst : 

cos  «*  (xx  si  n  «x' — y*  cos  aH')  —  cos  ax'  (xK  sin  ax  — y  x  cos  ax) 
=  xx  (cos  «xsin  cx'  —  cos  crx'  sin  ax)  =  xx  sin  (<*x'  —  «x) , 
also  nach  §.  1.  6): 

cos  «x  (xx  sin  ax'  —  yx  cos  ax')  —  cos  ox'  (arx  sin  «x  —  yx  cos  ax)  =  xx  sin  0. 
Ferner  ist : 

cos  «x  (xx  sin  «a' — yA  cos  «a')  —  cos  «*'  (xa  sin  ax  —yk  cos  <u) 
-f  cos  ax  (xxs'm  a*'  — yx  cos  ax')  —  cos  ax'  (xx  sin  «x — yx  cos  ax) 
=  Xx  (sin  ox'  cos     —  sin  «x  cos  ax')  —  yx  (cos  axf  cos  ax  —  cos  ax  cos  etf') 
-  xa  (cos  axf  sin  «A  —  cos  ax  sin  «a')  +  yx  (cos  ax'  cos  «A  —  cos  «x  cos  «a'), 
also  nach  j.  ].  14),  15): 

cos  «x  (*A  sin  ort'  —  yx  cos  «a') — cos  ax'  (xx  sin  «A —yx cos  «a) 
-f  cos  «a  (xx  sin  «x'  —  yx  cos  cx') — cos  «a'  (xx  sin  «x — yx  cos«x) 
=  { (xx  +  xx)  cos  (Px  Px)  -  (y*—y))  sin  (Px  Px) )  sin  0. 

Folglich  ist: 

14)  Fsinö-1 

=       P0*X0  +  P^Xt  +  P2*Xa  +  IV*,  +  /»4**4  +  •••• 

+  P0  *M  (*o  +  *i)  «o«  (P0  P, )  -  (y« -yt)  «in  (P0  Pt) } 
+  ^0^1  (*o  +  *t)  ™«  Co  ~  (*n  - y%)  «in  (P0  P*) ) 
+  P0  P3 1  (x0  +  x,)  cos (P0  P3)  -  (?/0  - y3)  «in  (P0 Ps)  I 
+  P0  P4  ( (*0  +  .r4)  cos  (P0  P4)  -  (y0  -  y4)  sin  (P0  P4) } 

U.  8.  W. 

20* 
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+  P,  P, { +  x%) cos (P, P^-iyx- yi) «i n (P, P8) I 
+  PiP*\  (*i  +  *a)  cos  {Px  P8)  -  (y,  — y8)  sin  (P,  P.) } 
+  P,  P4 1  (xt  +  ar*)  cos  (P»  P*)-  <0i  -y4) sin  (Pt  P4)  I 

O.  8.  W. 

+  P.PsU^  +  ^cosCP.Ps)  -(5fs-y3)sin(PaPs)| 
+  Pa  P4l(^2  +  **)  cos  (P.P*)  -  {y*-yj*m  (Pa  P4) } 

O.  8.  W. 

+  P8  P4{  (ar,  +      cos (P8 P4)  -  (y8  -yj  l\>  I 

U.  8.  W. 
U.  8.  W. 

Endlich  ist: 

fP  =     (Posinoo  +  Pisinaj  +  P»  sin  a,-|-P8  sin  <*,  +  ....) 

X  t  Po  fo»  siu  «o' — yo  cos  V)  +  P\  (*i sin  "i '  —  yi  cos  et! ')  1 

-f  P2 (arssin  oa' — y8cos  0^')+.... J 

—  (P0  sin  Oq'  +  Pi  sin  *! '  -f  Pa  sin  aj  +  P3  sin  *>'  + ....) 

X t *o («b sin ffo  —  yo cos «o)  +  Px sin —  yt  cos «1)  * 

+  P*  (*asin  o*  —  y9  cosetj)  + 

also,  wenn  man  die  Producte  entwickelt,  und  in  ganz  ähnlicher 
Weise  wie  vorher  auch  jetzt  wieder  nach  den  Kräften  gehörig  ordnet : 

W  = 

P0*  { sin  «o  (x0  sin  ««/  — y0  cos  a0') — sin  a0'  (x0  sin  «o  — y0  cos  c^)  | 
-f  Pj*  { sin «!  (jti  sin  a, '  —  yx  cos  c, ') — sin  er, '  (xx  sin  1^  —  yj  cos  at )  \ 
+  Pt*  ^8inaa(J:98inas,— ^cosaa')— sinoj'^sino,  —  yscoso^)l 
+  PB*  lein a,(ar8 sin«a'— y3 cos a8')— sina,'(x9sincr3  —  y8cosaj) } 

u.  s.  w. 

p  p  f  8in«0(ar1sino1/--y1cosal,)-8in«0'(x18ina1--yIcos«fl)i 
+  **o*i  \  +  ßina1(a:osinV^oC080~sinaI'(ar08ioa0^0co8a0)/ 

p  p  |  sioaoCaraSinaj'-y^coscjO— 8inaw'(^88iDcra--y1co8a1)^ 
+  *o*1b  \  +  sinc2(x0sin V~y0cosao')— sinV^inao— y0cosao)) 

p  p  (  sinofoCxjSinaj'^jCOsc^O— «InVC^asinaa—^cosa,)! 
08  l  +  sinajCxosinao'— yocostto0— 8ino8/(a?0sinci^--y0cos«0)) 


U.  8.  W. 


,   p  p   I    sinoj^sino^7— yjCOSOiO-sinff/C^ißinat— yacoscr^)! 

(  + Bio  «jCa?!  ein«/ — 3frC08Cf/) — sina8r(.2'18intf1— y1coso1)  J 
p  p  f    sinal(*ssina8'—y8co8a8')— sina/^sina,— ftcosa,)! 
+    1   8  (  +  ain«8(^j8in«1'~ylcosal')--sina8'(a:l8inflf1--5f1cosai)) 

u.  s.  w. 


t  (  sinoaCjrjSinaj'— y3coscf8')— sino^'^sinoa— ^cos«,)) 
2  3  l  +  sinoj^sinaj'— yÄcosaa/)--8ino8,(jr2sinaa-- y^cosa^)} 


u.  s.  w. 
u.  s.  w. 
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Indem  wir  auch  jetzt  wieder  zwei  allgemeine  Glieder  betrach- 
ten ,  so  ist  zuerst : 

sin  ax  (xx  sin  ax — y x  cos  er,')  —  sin  ax  (xx  sin  aK — yx cos  ax) 
=  yx  (cos  «xsio  <**  —  cos  <*/  sin  ax)  =  yxsin  (ax  —  ax) , 

also  nach  §.  1.  6): 

sin  ax  (xx  sin  er«'  -  yK  cos  ox')  —  sin  ax'  (xx  sin  orx — y*  cos  ax)  =  y*  si n  0. 
Ferner  ist: 

sin  ax  (xx  sin  ax1  —  yA  cos  <*a')  —  sin  ax'  (*Asin  cta— yA  cos  ou) 
+  8inaA(j*xsiooxf— yxcosor/)  —  sinoA'(xx8inox  —  yxcosa«) 
=    xx  (sin  ««'  sin  ax  —  sin  <rx  sin  ax')  —  yx  (cos  ax'  sin  ax — cos  crx  sin  oa') 
— xx  (sin  a/  sin  «A— sin  ox  sin  ax') + yA  (sin  ax'  cos  oa — sin  ax  cos  ax'), 

also  nach  §.  I.  14),  15): 

sin  ax  (xx  sin  ax'  — yA  cos  cta')  —  sin  ax'  (xx  sin  ax — yx  cos  ba) 
4  sin <*a (arxsin <xx'  — yxcos ax')  —sin «a' Orxsin ax — yxcoscrx) 

=  I  (xx  -  *a)  «in  (Px  Px)  +  (y  x +yA)  cos  (Px  Px) )  sin  0. 
Folglich  ist: 
15)   JFsin  0-i 

=   Poayo  +  P.'yi  +  P.V*  +  ^*y. + *Vy« + 

+  Po  Px  I  (*o  -  *i)  «in  (Po  Pi)  +  (#>  +  Vi)  cos  (P0  Pi) » 
+  P0  P«  I  (*o  si"  (Po  P*)  +  (yo  +  Jb)  cos  (P0  P*)  I 
+  Po  Pz  \  (*o  -  *s)  sin  (P0  Ps)  +  (yo  +  ys)  cos  (P0  P8)  \ 
+  Po  P4 1  (*o  -  *4)  sin  (P0  P4)  +  (y0  +  yd  cos  (P0  P4)  I 

O.  8.  W. 

+  Pi  P»  I  (*i  -  sin  (PÄ  P.)  +  (y,  +  y*)  eos  (Pt  P,,) } 
+  Pi  Ps  { (*i  -*a)  sin  (P,  P8)  +  (y.  +  y8)  cos  (P,  Ps) } 
+  Pi  PaU*i  -^4) sin  (Pl  P4)  +  (y!  +y4)cos(Pl  P4) } 

U.  8.  W. 

+  P»  Ps  I  (*s  ~  *s)  sin  (P»P8)  +  (ya  +  y3)  cos  (Ps  P8)  I 
+  P»P4  K*.-**)  sin  (PaP4)  +  (y,  +  y4)cos(PtP4)| 

u.  s.  w. 

+  P,  P4  {  (*,  -*«)  sin  (P8  P*)  +  (y8  +  yj  cos  (P8  P4)  | 

U.  8.  W. 
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Setzen  wir 

16)  U' 

+  2P0  P,  cos  (P0  P, )  +  2P0  Pa cos(P0  Pa)  +  2PU  P8  cos  (P0  P3) 

-f2P0P4cos(P0P4)  +  .... 

» 

+  2P,  Pa  cos  (Pt  Pa)  +  2P,  P,  cos  (Pt  P3) 
+  2P1P4cos(P1P4)  +  .... 

+  2PaP8cos(PaP8)+2PaP4cos(PÄP4)+... 

+  2P8P4cos(P8P4)+.... 

U.   8.  W. 

17)  r 

=     P0**0  +  Px*xx  +  Pa»*a  +  P8**8  +  P4»*4  + .... 
+  P0 P,  |  (:r0  +  ^  cos (P0  Pi)  —  (y0 -yi)s«n (PoPj  \ 
+  P0  Pa  { (*0  +  **)  cos  (P0  P8)  -  (y0  — ya)  sin  (P0  PÄ) } 

+  Po  P*  l  (*o  +  *a)  cos  (P0P8)  -  Q/o-!h)  *"»  (P0  ^i) * 
+  P0  P4  { (*0  +  ar4)  cos  ( P0  P4)  -  <y0  -  y4)  si  n  (  P0  P^ } 

u.  s.  w. 

+  #\  P.  I  (*i  +  **)  cos  (P,  Pa)  -  (y,  _ya)  sin  (P,  P2) } 
+  Pi  P*  l  (*i  +  *s)  cos  (Pi  P8)  -  (y,  -y3)  sin  (P,  P8) } 
+  Pi  P4  {  (jtj  -f  *4)  cos  (Pt  P4)  -  ty,  -y4)  sin  (Pt  P^ } 

u.  s.  w. 

+  Pa  P3  { (*a  +  *3)  cos  (Pa  P8)  -  (yt  -  y3)  sin  (Pa  P8) ) 
+  /'a^K^+^cosCP.P^  -(ya-y4)  sinCP.P^I 

u.  s.  w. 

+  P*P*\      +  **)  cos  (P8  P4)  -  (y3  -  y4)  sin  (P8  P4) } 

u.  s.  w. 
u.  s.  w. 

18)  W 

=    *Vy0  +  Pi*yi  +  JVy*  +  P32y3 + ^V*  +  — 

+  P0P.  {(^0-^i)8>n(P0Pi)  +  (yo+yi)cos(P0P1)} 
+  P0  Pa  ( (or0  -  *a)  si  n  ( P0  P^  +  (y0  +  y  j)  cos  ( P0  P.) } 
+  P0  P3 1  Or0-*8)  »in  (P0  P8)  +  (y0  +  y»)  cos  (P0  P.)  I 

+  Po  P4I  (*o  -  *4>  »in  (Po  P*)  +  (jfo  +  3^)  cos  (P0  PJ } 

u.  e.  w. 
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-f Pi  p*  i  (*i  -  **)  «io  (Pi  p*)  +  Cvi  +  y*)  ™«  (^i  l 

+  P,  P8  {  (*,  - *8)  sin  (P,  P8)  +  (y,  +  y8)  cos  (P,  P8)  | 
+  Pi  P*  t  (*i  (Pi  ^4)  +  Öl  +  *4>  cos  (Pt  P4) } 

U.  8.  W. 

+  PaPs  { (*,  -  *a)  «'  n  (Pt  P»)  +      +  flft)  cos  (P,  P3)  I 

+  P2P4 l  (*•  -  *4>  «in  (^t  ^4)  +  (y*  +  y4)  COS  (PaP4)  1 

u.  s.  w. 

+  P8P4 1  <*,  — **)  sin  (P8  P4)  +  (y8  +  y4)  cos(P8  P^  | 

U.  8.  W. 
U.  6.  W. 

so  ist  nach  dem  Obigen  (§.2.1*2)),  wie  sogleich  in  die  Augen  fallt: 

V  W 

19)  X  =  tj'>      Y  — 

Wenn  die  Kräfte  sSromtlich  unter  einander  parallel  sind  und 
die  positiven  Theile  ihrer  Richtungslinien  sSromtlich  nach  dersel- 
ben Seite  hin  genommen  werden,  so  sind  die  Cosinus 

cm(P0J>,),  cos(P0Pt),  cos(P0P8),....;  cos(P,Pa),  cos(P,P8),. 

cos  ( P^P%) »  ••••  »  •••• 
sämmtlich  der  Einheit  gleich,  und  die  Sinus 
sin(P0P,),  sinCPoPa),  sin(P0P3);.... ;  sin(P,Pa),  •iD(PlPa),.. 

sin (P2P3) » ••••  >  •••• 

verschwinden  sSromtlich;  also  ist  in  diesem  Falle: 

V  =  P0»  +  Px »  +  Pa*  +  P8*  +  P4*  + . . . 

+  2P0P1  +  2P0Pa  +  2P0P8  +  2P0P4  + .... 

+  2Pt  Pa  +  2P,  P8  +  2Pt  P4  + .... 

+  2PaP8  +  2PaP4  +  ... 

-f-  2P3  P4  -f- .... 
u.  s.  w. 

=  (Po  +  ^1  +  ^2+  ^3  +  P4  +  .".)9  =  (*«f  . 

P  =  P02a:0+Pl»ar1  +  Pa^8  +  P8»j:8  +  P4^4  +  .... 

+  P0P,  (jt0+*i ) + P„  Pa(x0 + +  P0P8(*0 + 

+  Pi  Pa(ar,  +*a)  +  Pi  P8(X!  +x8)+.... 

U.  8.  W. 

=     (P0  +  Px  +  Pa  +  P8  +  P4  +  ....) 

X  ( P0  *0  +  Pj  .r,  +  Pa  *a  +  P8  a:8  + . . .  ) 
=  £P.2Px, 
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W  =  PoVo  +  Pi*Vi  +        +  P»*y»  +  *VjT4  +  ». 

+  P»Pi  (yo+yi) + PoP.(yo+ y«) + PoP8(ifo-fjfa)+.. 
+ Pi  Ptiüi     + P*bti 

+P.Ps(*a+yi)+ 

O.  8.  W. 

=      (Po  +  Pi  +  P%  +  P8  +  P*  +  '.••) 

x  (P«y0  +  Pili  +        ^sy«  +  ~) 

es  2P.2Py\ 
also  nach  19)  in  diesem  Falle: 

20)  A  =  ~^7> »    K  —  » 

was  langst  bekannt  ist. 

Weil  die  Grössen  W,  W,'W  nach  16),  17),  18),  und  dem 
zufolge  nach  19)  auch  die  Coordinaten  X,  F,  von  den  Winkeln 

ao »  ai »  **» »  ffs »  «4 » •  •  •  • 

und  von  dem  Winkel  0  ganz  unabhängig  sind,  indem  dieselben 
nur  von  den  Kräften 

Po»  Pn  P2»  Pi»  P4»  •••• 
und  der  durch  die  Winkel 

(PoPO,  (P0P»).  (P0P»),....;  (PiPs).  (PiP.).....;  (P»P8), ~ 

bestimmten  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  derselben  ab- 
hängen ;  so  ist  klar,  dass  bei  aHen  Lagen,  in  welche  das  System 
durch  Drehung  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Weise  gebracht 
werden  kann,  die  Richtungslinie  der  Resultirenden  des  Systems 
immer  durch  den  Punkt  (XY)  geht,  und  dass  man  also  diesen 
Punkt  ganz  mit  demselben  Rechte  und  in  demselben  Sinne,  wie 
man  von  einem  Mittelpunkte  oder  einem  Centrum  paralleler  Kräfte 
zu  sprechen  pflegt,  mit  dem  Namen: 

Mittelpunkt  oder  Centrum  auf  beliebige  W7eise 
sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkender 
Kräfte 

belegen  kann,  wie  in  der  Theorie  paralleler  Kräfte  natürlich  aneb 
hier  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine 
Resultirende  zurückfuhren  lassen. 

Von  ausführlicheren  literarischen  Nachweisungen,  namentlich 
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auch  0ber  die  bekanoten  Arbeiten  deutscher  Mathematiker  über 
diesen  oder  verwandte  Gegenstände,  nehme  ich  fCr  jetzt  Abstand, 
da  ich  aof  diesen  und  ähnliche  Gegenstände  spfiter  aas  allge- 
meineren Gesichtspunkten  zurückzukommen  hoffe;  aus  besonderen 
Gründen  will  ich  jedoch  anzuführen  nicht  unterlassen,  dass,  nach 
einer  Notiz  des  Herrn  Francesco  de  Filippi  in  den  „Annali 
di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati  da  Barnaba 
Tortolini.  Tornoll.  Roma  1851.  8°.  p.  97."  mit  dem  be- 
sonderen  Falle  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkender  Kräfte 
sich  auch  der  berühmte  Bordoni  schon  im  Jahre  1818  beschäf- 
tigt hat,  in  einer  Abhandlung,  die  unter  dem  Titel:  „Nuovi 
Teoremi  di  Meccaoica  elementare"  sich  in  dem  „Gior- 
nale  di  Fisica  ec.  pubblicato  in  Pavia  dai  Proff.  Brug- 
natelli  e  Configliachi.  Anno  1818."  findet,  welche  ich  mir 
aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können. 

§.  3. 

Im  Vorhergehenden  ist  der  Winkel  (PKPx)  überall  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  an  im  Sinne  der 
Statt  gehabten  Drehung  des  Systems  nach  dem  positiven  Theile 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  hin  von  0  bis  360°  gezählt  wor- 
den. Man  kann  aber,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln  im 
Geringsten  zu  stören  und  zu  beeinträchtigen,  unter  (PxPx)  auch 
den  von  den  positiven  Theilen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
Px  und  Px  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
verstehen,  wenn  man  nur  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  man  sich,  um  durch  diesen  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel  hindurch  von  dem  positiven  Theile  der 
Ricbtungslinie  der  Krall  Px  zu  dem  positiven  Theile  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  Px  zu  gelangen,  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems 
oder  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss,  wie  sehr  leicht  auf 
folgende  Art  erhellet,  wobei  wir  die  von  0  bis  360°  gezählten  Win- 
kel wie  früher  durch  (PxPx),  die  nur  von  0  bis  180°  gezählten 
and  positiv  oder  negativ  genommenen  Winkel  durch  (PxPx)*  be- 
zeichnen  wollen.   Wenn  (PxPx)'  positiv  ist,  so  ist  offenbar : 

(PtPx)  =  (P*PxY, 

also: 

cos  (PxPx)  =  cos  (P*PxY,    sin  (PmPx)  =  sin  (PuPx)' ; 
wenn  (PxPx)'  negativ  ist,  so  ist  offenbar: 

(PnPx)  =  360V-{-(P,Pa)'i  =  360°  +  (P*/V, 
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also  wieder: 

cos(PxPx)  =  cosCPx/V,  sw(PxP>)  =  siiK/W; 

daher  ist  allgemein: 

cos  (PxPa)  =  cos  (PXP;.)' ,  sin  (PxPa)  =  sin  (P*  PA)' ; 

und  man  kann  folglich  in  allen  obigen  Formeln,  ohne  deren  Rich- 
tigkeit im  Geringsten  zu  stören,  (PXP)Y  für  (PXP;.)  setzen,  oder 
alle  durch  (P*P>.)  bezeichneten  Winkel  bloss  von  0  bis  180°  zahlen, 
wenn  man  dieselben  nur  nach  der  oben  gegebenen  Bestimmung 
'  gehörig  positiv  und  negativ  nimmt. 

Anmerkung. 

Es  lag  mir  daran,  die  Richtigkeit  der  von  mir  entwickelten 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  Xf  Y  des  Mittelpunkts  der  Kräfte 
in  einfacher  Weise  praktisch  zu  prüfen.  Deshalb  entwarf  ich  auf 
Taf.  VI.  eine  möglichst  genaue  Zeichnung  für  nur  zwei  einander 
gleiche  und  auf  einander  senkrecht  stehende  Kräfte  P0  und  Pt. 
In  dieser  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Zeichnung  sind 
A0  und  At  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  P0  und  Px ,  also: 

4)  =  (*o3fo)»   ^i  =  (*iyi); 

die  Richtungen  der  Kräfte  P0  und  P,  sind  in  den  drei  ange- 
nommenen verschiedenen  Lagen  des  Systems  durch  die  von  Aq 
und  Av  ausgehenden,  mit  Pfeilspitzen  versehenen  Geraden  darge- 
stellt, und  durch  einfache  Construction  hat  sich  als  Mittelpunkt 
der  Kräfte  der  Punkt  M  ergeben.   Es  ist  also: 

x0=z  +  OBot  yQ  =  +A0B0; 

und : 

*=+OiV,  Y=+MN. 
Ferner  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

(P0P,)  =  270°, 

wenn  wir  die  Winkel  von  0  bis  360°  zählen  und  bloss  positiv 
nehmen,  also: 

cos  (P0  Pt)  =  0,   sin  (P0  P, )  =  -  1. 
Weil  wir  die   Kräfte  P0  und  Pt  einander  gleich  angenommen 
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haben,  so  wollen  wir  für  dieselben  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
P  schreiben,  und  erhalten  nun  aus  den  Formeln  §.2.  16),  17),  18): 

U  =  2P»; 

v  =  i*o  +  *i w  =  tyo  +  yi  -  <*0 

folglich  nach  §.2.  19): 

v      ^o+^i  +(yo— yi)      v  _     +  yx  —  (*0  -  *i ) 
—  ^  *       —  2 

Fuhren  wir  non  für  x0,  y0  und  ar, ,  yt  ihre  obigen  Werthe  ein, 
so  erhalten  wir: 

A=  =  ^  ' 


oder: 


F_yo+yi-*o  +  *i  _  AQBa-AlBl-OB(t+OBl 

X  =  +  Otf  =  Q*°  +         +  A»Bo  +  ^  gi 

2 

2 

Die  in  der  Zeichnung  ausgeführte  Construction  dieser  Werthe  hat 
ganz  das  Richtige  gegeben,  so  weit  es  bei  der  natürlich  immer 
nur  beschränkten  Genauigkeit  einer  solchen  Zeichnung  möglich  war. 
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XV. 

Losung  zweier  Aufgaben  über  Berechnung  der 
Flächeninhalte  verschiedentlich  bestimmter  Ellipsen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 
ProfeMor  der  Mathematik  an  der  UniTersität  io  Prag. 


Die  hier  mitgetheüte  Auflösung  der  beiden  an  sich  minder 
bedeutsamen  Aufgaben  geschah  in  Folge  einer  zufälligen  Veran- 
lassung, und  die  Veröffentlichung  ihres  Ergebnisses  dürfte  theils 
in  der  Einfachheit  der  fraglichen  Schlussausdrücke,  theils  darin 
eine  Entschuldigung  finden,  dass  in  der  zweiten  Aufgabe  sich 
ausweist,  das  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialquotienten  einer 
Funktion  sei,  bei  gewissen  Einschränkungen  dieser  letzteren, 
in  manchen  Fällen  zur  Entscheidung,  ob  ein  individueller  Werth 
der  Funktion  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  nicht  ganz  geeignet 

Erste  Aufgabe. 

Bestimmung  des  Flächeninhaltes  einer  Ellipse  aas 
ihrer  allgemeinsten  Gleichung. 

Sei  die  vollständige  oder  allgemeinste  Gleichung  einer  Ellipse 
dargestellt  durch: 

1).  .  .  .  Ax*+By*  +  2C*y  +  2Dx  +  2Ey  =  ÄT, 

der  leichteren  Vergleichung  halber,  wie  bei  Cauchy,  Exerctces 
de  Mathlmatiques,  3*  anoee,  1828,  p.66. 
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Setzen  wir  nun  vorerat  überhaupt: 

l  x  =  |  +  rcosifs 
2)  \  y  =  *?+rsint|> 

in  die  obige  Gleichung: 

I).  .  f(*>y)  =  Ax*  +  By*  +  2Cxy+2Dx  +  2Ey=K, 
so  ubergeht  sie  in  die  Polargleichung  der  Ellipse 

sr*+*tr  +  u=z  K, 

wenn  wir  setzen: 

1s  =s  A  cos     +  B  sin  ty*  +  2Ccosi/;  sin  y , 
t  =z{Al+Ci)  +  D)co8y+((%  +  BrJ+E)8\n1,, 
ti  =  fCfcij)  =  A?  +  ^»+2^+2^  +  2£ij. 

Soll  der  Punkt  {q  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  sein,  so  raus« 
für  alle  Werthe  des  Polarwinkels  y  der  Strahl  r  zwei  entgegen- 
gesetzt  gleiche  Werthe  erhalten,  mithin 

t  =  0 

sein.   Dies  giebt  für  |,  1?  die  beiden  Gleichungen: 

4> \  C|+^  +  £  =  0; 
and  daraus  erhält  man  für  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die 


CE-BD  CD— AE 

5)   S  —  ~ÄB  =  C**     V  —  'Äß^C* 

und  zugleich  ist  die  charakteristische  Differenz  AB—C*=: 
positiv»  wenn  die  obige  Gleichung  einer  Ellipse  angehören  soll. 

Die  Polargleichung  der  Ellipse  ist  sonach,  wenn  der  Pol  in 
deren  Mittelpunkt  verlegt  wird, 

Für  obigen  Mittelpunkt  |q  wird  aber 

^    „  AE*+BD*—WDE 

=  =  ^  > 

oder  tc  =  k,  wenn  wir  abkürzend: 
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AE1  +  BD1  —  2CDE  , 
6>  ^  =  k 

setzen.  Schreiben  wir  diess  in  die  vorige  Polargleichung,  so  wird 
selbe  nunmehr: 

7)  sr^-K-k 

und  in  ihr  ist  zufolge  (3): 

'          .l-f  cos2i^     -.1 — cos2tfr    ~  .  _ 
l  5  =  ^-^ — -  +  B  ^ — ?  +  CAin2* 

8)  .  . .  • ^ 

=  cos2tf>  +  Csin2^. 

wir  nun  darauf  aus  die  Halbaxen  a,  b  der  Ellipse  zu 
finden,  von  denen  a  die  längere  sein  soll;  so  ist 

a  =  Max.r, 
6  =  Min.r; 

und  Rir  sie  wird  im  ersten  Falle: 

*  =  Min.  =  st , 

im  zweiten  Falle: 

s  =  Max.  =  s2. 

Sonach  sind  wir  darauf  verwiesen,  zuvorderst  das  Minimum 
und  Maximum  von  $  zu  suchen,  folglich  obigen  Ausdruck  des  s 
nach      zu  differenziifen.    Diess  giebt: 

1  ds         A  —  B  .  0       _  a 

2  =  <2~ *'n2*  +  Ccos2^, 

ds 

und  wenn  wir  ^- =  0  setzen  und  die  allgemeine  Auf  lösung  dieser 
Bestimmungsgleichung  für      mit  o  bezeichnen,  erhalten  wir: 

C cos 2a  =  ^  ^  ^sin2a  =  0, 

daher: 

cos  2a        sin2a  _  _l_ 

9)  i{A-B)-    C  "T6" 

wenn  wir  abkürzend  setzen: 

10)  (^)'+C*=G«. 

und  G  positiv  annehmen. 
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Hieför,  wird  gemäss  (8),  für  g>  =  «: 

f  =  — 

also: 


A 


Nun  sind  bei  der  Ellipse  jedenfalls  A  und  B  einstimmig,  also 
für  positiv  annehmbar,  O  ist  ebenfalls  positiv  vorausgesetzt,  mit- 
bin gilt  für  G  das  obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  wir 
den  kleinsten  oder  grössten  Werth  von  «,  d.  i.  «t  oder  st  verlangen. 

Es  ist  neralicb: 
■  in  A  +  B  g, 


der  kleinste, 


H  =  — ü  +  Cr 


der  grOsste  Werth  von  s.  Sonach  verwandelt  sich  die  Gleichung 
(')  io: 

und  liefert  die  Längen  der  Halbaxen  a  und  6. 

Sei  nun  f  der  fragliche  Flächeninhalt  der  Ellipse,  so 
ist  bekanntlich  überhaupt  f  —  nab,  also  hier: 

,  K—k 
V  hs2 

Es  ist  aber: 

„.(^)--ff=(^)--(-»)--<, 

=  AB-C*r=  ji, 
daher  wird: 

13)  f=%—j-> 

der  auffällig  einfache  und  doch  allgemeinste  Ausdruck  der  Fläche 
der  Ellipse,  in  welchem  man  nur,  weil  f  immer  positiv  gedacht 

wird,  die  Zahl  A-  ^ AB  —  C*  mit  AT— *  gleichsti  ramig  zu  neh- 
men hat. 
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Zweite  Aufgabe. 

Durch  einen  best iromten  Punkt  der  Axe  einer  gebie- 
ten cireuiären  Kegelfläche  denke  man  sich  alle  mög- 
lichen Ebenen  dergestalt  gelegt,  dass  sie  gegen  die 
Ebene  ihrer  leitenden  Kreislinie  gleich  geneigt  seien 
und  die  Kegelfläche  in  lauter  Ellipsen  schneiden; 
man  suche  die  Flächeninhalte  solcher  Ellipsen  Ober- 
haupt, und  die  Lage  sowie  die  Grösse  der  kleinsten 
und  grussten  derartigen  Ellipse  insbesondere. 


1. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  O  des  leitenden  oder  Grund- 
kreises  des  Kegels  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  zum  Ursprünge  rechtwink- 
liger Coordinaten,  die  Ebene  dieses  Kreises  zur  Ebene  der  ar'y* 
und  lege  die  %'x' -Ebene  durch  des  Kegels  Axe,  wodurch  diese 
Coordinatenebene  zum  Hauptaxenschnitt  des  Kegels  wird. 
Der  Halbmesser  des  Grundkreises  sei  q,  so  sind  seine  Gleichungen: 

ferner  seien  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  oder  der  Spitze  C 
der  Kegelfläche  x'  =  OF=e,  3^  =  0,  z'  =  FC=f;  und  zugleich 
bedingen  wir,  dass  diese  Coordinaten  e,  f  positiv  seien,  indem 
wir  diejenigen  Hälften  der  Axen  der  a?  und  %'  als  positiv  an- 
nehmen, auf  welche  die  Projekttonen  des  Kegel  -  Mittelpunkte« 
in  diese  Axen  zu  liegen  kommen. 

Dann  sind  die  Gleichungen  irgend  einer  Seite  der  Kegelfläche 

__«W 
m        n  1 

Bekanntlich  eliminirt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die 
Coordinaten  x1,  y',  2'  und  in  der  so  entstehenden  Gleichung: 

(e- «!/)*+(«/)*  =e* 

setzt  man  für  die  arbiträren  Constanten  m,  n,  1  ihre  Propor- 
tionellen xt—-  e,  y't  t'—f  und  findet  so  für  die  Kegelfläche  die 
Gleichung: 

{et'  -  /*')'  +  /  Va  =  9*  (*'  ~  /)*• 
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In  der  Aze  \OC  des  Kegels  liege  der  bestimmte  Punkt  Q, 
durch  den  die  erwähnten  unzählig  vielen  Ebenen  gelegt  werden 
sollen.  Ihn  nehmen  wir  zum  Ursprung  neuer  zu  den  vorigen 
parallelen  und  gleich  gerichteten  Coordinatenaxen  der  xx  yx  r,  und 
bedingen,  dass  bezieh  lieb  dieser  zweiten  Axen  der  Kegelmittel- 
punkt C  die  Coordinaten  g  —  QG,  h  =  GC  habe.  Dann  gelten 
Ofr  die  früheren  Coordinaten  die  Verwandlungsgleichungen  : 

fuhren  wir  sie  in  der  letzten  Gleichung  der  Kegelfläche  ein, 
so  wird  selbe? 

(«i  -fo  -  eh  +  fg)*  \f*yx*  =  o«0,  -  A)*. 

RenQtzen  wir  zur  Abkürzung  noch  den  Halbmesser  r  des  von 
der  Ebene  xxyx  erzeugten  Kreisschnittes,  so  besteben  bekannt- 
lich die  Proportionen: 

9~~  h~  Q(  -  r' 

folglich,  wenn  man  in  obiger  Gleichung  der  Kegelfläche  für  e,  f%  o 
ihre  Proportionalen  g,  A,  r  einträgt,  nimmt  sie  die  Form  an: 

(.*:,  -kr,)«  f  A«yi*  =  r*(z,  -  h)* 


Durch  den  angewiesenen  Punkt  Q  lege  man  jetzt  irgend  eine 
den  Kegel  schneidende  Ebene  unter  dem  spitzen  Winkel  t 
gegen  des  Kegels  Grundebene  x' y' ,  also  auch  gegen  die  zu  ihr 
parallele  Ebene  xxyx  geneigt  Um  volle  Bestimmtheit  in  die  Auf- 
fassung dieses  Neigungswinkels  zu  bringen,  nehmen  wir  als 
positive  Halbscheid  der  schneidenden  Ebene  diejenige  an,  welche 
auf  der  positiven  Seite  der  xx  yx  d.  i.  auf  derjenigen  Seite  liegt, 
wohin  sich  die  positive  Richtung  (oder  Halbaxe)  der  zx  erstreckt. 
Dieselbe  schneidende  Ebene  zertbeilt  auch  die  xxyx  -Ebene  in 
iirei  Hälften  (Halb-Ebenen),  deren  eine  die  Projektionen  der 
Punkte  obiger  positiven  Halb-Ebene  in  diese  xxyx  -Ebene  aof- 
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nimmt.  Jene  und  diese  Halb-Ebene  betrachten  wir  sonach  ah* 
die  zwei  Schenkel  des  Flächenwinkels  e  und  zwar  die  in  der 
xxyx  -Ebene  liegende  als  den  Anfangs-  oder  Ausgangsschenkel, 
die  andere  aber  als  den  End-  oder  Schlussschenkel  desselben: 
zugleich  wollen  wir  diesen  Neigungswinkel  f  jederzeit  als  positiv 
in  Rechnung  bringen. 

Die  Einschnittslinie  jener   schneidenden  Ebene  <£  in  die 
a:tyi'  Ebene  nehmen  wir   nun  zur  x-  Axe  neuer  rechtwinkliger 
Coordinaten,   deren  y-Axe  in  der  schneidenden  Ebene  selbst 
liegt,  von  welcher  die  positive  Hälfte  in  der  positiven  Hälfte  der 
schneidenden  Ebene  (£  liegen    soll.    Die    wandelbare  positive 
Richtung  oder  Halbaxe  der  x  bestimmen  wir  noch  wie  folgt.  Wir 
denken  uns  die  schneidende  Ebene  (£  zu  allererst  durch  die  Axe 
der  xx  hindurch  geführt,  folglich  mit  dieser  die  ar-Axe  uberein- 
fallend, und  nehmen  hier  die  mit  der  positiven  Halbaxe  der  xt 
zusammenliegende  Halbaxe  der  x  für  die  positive  an.  Drehen 
wir  nun  in  Gedanken  die  Ebene  @  um  den  fest  gehaltenen  Punkt 
Q  dergestalt,   dass  die  so  eben  als  positiv  erklärte  Halbaxe  der 
x  aus  jener  der  xx  um  den  festgehaltenen  Punkt  Q  sich  schwen- 
kend zunächst  den  ersten  Quadranten  (rechten  Winkel),  den  die 
positiven  Halbaxen  der  xx  und  yx  mit  einander  machen,  durch- 
streift und  sich  dann  immer  weiter  und  weiter,  und  endlich  rings- 
herum schwenkt,  so  wird  diese  bewegliche  Halbaxe  Ox  jeder- 
zeit zur  positiven  Halbaxe  oder  Richtung  der  x  angenommen 
und  der  von  ihr  durchstrichene  Winkel  ar,  Ox  =  <p  gilt  immer 
als  positiv,  und  wächst  sohin  stetig  von  0  bis  360°.    Zur  Ab- 
kürzung wird  es  wohl  gestattet  sein ,  diesen  Winkel  <pt  nach  dem 
in  der  Bergmannssprache  gebräuchlichen  Begriffe  vom  ..Streichen 
eines  ebenen  Ganges"  den  Streichungs-  oder  Streichwin- 
kel der  schneidenden  Ebene  ffi  zu  nennen;  was  insbesondere 
dann  ganz  passend  ist,  wenn  zur  Erleichterung  des  (Jeberblickes 
die  Ebene  xy  wagrecht  gedacht  wird. 


4. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  M  (ar,  =sQ#>  yt=PJX,  *,  =2V!f) 
der  schneidenden  Ebene  0*  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  seien  jetzt  die  in 
derselben  Ebene  liegenden  Coordinaten  x=QR,  y  =  RM.  Dann 
findet  man  sofort,  dass  der  Winkel  NRM  =  t,  also  RN  =  ycosi 
und  NM  =  ?/sin«  s=  Zi  ist.  Wenu  man  dann  die  gebrochenen 
Linien  QRN  und  QPN  oder  auch  die  QRNM  und  QPISM  auf 
die  Axen  der  xx  und  yx  projicirt,  so  erfolgt: 
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und  man  erhält  sonach: 

a*|  =  x  C08  <p  +  y  cos  €  sin  tp , 
yt  =  x  sing)  —  y  cos  fcos  <p, 
2|  =  ysin« 

zu  Umtvandlungsgleichungeii  der  Coordinaten  jrt  ^a  za  in  x,  y. 

Lassen  wir  nunmehr  den  Punkt  M  (xlylzl)  der  Einschnitts- 
kurve der  Ebene  (fc  in  die  KegelflScbe  zugehören,  so  haben  wir 
die  letzten  Coordinatenausdrticke  in  die  vorangehende  Gleichung 
des  Kegels  einzusetzen  und  finden  so  des  entstehenden  Kegel- 
schnittes Gleichung: 

[xäcos  9  -+  y  (h  cos  f  sin  qp  —gs\x\  t  )]*  +  A*  (4:  sin  <p—y  cos  «  cos  o>)Ä 

=  r»(ysin«  +  A)*. 

Ordnen  wir  sie  nach  den  Potenzen  der  x  und  y,  so  verwandelt 
sie  sich  in 

Ax*  +  By*  +  2  Cxy  +  IDx  VlEy  =  , 
indem  wir  abkürzend  setzen: 
^  =  A*, 

2?  =     (Acosrsinqp  — ^sinOM  A9co»i*cosqp*— rÄsin£*, 

C  =  — ^Asint  cos<p, 

D=  0, 

£=>-Ar»sii»«, 

Ä  =  A*r«. 

Dieser  Schnitt  soll  nun  für  alle  Streichungswinkel  q>  eine 
Ellipse  werden,  folglich  muss  der  charakteristische  Unterschied 
AB — Ol  immer  positiv  und  grösser  als  Null  auffallen;  er  kann 
demnach  =  d*  gesetzt  werden.  Es  ist  aber ,  wenn  man  A*  als 
Faktor  heraushebt: 

21» 
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p  =  Aacos  «*  +  (g* — r*)  sin  «* — 2gh  cos  e  sin  t  sin  9 — g*  sin  «*cos  <jr*, 
=  (Acos  «— #sin  f  sin  e>)s  —  r*sin  £a, 

folglich,  wenn  man  den  für  f  =  0  stattfindenden  Kreisschnitt, 
als  nicht  zur  Frage  gehörig,  ausschliefst  und  sohin  noch  den 
von  Null  verschiedenen  Faktor  sine*  heraushebt 

Dieser  Unterschied  4*=zAB—C*  wird  nun  für  einen  gewissen 
Winkel  t  =  f0  zu  Null,  daher  der  Kegelschnitt  eine  Parabel, 
als  Grenzform  der  mit  q>  und  s  wandelbaren  Ellipsen;  und  man 
findet  ftir  ihn  die  Bestimmungsgleichung: 

(Acot«0— ^sino))*— r*  =  0, 

folglich : 

Dieser  Winkel  wird  nun  möglichst  klein,  daher  seine  Cotangente 
möglichst  gross  ausfallen,  wenn  sin?  =  +  1 ,  also  <p  =  90°  wird. 
Dann  ist: 

und  von  diesen  zwei  als  e<,  sich  ergebenden  spitzen  Winkeln  ist 
der  dem  +r  entsprechende  der  kleinere,  daher  hier  allein  als 
Grenze  der  t  in  Betracht  kommende;  deshalb  nehmen  wir  ent- 
schieden den  aus 

coUo==™7r  =  ~ 

folgenden  Winkel  *<>  als  oberste  Grenze  der  möglichen  Neigungs- 
winkel t  an,  so  dass  wir  fortan 

bedingen. 

Zur  ferneren  Abkürzung  setzen  wir: 

Acotr  =  c, 
and  finden,  wegen  cote>coU0, 

c>  Acotf0, 
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Eben  so  setzen  wir  in  dem  entstehenden  Quotienten 


sine*  -  V       r      /  "~" 1 


A*r*sin 

den  Potentiand 

c~ff  siny 
r 


=  ©, 


von  dem  wir  sogleich  ersehen,  dass,  weil  c>y  +  r,  also: 

H-^lj-sinjp)     ,    g  . 
©>  — 42 —  >  1  +  *(!  — sinoj), 

somit  d  positiv  und  >1  ist,  der  Unterschied  e* — 1  and  somit 
auch  4*  jedenfalls  positiv  sich  ergiebt.   Hiernach  erhalten  wir: 

4  =  ArsineV^n, 
jedoch  immer  för  sine>0. 


7. 

Soeben  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  f  der  entstehenden 
Ellipse  nach  den  Formeln  (6)  und  (13)  der  I.  Aufgabe 

.  AE»+BD*-2CDE 

Ä==  _  , 


so  finden  wir: 


K—k 


AE1  A*r* 

k=-j*=  ^TZJ  =  +  (poaitiv). 

r2  2 


mithin  die  Fläche  der  Ellipse: 

*rA    0»_2       nrh  (v  +  V2)(e— V2) 
f  -  sin  s  *  (*»  - 1)1  -  sin  t '       (e»- 1)1  ' 


worin 


c—gs\n<p 
v  =  


Digitized  by  Google 


310       Mattka:  Lösung  zweier  Aufgaben  über  Berechnung 


ist.    Da  diese  Fläche  f  nur  positiv  in  Rechnung  gebracht  zu 
werden  pflegt,  müssen  wir  noch  bedingen,  das»,  wenn  t>>  I  aber 
<  V2=l,4  wäre,  V»a  — 1  negativ  zu  nehmen  sei,  oder  das* 
immer  mit  dem  Vorzeichen  von  c  —  V'2  genommen  werde. 

8. 

Aus  dem  Ausdrucke  des  Flächeninhaltes  f  und  der  Hilfszahl 
o  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  für  zwei  Winkel  a>,  welche  einer- 
lei Sinus  haben,  also,  wenn  <p  einen  spitzen  Winkel  vorstellt 
för  <p  und  sein  Supplement  180°— <p,  andererseits  für  IS0  +  ? 
und  300°  —  <p  sowohl  v  als  auch  f  einen  und  denselben  Werth 
erhalten. 

Demnach  sind  zwei  solche  elliptische  Schnitte  flächengleich, 
wenn  die  Spuren  ihrer  Ebenen  unter  zwei  supplementären  Strei- 
cbungswinkeln  <jp  und  180°— 9,  oder  unter  180°  f  <p  und  360^— 9 
gegen  den  Hauptdurchmesser  des  Grundkreises  des  Kegels  ge- 
neigt sind. 

Diess  erklärt  sich  übrigens  auch  leicht  daraus,  dass  ein  Paar 
solcher  Schnitte  gegen  den  Haupt-Axenschnitt  zt  ar, ,  der  den  Kegel 
in  zwei  symmetrisch  gleiche  Hälften  zertheilt,  symmetrisch  liegen, 
daher  selbst  symmetrisch  gleich  sein  müssen. 


O. 

Um  ferner  die  grüssten  und  kleinsten  Beträge  dieses 
Flächeninhaltes  f,  so  wie  die  Streichungswinkel  q>  der  sie  ent- 
haltenden Schnitt-Ebenen  zu  ermitteln,  setzen  wir  für  einen  Augen- 
blick den  Faktor  oder  Quotienten 

fsinc  _^    0* — 2 

und  differenziiren  ihn  nach  9,  bemerkend,  dass 

dv  g  da  t?*  — 4 

-7—  =  —  ~  cos  (p  und  -r  =  —  r  •  tt-=  TT» 

dq>         r  dv  (v* — 1)1 

ist.   So  finden  wir: 

d±_        9  p(e+2)(0-2) 
4"?  -r  (,»-1)4  C09<P- 
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Dieser  Differentialqootient  kann  hei  Eintritt  eines  grössten 
oder  kleinsten Werthes  von  q  und  f,  wegen  t>>  1,  nur  verschwin- 
den, wenn 

cos  <p  =  0   oder   r  =  2 

ist,  von  denen  die  erste  Bedingung  entweder  <p  =  90°oder  qp=270u 
erheischt,  so  dass  die  schneidende  Ebene  durch  die  y4-Axe 
hindurch  t?eht  und  sohin  auf  dem  Haupt-Axenschnitte  xx  xx  senk- 
recht **teht. 


Um  noch  entscheiden  zu  können,  ob  ein  solcher  äusserster 
Werth  des  q  wirklich  statt  habe,  bedürfen  wir  bekanntlich  noch 
des  zweiten  Differentialquotienten  von  q,  zu  dessen  Ermittlung 
wir  jedoch  vorerst  noch  den,  nur  die  Veränderliche  v  enthalten* 
den  und  nie  verschwindenden  Faktor 

g  t>(p-f2)_ 

netzen  und  dadurch 

q  =          >  2)  cos  9 
machen.   Wir  finden  sonach  den  zweiten  Differentialquotienteo : 

und  je  nachdem  er  negativ  oder  positiv  ausfallt,  tnuss  q  und  so- 
hin auch  f  eiu  Maximum  oder  Minimum  werden. 


lO. 

I.  Im  ersten  Falle,  wo  qp  =s  90°  ist,  fällt  die  positive 
Halbaxe  der  x  auf  die  der  yx,  es  ist  sinqp  =  1,  die  Hilfszahl  v 
ubergeht  in: 

»i  =  — *  » 

und  die  elliptische  Durchschnittsfigur  hat  den  Inhalt: 

fl  *~~  sine  '  (rt*— 1)1      sine*  üi1  — 1  *  V^«—  1 
Ferner  ist  hier: 

ö  Pt  (pi  -r-2) 
Ft  -r'to»-!)!'    9  =~  Fifa -2). 
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und  sonach  sind  r,  ~V2,  V  vx%  - 1,  F,  gleichstimmig. 
Nun  sei: 

a)  >2,  so  sind  r,  —  2,  — V2  und  somit  auch  Ft  positiv, 
also  ist  9"  negativ  und  deshalb  ft  ein  Maximum. 

b)  Sei  Vi  <2  aber  >  V2  also  el — 2  negativ  aber  1^ — V2 
positiv;  so  ist  Vt  positiv,  also  q"  positiv  und  ft  ein  Minimum. 

c)  Endlich  sei  vx  <  V2<2  aber  immer  noch  >  1,  so  ist  so- 
wohl i>i  —2  als  auch  e,  —  V2  negativ ,  daher  F,  und  q"  negativ, 
also  f,  ein  Maximum. 


11. 

11.  Im  zweiten  Falle,  wo  9  =  270°  ist,  fallt  die  positive 
Halbaxe  der  x  auf  die  negative  der  ylt  es  ist  sin  9  =  —  1 ,  die 
Hilfszahl  v  übergeht  in: 

und  die  Ellipse  hat  den  Inhalt: 

nrh    V  — 2        nrh  ct  +  y2   »»  —  1/2 
f*~  sin«>.»-l)l      sin*'et*-l  Vs,»-!" 

Ferner  ist: 

und: 

daher  sind  »Ä~V2,  Vi»,4 — 1,  Fa  immer  gleicbstiromig. 
Nun  sei: 

«)  e«>2,  so  sind  p4— 2,  d,— V2  und  F,  positiv,  daher 
ist  9"  positiv  und  sohin  fs  ein  Minimum. 

ß)  Sei  fa<2  aber  noch  >  V2,  so  ist  »a — 2  negativ,  da- 
gegen t?4  —  V2  und  damit  auch  F»  positiv,  also  9"  negativ,  und 
f9  ein  Maximum. 

y)  Endlich  sei  e,<V2<2,  so  ist  pt  — 2  and  e,— V%  also 
auch  Fa  negativ  und  sonach  o"  positiv,  daher  ft  ein  Minimum. 
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I*. 

III.  Betrachten  wir  noch  den  Zusammenhang  der  beiderlei 
Fälle,  indem  wir  berücksichtigen,  dass  immer: 

»4— e,  =  2  ^  =  + ,  also  v%>  vx  iat ;  so  sei : 

1)  in  I.  a)  die  ©i>2,  so  ist  auch  r*>2  wie  in  11.  a).  Hier- 
nach ist  für  ©|  >  2  die  Ellipse  f(  ein  Maximum  und  zugleich 
wegen  t>»>2  die  f4  ein  Minimum. 

2)  Wie  in  I.  b)  sei  V2<t>,  <2,  daher  ft  ein  Minimum,  so 
ist  wegen  vt  >  ei  >  V2  die  r,  zwar  >  V2;  ob  sie  aber  nothwendig 
doch  noch  <2,  mithin  (wie  in  II.  ß))  die  ft  ein  Maximum  sei, 
lägst  sich  aligemein  nicht  entscheiden,  bevor  man  nicht  den 
eigentlichen  Werth  von  et  berechnet  hat. 

3)  Endlich  sei  wie  in  1.  c)  die  Zahl  ©t<V2,  folglich  ft  ein 
Maximum,  dann  ist  aus  ea  =  ^+2^  keineswegs  allgemein  er- 
sichtlich, dass  rt<2  sei,  folglich  findet  wieder  die  vorige  Unge* 
wissheit  statt. 


13. 

IV.  Verschwindet  endlich  der  Differentialquotient  q\  weil 
r  =  2  wird,  so  wird  F=8*,  und  die  Fliehe  der  Ellipse: 

t         2>rr .  h 
f*  "  3v3.sine* 

Hiebei  wird  o"  =  —  2(^2  cos  a>)f  immer  negativ,  mithin  wäre  f, 
jedenfalls  ein  Maximum. 

Den  zugehörigen  Streichungswinkel  g>  findet  man  aus  der 
Bedingungsgleichung: 

g=c-ysinV  =  2 
r 

daher,  wenn  man  den  ihr  genügenden  spitzen  Winkel  mit  9' 
bezeichnet,  ist: 


■ 
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sincp'  =  sin(l80"— <p')  = 
Dieser  Bruch  muss  jedoch  positiv  und  <l  ausfallen,  daher; 

c>2r,  aber  c<*r\g 

sein.    Da  nun : 

coU  =  j- 

ist,  so  muss : 


COtf 


>-Ä-,  aber  <  — j- 


sein.  Derlei  möglich  grüsste  Schnitte  unter  den  Streicbung«- 
winkeln  q>'  und  180°  —  <p4  könnten  sich  demnach  nur  ergeben, 
wenn  der  Neigungswinkel  e  durch  die  letzteren  zwei  Ungleichun- 
gen eingeengt  wäre.    Der  ersteren  Ungleichung  genügt  unsere  in 

n4-l> 

Artikel  6  gestellte  Bedingung  cot«>*^— ,  wirklich  dann,  wenn 

e/>r,  d.  i.,  wenn  die  Projektion  des  Kegelmittelpunktes  ausser- 
halb des  Grundkreises  dessen  Ebene  trifft. 

Nehmen  wir  den  Winkel  <p  zwischen  180°  und  360°  und  setzen 
wir  <jp  =  180°  + co,  so  erstreckt  sich  co  von  0  bis  I8ÜU  und  es  ist: 

»in  <p  —  —  sin  o , 

daher: 

c-rgsinw 

o  =  —  » 

r 

und  wegen: 

c  =  2r  f  ^sinep'    auch    e  =  2 +  ^[(sin  co  +  sino/)V2. 

Sonach  kann  nur  im  ersten  gestreckten  Winkel  von  q>,  nicht  aber 
im  «weiten  o  =  oder  <  2  werden.    Ferner  ist  bei  co  =  90°  die 

v  =  vx  =  ^  =  '2-2  (1-sincp'),  also  r,  <2. 

Da  sich  aber  hieraus  nicht  ersehen  lässt,  ob  vl  >  oder  <  V2 
sei,  so  kann  man  (vermöge  1.  b)  c))  nicht  wissen,  ob  hier  ft  ein 
Maximum  oder  Minimum  sei. 

Dagegen  ist  für  cp  =  2W  die  r  =  t>t  =  ^=2+^l+stng/) 
also  t>2>2  und  sonach  . f«  ein  Minimum. 
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14. 


Wenn  demnach  bei  gewissen  schiefen  Kegeln  solche  Nei- 
gungswinkel c  der  schneidenden  Ebene  gewählt  werden  konnten, 
dass  p  =  2  wurde,  also  der  positive  spitze  Winkel  a>'  nach  obi- 
gem Ausdrucke  sich  bestimmen  Hesse;  so  erhielte  man  einmal, 
wenn  die  positive  Halbaxe  der  x  im  ersten  und  zweiten  Qua* 
dranten  der  Axen  der  xx  und  yx  liegt,  zwei  gleiche  Maximalwerte 
f3  der  elliptischen  Fläche  f;  jedoch  würde  sich  im  allgemeinen 
in  voraus  nicht  entscheiden  lassen,  ob  fflr  qp  —  90°  der  Werth 
fi  ein  Minimum  oder  Maximum  sei;  obschon  Letzteres  unwahr- 
scheinlich ist,  weil  dann  dm  Maxima  nach  einander  folgen  Wör- 
den, nemlich  bei  <p  —  <p\  q>  =  90°  und  q>  =  180°  —  a>';  was  jedoch 
durchaus  unmöglich  ist.  Es  zeigt  sich  daher,  dass  das  Vorzeichen 
des  zweiteo  Differentialquotienten  mancher  Funktion  —  wofern  diese 
in  beschränktem  Sinne  aufgefasst  wird  —  nicht  immer  ein  ver- 
läßliches Kennzeichen  für  ein  Maximum  oder  Minimum  derselben 
an  die  Hand  gebe. 


15. 

Dieserwegen  ziehen  wir  nun  die  Aenderung  der  Hilfszahlen 
v  und  ff  und  ihrer  Differentialquotienten  in  Betracht,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Streichungswinkel  <p  von  0  bis  360° 
stetig  anwachse.    Da  ersehen  wir  sofort,  dass 

c— osin<p 

«,  =  — — 

C  C  ~ —  Q 

im  ersten  Quadranten  des  Winkels  a>  von  -  stetig  bis    y  ab- 

nimmt,  im  zweiten  dagegen  wieder  auf  -  hinaufsteigt  Soll  dem- 
nach in  diesem  Bereiche  die  Zahl  v  durch  2  hindurchgehen,  so 
muss  diess  zwei  Mal  geschehen  und  zwar  ist  diess  nur  möglich, 
nenn  sie  anfangs  und  zu  Ende  grosser,  in  der  Mitte  aber  kleiner 
als  2,  also  e— 2  dort  positiv,  hier  negativ  ist;  es  muss  also 
c  c  "  o 

->2  and  — — i?<2,  oder  c^2r  aber  <2r-r0  «ein.  Demzufolge 
ist  der  Differentialquotient 

t>(t>+2)(t>-2) 
dy  -  r  („•-!)!  'C0«V 
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anfangs  (bei  <p=0)  positiv,  Hör  9  =  9/  und  »—2=0  aber  Null, 
also  för  bis  <p  =  90°  negativ,  wo  er  abermals  Null  wird. 

Er  geht  demnach  zuerst  aus  dem  Positiven  durch  Null  in's  Ne- 
gative, dann  umgekehrt;  dort  also  muss  q  und  mit  ihr  f  seinen 
grossten ,  hier  einen  kleinsten  Werth  erhalten.  —  Setzt  man  diese 
Betrachtungen  fort,  so  findet  man  folgende  Zusammenstellung: 


I.   Von  9>=0  bis  <p  =  180°. 

y     =  0          <p'    90°    1800- <p\...  180« 

r — 2  =s "4* ••••  ^«•~—  «.»-—  (Min.)....— ....  0  .•..-{-....  -f- 

~~  "4" 

<£tf                                JU  _  JL 

f           ••••   ••••  •••• — — **»*0    ••••    ••••  ö  •••• ~  ••••  ~~ 

«9                 -  + 


9  und  f  =  Max  Min  Max. 


IL   Von  9  =  180°  bis  e>  =  360<>. 

o>     =180°  270«    300»— *' 

©  ~~  2  ss  -f-  •••.*!" ....  *4"  •  * •  •    •  * . .  -f- 

 0        +  4- 

—     ™"—'   .  •  «  •         ••••       V     ....    f    . . . «  } 

«9>  4 


also 


q  und  f  =  Min  

Hieraus  erbellt  sonach,  dass  wofern 

2r  +  o>  c>2r, 

T">C0te>X 


ist,  der  erste  Differentialquotient       anstandslos  Auskunft  aber 

den  regelrechten  Wechsel  der  zwei  Maxima  und  zwei  Minima 
der  q  und  f  gibt. 

Prag,  30.  Oktober  1866. 
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XVI. 

Zur  Integralion  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mittelst  Aufsteigen  zu  höherer  (zweiter)  Ordnung. 

Ton 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

um  Polytechnikum  2n  Carlnrnhe. 


L 

Sei 

/(*,  y,  y')  =  0»  (1) 

wo  y  =  die  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordoung, 
aus  der  durch  Diferenzirang  erhalten  wird: 

£+£f*frr-o  <*> 

wo  y"  —  Aus  (2)  ergebe  sich,  indem  man  nötigenfalls  (I) 

damit  verbindet: 

F(*,y,y,|f")=0,  (3) 

eine  Differentialgleichung,  deren  allgemeines  Integral  die  Gleichung 

qp(jr,  y,  a,  b)  =  0  (4) 

wi,  wo  a,  *  swei  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Zieht  man 
ans  (4): 

y  =  ^(*,  a,b),  (5) 

so  genügt  selbstverständlich  dieser  Werth  von  y  der  (3)  identisch, 
und  es  gibt  keine  andere  Funktion,  welche,  an  die  Stelle  von  y 
gtaetzt,   dieser  Gleichung  identisch  Genüge  leisten  kann. 
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Da  nun  offenbar  alle  Funktionen,  welche  der  (1)  genügen, 
auch  der  (*2)  und  (3)  genügen ;  letzterer  aber  blos  y  (für  y)  ge- 
nügt, so  kann  der  (1)  auch  nur  durch  eine  Funktion  genügt  wer- 
den, welche  aus»  entstellt,  indem  vielleicht  die  eine  oder  die 
andere  Konstante  in  besondere  Werthe  annimmt  u.  s.  w.  Jeden- 
falls muss  die  der  (I)  genügende  Funktion  in  y  enthalten  sein. 

Werden  also  a  und  6  gehurig  bestimmt,  so  genügt  (das  nun- 
mehrige)     der  (I),  so  dass  dann  identisch 

f(.T,V,  V)=0  (tt) 

wobei  natürlich  auch  wegen  (2): 

wenn  man  in      »  ^>  an  die  Stelle  von  y  und  yf  setzt  und 

Da  alsdann  die  erste  Seite  der  (7)  der  (totale)  Differentialquo- 
tient der  Grösse  f{x,  i/;,  ty')  nach  x  ist,  so  folgt  hieraus,  da&s 
in  (6)  die  Grosse  x  ausgefallen  ist,  dass  mithin  nur  a  und  b  in 
dieser  Gleichung  vorkommen.  Dieselbe  stellt  nun  die  Be- 
ziehung zwischen  a  und  b  fes^t,  damit  die  (5)  oder  (4)  die 
Integralgleichung  von  (1)  sei. 

Das  System  der  zwei  Gleichungen 

f(x,  tf>t  t//')=0,  y=s^>  (oder  o>  =  0)  .  .  .  .(8) 

stellt  also  die  allgemeine  Integralgleichung  von  (1)  dar.  Die  erste 
dieser  Gleichungen  (die  nur  a  und  b  thats&chlich  enthält)  oagt 
nämlich  offenbar  aus,  dass  die  zweite  der  (1)  identisch  genfige, 
natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  b  ao  einander 
durch  eben  diese  erste  Gleichung  gebunden  sind. 


D. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  (4)  nochmals,  so  ergibt  sich: 

s+sv««  » 

aus  welcher  Gleichung  y'  ganz  eben  so  folgen  wird,  wie  aus  (5), 
nämlich  yf  =  *|/'f  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
y  aus  (4)  in  (9)  einsetze. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Elimination  von  y'  n*%*  6  auf 


Digitized  by  Google 


erster  Ordnung  mittelst  Aufsteigen  tu  höher.  (zu>etl.)  Ordnung.  319 

fl*,*,y)  =  0.   <p(.r,y,/,,o)-0,  g|+^y'  =  ü(lO) 

ebenfalls  zu  der  Integralgleichung  von  (1),  mit  der  einen  willkür- 
liehen  Konstanten  a,  fuhrt  Denn  die  Elimination  von  b  aus  (8) 
fuhrt  zu  der  fraglichen  Integralgleichung.  Da  aber  yzzty,  so 
kann  mau  die  (8)  auch  schreiben: 

A-T,y,t//)  =  0,    <p(.r,y,a,  6)  =  0,  .  .  .  .(11) 

und   die  Elimination  von  b  muss  immer  noch   zu   der  Integral- 
gleichung führen.    Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  aber  das  Er 
gehniss  der  Elimination  von  y'  zwischen  der  ersten  und  dritten 
(10),  indem  die  letztere  auch  heisst:  y'=if/,  woraus  nun  offen- 
bar unsere  ttehauntuug  folgt 


in. 

Eliminirt  man  etwa  b  zuerst  aus  den  zwei  letzten  (10)  und 
dann  ;/  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  und  der  ersten  (10),  so 
erhält  man  natürlich  immer  wieder  die  mehrgenannte  Integral- 
gleichung. Die  aus  erster  Rechnung  hervorgegangene  Gleichung 
hat  die  Bedeutung  eitler  ersten  Integralgleichung  von  (3),  so  dass 
hieraus  folgt,  dass  wenn  man  eine  solche  erste  Integralgleichung 
von  (3)  (mit  x,  y,  y'  und  einer  Konstanten  o)  kennt,  man  durch 
Elimination  von  y'  zwischen  derselben  und  (1)  ebenfalls  die  Inte- 
gralgleichung von  (1)  erhält. 

Welche  der  zwei  Konstanten  mao  zwischen  den  (11),  d.  h. 
zwischen  (6)  und  (4)  eliminirt,  ist  ganz  gleichgiltig.  Denn  folgen 
aus  diesen  zwei  Gleichungen: 

n  =  Q(x,  y),   b  =  0,  (x,  y);   (12) 

so  genügen  natürlich  diese  Grossen  der  (6),  d.  h.  man  bat  eine 
Gleichung  zwischen  <P,  <Dt,  woraus  sofort  hervorgeht,  dass  beide 
Gleichungen  (12)  als  Integralgleichungen  von  (I)  erklärt  werden 
dürfen. 

Welches  folglich  auch  diejenige  der  (zwei  möglichen)  ersten 
Integralgleichungen  von  (3)  sei,  die  man  in  dem  zu  Eingang  dies- 
ses  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  benützt,  ist  gleichgiltig. 


IT. 

Gesetzt,  es  seien  die  Gleichungen 
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X  ss  a,   fi  ss  6  .   (13) 

aus  den  zwei  Gleichungen 

y,  «,  b)  =  ü,    |£+!jjy'=0   .  .  .  .(14) 

durch  Elimination  von  je  einer  der  konstanten  entstanden,  so 
dass  also  X,  p  Funktionen  von  x,  y,  y'  (ohne  a  oder  b)  sind. 
Dann  hat  die  Gleichung 

fß,  fO  =  0  (15) 

zur  Integralgleichung  das  System 

F(x9  y ,  a,  b)  ss  0,  A«>  *)=<>.  (16) 

Die  (15)  ist  die  (1)  in  §.  I.;  die  (13)  sind  erste  Integralgleichun- 
gen von  (3),  deren  allgemeine  Integralgleichung  die  erste  (16)  ist, 
welche  mit  der  (4)  zusammen  fällt;  die  letzte  (16)  ist  die  (6)  des 
§.  I.  Denn  wenn  man  F=0  auflöst  und  daraus  die  (5)  erhält, 
sodann  y  =  ^  in  (15)  einsetzt,  so  erhält  man  ganz  dasselbe,  als 
wenn  man  y,  y'  zwischen  . 

hF  BF 

F(x,  y,  a,  b)  =  0,    ^+^y'=0,   f{X,*)  =  Q  (17) 

eliminirt.  Da  die  zwei  ersten  die  (13)  liefern,  so  ergibt  sich 
durch  diese  Elimination  die  letzte  (16). 

Will  man  die  Gleichung 

F(x,y,«,6)=0  (18) 

nicht  herstellen,  um  sich  thatsächlich  zu  überzeugen,  dass  die 
(13)  beide  aus  den  (14)  entstehen,  so  hat  man  nur  die  (13)  zu 
differenziren.  Entsteht  aus  beiden  dieselbe  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  so  besteht  noth wendig  die  Funktion  F\x9y,a,b)t 
so  dass  die  (13)  aus  (14)  entstehen  können,  und  es  ist  (18)  die  allge- 
meine Integralgleichung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Eliminirt  man  also  y*  zwischen 

is=o,  f(XtH)=0,  oder  p  =  b,  /(*,,*)  =0. 

so  erhält  man  die  Integralgleichung  von  (15).  Dies  kommt  auch 
darauf  hinaus,  y'  und  6  aus 

i  =  a,   fi  =  6,    f(a,  6)  =  0; 

oder  y'  und  o  aus 

A  =  ii,   f4  =  6,  /Ya,  6)  =  0, 

d.  h.  denselben  Gleichungen,  zu  eliminiren. 
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XVII. 

Elementar -geometrischer  Beweis   des  Satzes:  Die 
Kegelschnitte  werden  von  den  in  den  Kegel  gelegten 
Kugeln  in  ihren  Brennpunkten  berührt. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  C.  Fresenius , 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  in  Frankfurt  a  M. 


I.  Für  die  Parabel.    (Taf.  VII.  Fig.  3.) 

cbn  sei  Durchschnitt  des  Kegels  durch  die  Achse,  dto  Durch- 
schnitt der  hineingelegten  Kugel,  so  ||6n,  cn  senkrecht  zur  Kegel- 
achse 6im,  io±cn  und  so,  also  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene 
tos  mit  der  Kegeloberfläche  die  Parabel  is. 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  o  Brennpunkt  derselben  ist. 

])  co:cf=  cticu      2)  cotoi  =  oi:on      3)  sciso  =  bc:bn  =  1:1 

cu  =  no  oi*  =  co.on  so  —  st  

et*  =  co  no  oi  ~  ct  sc+st  =  cf  =  2.<o 

oi  =  2.  so 

Wo  aber  hei  der  Parabel  die  Ordinate  gleich  doppelter  Abscisse 
ist»  da  ist  der  Brennpunkt.  Also  ist  der  Berührungspunkt  der 
Kogel  Brennpunkt  der  Parabel. 

II.  Für  die  Ellipse.   (Taf.  VII.  Fig.  4.) 

Die  Figur  zeigt  nieder  den  Achsenschnitt  durch  Kegel  und 
beide  Kugeln ,  welche  die  Ebene  der  Ellipse  berühren,  sp  ist 
Durchschnitt  dieser  auf  pbq  senkrecht  stehenden  Ebene,  also 
zugleich  grosse  Achse  der  Ellipse.  Es  ist  zu  beweisen,  dass 
die  Berührungspunkte  o  und  u  die  Brennpunkte  der  Ellipse  sind. 

Theil  XLVI.  22 
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ms  =  mp\  mu>,  wc,  ks  und  pq  senkrecht  gegen  die  Kegelachse. 

1)  co:ct  =  cticf 

cf  =  on 
cf2  =  co.on 


et  =  Ordinate  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  cn  ist,  in  o; 
et  =  Ordinate  in  o  für  die  Ellipse,  deren  gr.  Achse  =sp. 

2)  ^xsk  =  90°      und     sLxpk  —  (J0°  _   (gebildet  von  den  Hal- 
£usk  =  Ziio  ^..rpo  =  Z.pku     birungslinien  zweier 
A  usk  Oü                   ^-poc^^pku  Nebenwinkel) 

tu : «Ä:  =  tfo : os  po'.xo  ~  t/A: : ptc 

m.oi  =  uk.ee  o  po.pu  —  uk.xo 

us :  pu  =  pox  os 
us : t/j  -f  pu  ~  po:po  +  os 
d.  h.  m:;js  =  poips 
us  =  po 
pu  =  oi 

3)  mi  =  m/>         4)      =      —  qt         5)  sm:sp  =  sw:  sq 
mo  =  mu  so  =  pu  —  st  sm  —  fo? 

wo  =  sq  sw  =  i*9  =  om  =  mu 

6)        io :  sc  =  *  m :  sw  7)  io  =  sm  —  om 

so : so  +  *c  =  sm : im  +  * to  m  heisse  o  (grosse  Halbachse) 

so  +  sc  =  et  so  —  a—om 

sm  4  sto  =  jm   o/>  =  q  •+  ow  

so.su  =  c*.im  so.op  =  (a  — om)  («  +  om) 

m  =  op   =  «a — om' 

so.op  =  ct.sm 

b  r  

8)   tc  (Ord.  in  o)  =  -  V  a»  -  om* 
ct. im  =  6    a*— om* 

9)       so.op  =  ct.sm  


a2  —  om2  = 

6  Va2— om» 

(fl*-oms)a  = 

62(a2— om2) 

a2— om2  = 

62 

o//i2  =: 

«*-62  =  e2 

om  = 

e  =  mu. 

Also  sind  o  und  u  die  Brennpunkte. 
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III.    Für  die  Hyperbel.   (Taf.  VII.  Fig.  5.) 

Die  Voraussetzungen  sind  denen  de»  vorigen  Beweises  ganz 
analog.  ont  u>m,  pq  J_  zur  Achse,  sm=mp.  Die  Berührungs- 
punkte o  und  u  sind  als  die  Brennpunkte  zu  erweisen. 

I)   coict  —  et:  on 

et  =  Ordinate  in  o  fiir  den  Kreis  cn  ond  die  Hyperbel  ou. 

2)  Af^    «nd    \xop  oo  \puk 

os :      =  op:ox  =  A'tf :  «/> 

Q5 .  «s  =  ox .  ht  op.up  =  ox .  ku 

osiop  =  up :  tts 
osiop  —  os  =  up :  us — up 

d.  h.   os:sp  =  up:sp 
'  3)    os  =        und  da   im  —  mp 

om  =  mu 

4)       po  =  pd  =  qt  5)        sm:sp  =  sujzsq 

so  =  pu  —  ^  _      tm  — 

uo  =  sq  sie  =  \sq  =  om  =  mu 

6)   xo:ic  =  gm:    7)         *o  =  om—sm 

so  so  +  sc  —  sm :  *m  +  *u7                    sm  =  a  (Halbachse) 
so  +  *c  =cf                               *o  =  o/n  —  a 
jw  f  src—sn  op  =  om  +  a   


so.su  =  c<.ä//>  ao.o/>  =  (om  —  a)(om  |  «) 


su  =  op 
so  .op  •=  ct.  sm 


=  oni1—  a* 


8)    *c  (Ord.  in  o)  —  ^  V^om*  —  a* 


n  =  6  Vom*- a» 

so.op 

=  c/.tm 

om*— o* 

=  oVom*-a* 

=  o*(om*— a*) 

om4 — a* 

O/H2 

=  a*  +  6»  =  e* 

Also  sind  o  ond  u  die  Brennpunkte. 
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XVIII. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Es  ist: 

4a,     =  (</,  +  a*)3— (a*  —  Oi)*, 

24fl1a1as=(a,+«t+ö,),-(ai+at-<is)*-(fli+fl»-flt)"— (fls+o,— «f»)', 
lü*2o,  as  a,  a4  =    (oj  +  at  +  a,  +  a4)4 


Ein  allgemeines  Gesetz,  anter  welchem  diese  Formeln  aU 
besondere  Fälle  enthalten  sind,  hat  Herr  Professor  Tardy  in 
Genna  in  den  „Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche. 
compilati  da  Barnaba  Tortolini.  Tomo  Secondo.  Roma 
1861.   p.  287."  bewieseo. 


Es  ist,  wie  sich  durch  Ent Wickelung  des  Quadrats  leicht  all- 
gemein nachweisen  lässt: 


(1+*  +  **  +  *»  +  ....+*")* 
1  +  2*  +  3**  +  4x*  +        (n  -  2)       -f(n- 1 )  *— •  +  n**-  > 


+iu*f 1  +  (n— !)*•+*+  (n-2)j^+3-r  ....+3*«—*+ 2ar*"-H  **• 


—  («i  +  oa  +  03  —  04)* 

— (oi  +  oa  +  o4— er,)4 
-(ot  +  os  +  fl4— o,)4 
+  (o»  +  oB-ö4-a,)4 
+  (oa  +  fl4— Oj  —  rt,)4 
+  (a$  +o4— at— a,)4 


+  (n+l)ar» 


und  weil  nun 
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ist,  so  ist  auch: 


l  +2*  +  3x*  +  4x»  + . . . .  +  (n— 2)*«-3  +  (n— -f  na:»-1 
+  iu:»+i + («  -  !)*■+*+(»— 2)*"+»+.... + 3**"-* + 2**»-1 -f 


Jede  durch  die  gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  zweier 
einander  gegenüberstehenden  Seiten  eines  Tetraeders  mit  ein- 
ander verbindet,  gelegte  Ebene  theilt  das  Tetraeder  in  zwei  ein- 
ander gleiche  Theile. 


In  der  Ebene  eines  gewöhnlichen  Vierecks  den  Punkt  so 
bestimmen,  dessen  Entfernungen  von  den  vier  Ecken  des  Vier- 
ecks, in  die  zwei  den  entsprechenden  Ecken  gegenüberstehenden 
Seiten  multiplicirt,*  gleiche  Producte  geben. 


Lehrsatz. 

In  Taf.  III.  Fig.  16.  seien  aus  den  Punkten  C  und  C 
mit  gleichen  Halbmessern  zwei  Kreise  beschrieben, 
von  denen  jeder  durch  den  Mittel  punktdes  anderen  geht. 
Die  Durchschnittspunkte  der  Centrallinie  dieser 
beiden  Kreise  mit  ihren  Peripherieen  seien  O  und  O'. 
In  einem  beliebigen  Punkte  T  der  Peripherie  des  um 
C  beschriebenen  Kreises  ziehe  man  an  densel  ben  ei  n e 
Berührende,  fälle  von  dem  Punkte  O  auf  diese  Berüh- 
rende ein  Perpendikel  OM,  und  ziehe  CM  und  CT; 
so  ist  der  Winkel  MCO'  dreimal  so  gross  als  der  Win- 
kel TCO'. 

Diesen  Satz  bat  Herr  Professor  Cesare  Toscani  in  Sien a 
in  den  „Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche,  coro- 
pilati  da  Barnaba  Tortolini.  Tomo  Terzo.  Roma.  1852. 
p.  276"  bewiesen,  und  inr  Trisection  des  Winkels  angewandt. 
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M   i   s   c   e  I   I   e  n. 

In  Thl.  XXXIX.  S.  479.  habe  ich  beniesen,  dass 

a»  +  (a  +  d)*  +  (a  +  2<J)S+ ....  +  (o  +  wo*)» 

_I(«-K«I  I)rf)(a  +  mf)|»-la(a~rf)|» 

4d 

ist,  und  will  hier  nachträglich  b  emerken,  dass  diese  iSummenfor- 
mel  sich  noch  in  zweckmässiger  Weise  transformiren  lässt.  Eis 
ist  nämlich: 

l(a  +  (n  +  \)d)(n  +  nd)\*-la(a-d)\* 
=  |  (a+(n  -f  J)  d)  (a  +  nd)  +  a  (a  -  d)}  { (a  +         rf)  (a-|-nd)-a(a— rf)  J, 
aber,  wie  man  leicht  Gndet: 

(a  +  (»  +  1)  d)  (a  +  wrf)  +  a  (a  —  d)  =  2a*+2nad  +  n  («  +  I) tP 

_  4«»  +  4n<u*  +  fi»rf*  4-  2n  (n  +  I )  cfr  -  n«  d» 

2 

(2a  +  wd)*-rw(fi  +  2)d2 

~  2  

und 

(a  +  (n  ^  1 )  d)  (a  +  nd) — a  (a  —  d)  =  (n + l)d(2a + nd) ; 

also  nach  dem  Obigen: 

«•  +  (a  +  d)8  +  (a  +  2d) '  +  ....+  (a  -f  nd)9 

(»  + 1 )  (2a + nd)  |  (2a + nd)*  +  »  (»  +  2)  rf» } 
=  B  
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Für  a  =  0  und  d  =  1  erhält  man  hieraus : 

i»+*+»»+4«+.  ...+»»=  r-^f. 

wie  bekannt.  G. 


Es  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

kn(w  +  l),»  _Aw(n-fl)(>i-f2)(>i+3)  g»(n  +  l)(n+2)  n(n-H) 
*    1.2    «   ~°  1.2. 3.4         ~D       1.2.3      +    1.2"  * 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  für  »  nach  und  nach  1,  2,  3, 

4,   n  und  summirt  mittelst   der  bekannten  Summirung  der 

ßgnrirten  Zahlen,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

,1.2  •  ,  .2.33*     .34'  .  ,4.5  •  ,  <n(n+l)}* 

n(n+l)(it+2)(w+3)(«-H)  gW(n+l)(n+2)(tt+3)  t7t(n+l)(n+2) 
— 0  1.2.3.4.5  ~°       1.2.3.4       ^  1.2.3 

Weiter  entwickelt  wird  diese  Summe: 

3>i*  +  15n*  +  25«»+ 1 5n« + 2n 
3^5  ' 

oder: 


Der  in  Thl.  XLV.  S.  217.  mitgetheilte  Satz: 

„Die  Hühendurchschnittspunkte  dervierDrei- 
ecke,  die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet, 
liegen  in  einer  geraden  Linie" 

ist  allerdings  nicht  neu,  und  findet  sich  schon  im  Archiv.  Thl.  HI. 
S.  231.  in  einer  Abhandlung  von  F.  Seydewitz,  wo  er  auf  fol- 
gende Art  ausgesprochen  wird: 

,,Die  Höhenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche 
von  vier  beliebigen  Geraden  gebildet  werden, 
liegen  in  einer  geraden  Linie." 

Zugleich  wird  dort  Herr  11  einen  als  Erfinder  genannt,  worauf 
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wir  hier  ganz  besonders  hinweisen.  Der  Satz  ist  a.  a.  O.  aus 
allgemeineren  Betrachtangen  abgeleitet  worden.  Durch  die  Mit- 
theilung desselben  in  Tbl.  XLV.  S.  217.  sollte  vorzüglich  die  Auf- 
suchung elementarer  geometrischer  Beweise  veranlasst  werden, 
um  den  Satz  in  die  geometrischen  Elemente  aufnehmen  zu  können, 
wozu  er  sieb  gewiss  sehr  gut  eignet.  Die  mir  bis  jetzt  gutigst 
zugesandten  Beweise  will  ich  nun  im  Folgenden,  ohne  ängstliche 
Unterscheidung  dessen,  was  diese  Beweise  vielleicht  gemein- 
schaftlich haben,  sammtlich  mittheilen,  mit  noch  anderen  in 
zweien  der  mir  eingesandten  Aufsätze  enthaltenen  geometrischen 
Bemerkungen.  Der  Herausgeber. 

* 

A. 

Beweis  des  Satzes:  Die  Höhendurchschnitts  punkte 
der  vier  Dreiecke,  die  von  vier  beliebigen  sich  durch- 
schneidenden geraden  Linien  gebildet  werden  (oder: 
die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet),  liegen  in 
einer  geraden  Linie. 

Von  Herrn  Carl  Schmidt  in  Spremberg. 

Das  vollständige  Viereck  sei  ABCDEF  (Taf.  Hl.  Fig.  5.);  die 
vier  Dreiecke  desselben  sind  ABF,  ACD,  BCE  und  DE  F.  Ich 
betrachte  drei  beliebige  unter  ihnen ,  etwa  die  drei  ersten.  Die- 
sen drei  Dreiecken  zugleich  gehört  von  den  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  nur  ABC  an;  die  Punkte  At  B,  C  liegeo 
also  in  einer  geraden  Linie  und  jeder  ist  Eckpunkt  von  zweien 
der  betrachteten  Dreiecke.  Ich  ziehe  von  jedem  dieser  drei  End- 
punkte in  jedem  seiner  zwei  Dreiecke  die  Höhen.  Diese  sechs 
Höhen  sind  je  zwei  einander  parallel  nls  Senkrechte  zu  je  einer 
der  drei  anderen  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  und  diese 
drei  Paar  Parallelen  geben  zwölf  Durchschnittspunkte:  drei  der- 
selben  sind  ihre  Ausgangspunkte  A,  ß,  C,  die  in  gerader  Linie 
liegen;  drei  sind  die  „Höhendurchschnittspunkte*«  der  drei  be- 
trachteten Dreiecke,  nämlich  bezieblich  Z,  Y,  X>  von  denen  be- 
wiesen werden  soll,  dass  sie  in  gerader  Linie  liegen;  die  sechs 
übrigen  sind  je  drei  und  drei  die  Ecken  zweier  von  den  Höhen- 
linien gebildeter  Dreiecke  GHJ  und  Gx  HXJX.  Ich  betrachte 
eins  dieser  Dreiecke,  etwa  GHJ,  mit  Bezug  auf  die  Punkte  A, 
B,  C.  die  auf  seinen  Seitenlinien  liegen,  und  dann  mit  Bezug 
auf  die  Punkte  Z,  Y,  X,  die  auch  auf  seinen  Seitenlinien  liegeo. 

Nach  dem  Satze  des  Menelaus  ist 

AG.BH.CJ  =  AJ.BG.CH. 
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leb  setze  aus  den  ersten,  aus  den  zweiten  und  aus  den  dritten 
Factoren  dieser  Producte  drei  Proportionen  an,  uro  auf  die  Punkte 
Z,  K,  X  überzugehen  : 

AG:AJ  =  ZG\ZÜ% 

HH'.BG—  XH.XJ, 

CJ  :CH=  YJ:  YG. 

Da  das  Product  der  ersten  Glieder  dieser  drei  Proportionen  gleich 
dem  der  zweiten  ist,  so  ist  auch  das  Product  der  dritten  Glieder 
gleich  dem  der  vierten,  also: 

ZG.XH.YJ  =  ZH.XJ.YG, 

woraus  nach  der  Umkehrung  des  Menelaus  folgt,  das»  die  drei 
Punkte  Z,  F,  X  in  gerader  Linie  liegen. 

Betrachte  ich  noch  die  beiden  ersten  Dreiecke,  ABF  und 
ACD,  zusammen  mit  dem  vierten,  DEF,  dessen  Höhendurch- 
sebnittspunkt  W  heissen  mag,  indem  ich  dabei  als  Hohenaus- 
gangspunkte die  Punkte  B,  F,  E  der  diesen  Dreiecken  zugleich 
zugehörigen  Vierecksseite  benutze,  so  ergiebt  sich,  dass  auch 
Z,  Y  und  W  derselben  geraden  Linie  angehören. 

Es  liegen  also  alle  vier  Höhendurchschnittspunkte  in  einer 
einzigen  geraden  Linie. 

Der  vorstehende  Beweis  beruht  auf  den  beiden  Theoremen, 
die  an  die  Spitze  der  Lehre  von  den  Transversalen  gestellt  wer* 
den,  dem  Satze  des  Menelaus  und  der  Umkehrung  dieses  Satzes. 
Der  Satz  selber  dreht  sich  um  die  einfachsten  Begriffe  und  könnte 
schon  im  geometrischen  Anschauungsunterricht  als  Probe  exaeter 
Zeichnung  dienen.  Für  eine  etwaige  Behandlung  desselben  im 
Unterricht  —  zu  dem  Zwecke,  unmittelbar  nach  dem  Menelaus 
und  dessen  Umkehrung  eine  Anwendung  folgen  zu  lassen,  die 
den  Nutzen  dieses  Satzes  ins  Licht  stellt,  —  wurde  es  geratben 
sein,  den  Beweis  zu  theilen,  so  dass  der  an  sich  schon  merk- 
würdige Satz,  der  den  Kern  des  Beweises  bildet,  etwa  in  folgen- 
der Fassung  voranginge: 

Durchschneiden  sich  drei  Paar  Parallelen  und  liegen  drei 
Durchschnittspunkte,  die  sämmtlichen  sechs  Linieo  angehören, 
in  gerader  Linie,  so  liegen  auch  diejenigen  drei  Durchschnitts- 
punkte,  welche  zu  den  ersteren  die  Gegenecken  der  Parallelo- 
gramme bilden,  in  gerader  Linie. 
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Schreiben  des  Herrn  Oberlehrers  v.  Behr  in  h  ö n  i  g  «  L  «•  r  >;  i.  Pr.  hu  d«*n 

Ilerau««»eb<r 

In  dem  Bd.  45.  Heft  2.  8.  217.  Ihres  Archivs  finde  ich  einen 
Lehrsatz  mitgetbeilt,  den  ich  vor  etwa  vier  Jahren  einmal  in  der 
Schule  zum  Üeweis  vorgelegt  habe.  Einer  meiner  Schuler 
(Hu lisch,  jetzt  Bauakademiker  in  Berlin)  lieferte  mir  damals 
folgenden  Beweis,  den  ich,  weil  er  ganz  geschickt  ist,  mir  notirte 
und  Ihnen  hiermit  zur  Verfügung  stelle. 

Lehrsatz.  Die  Hobensebnittpunkte  der  vier 
Dreiecke,  welche  ein  vollständiges  Vierseit 
darbietet,  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Hilfssatz:  Wenn  P  der 
Höhenschnittpunkt  in  einem  Dreieck  ABC  ist,  so  ist  das  Stuck 
CP  nur  von  dem  Winkel  C  und  der  gegenüberliegenden  Seite 
AB  abhängig,  nemlicb  =  AB. cot»  C. 

In  Taf.  HI.  Fig.  6.  sei  nun  Px  der  nohenpunkt  im  Dreieck 
ABC,  P2  im  Dreieck  BEF,  P3  in  ADF  und  P4  in  DCE.  Man 
kann  nun  zunächst  beweisen,  dass  die  Linie  PiP^  parallel  P3/*4 
sein  muss.  Es  sei  uemlich  O  der  Schnittpunkt  der  Hohen  AG  und 
EJ,  auf  denen  die  Punkte  Pt  und  P%  liegen;  da  nun  offenbar 
QPX  ||  DP+  und  OPa  ||  1)PS,  so  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  zeigen, 
dass  OPt  :OP2=  DPt'.DP3.  Nun  sind  OPt  auf  AB  und  OP*anf 
BC  unter  gleichen  Winkeln  projicirt  in  JK  und  GH;  dieselben 
Strecken  sind  aber  zugleich  auch  die  Projectionen  von  CE  auf 
AB  und  von  AF  auf  BC  unter  gleichen  Winkeln.  Daher  ist 
schliesslich  OPx :  OP%  =  CE:AF.  Andererseits  ist  in  dem  Dreieck 
CDE  nach  dem  oben  angeführten  Hilfssatz  DP4  =  CE.cotgCDE 
und  in  dem  Dreieck  ADF  ebenso  />PS  =  AF.cotgADF;  daraus 
folgt  DP4:1)Pq=  CE:AF.  Aus  dieser  und  der  vorigen  Propor- 
tion aber  ergibt  sich 

OPl.OP2  =  DP<:DPZ. 
Hieraus  folgt,  wie  zu  Anfang  bemerkt  wurde,  dass  P%P%  II  — 
Da  sich  nun  ganz  eben  so  beweisen  lässt,  dass  PtP9  ||  P%P4  und 
auch  />iP4||iy8,  so  müssen  alle  vier  Punkte  auf  derselben  geraden 
Linie  liegen. 


Der  Lehrsatz  von  Herrn  Alessaudro  Dorna  über  ein  Pa- 
rallelepipedum  findet  seinen  Beweis  in  einer  leicht  auf  der  Hand 
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liegenden  elemeutaren  Betrachtung  de«  Durchschnitts  durch  zwei 
gegenüberliegende  parallele  Kanten.  In  Taf.  III-  Fig.  7.  sind  AB' 
und  A'B  Diagonalen  von  Parallelogrammen,  m  und  m'  ihre  Mitten. 


Der  andere  Lehrsatz  desselben  Mathematikers  über  das  Ver- 
hältnis«, io  welchem  sich  die  drei  durch  einen  Punkt  :)/  gehenden 
Transversalen  eines  Dreiecks  schneiden: 

AM  _  AE  AF 
DM  ~  CE  +  BF 

lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  geben. 

Betrachtet  man  BE  in  Taf  III.  Fig.  8.  als  eine  Transversale, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ACD  in  den  Punkten  E,  B  und 
M  schneidet,  so  gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 


DM.  CB .  AE  =  AM  DB  CE, 


also: 


AM      £B  AE  CD  AE 

DM  ~  DB'  CE  ~  (l  +  BD)  '  CE 

AE    CD .  AE 
~  CE  +  BD.  CE 

Ausserdem  gilt  bekanntlich  auch  wegen  der  drei  durch  M  gehen- 
den Transversalen  die  Gleichung: 

CD.  AE.  BF  =  BD.  CE.  AFt 

d.  i.: 

CD.AE  AF 
BD.CE"  BF 

Dieses  io  die  vorige  Gleichung  substituirt  gibt  das  Resultat : 

AM  AE  AF 
DM~CE  +  BF 


C. 

Ueber  verschiedene  geometrische  Sätze. 

Von  Herrn  Oberlehrer  Dr.  S  tarn  nie  r  an  der  Realschule  in  Düsseldorf. 

I.  Der  in  Thl.  XLV.  Nr.  IX.  S.  217.  aufgegebene  Satz  über 
die  Dorchscbnittspunkte  der  Hohen  der  vier  Dreiecke  eines  voll- 
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ständigen  Vierseits  lässt  sich  auf  ganz  elementarem  Wege  be- 
weisen. 

In  dem  vollständigen  Vierseit  ABCDEF  (Taf.  III.  Fig.  9.) 
betrachten  wir  zunächst  die  drei  Dreiecke  EBC,  ABF,  EAD, 
deren  Hobendurchschnittspunkte  M,  N,  O  sind. 

Die  beiden  Paraelielen  Act,  Ei,  von  den  Transversalen  BF, 
Bß  durchschnitten,  liefern  BK:  KM  =  BA :  AE.  Ebenso  ergeben 
die  Parallelen  Bß',  Ee'  mit  den  Transversalen  EB,  FA  die  Pro- 
portion : 

LA.AO  =  BAiAE. 

Daher: 

LA:AO  =  BK:  KM, 

woraus  folgt,  dass  ISOM  eine  Gerade  ist,  wenn  man  NB,  Na, 
NO  als  Strahlen,  von  den  Parallelen  LO,  BJfl  durchschnitten, 
ansieht.  Auf  derselben  Geraden  liegt  natürlich  auch  der  vierte 
Durcbschnittspunkt. 

II.  Der  Satz  vom  Parallelepiped,  dass  nämlich,  wenn  A  und 
A'  zwei  gegenüberliegende  Ecken  und  AB,  AC,  AD  und  A'B', 
A'C,  A'D'  die  in  denselben  zusammenstossenden  Kanten  sind, 
die  Diagonale  AA'  von  den  Ebenen  BCD  und  &  C  W  in  drei 
und  von  den  Schwerpunkten  der  beiden  abgeschnittenen  Tetraeder 
des  Parallelepipeds  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  wird:  ergiebt 
sich  sogleich  aus  der  Betrachtung  der  Diagonalebene  ABA'&, 
welche  alle  genannten  Theilpunkte  enthält. 

III.  Der  einfachste  Beweis  der  Umkehrung  des  Ptolem Ei- 
se hen  Lehrsatzes,  der  sieb  ganz  an  den  gewöhnlichen  Beweis 
des  ursprünglichen  Satzes  anschliesst,  dürfte  der  folgende  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  10.  macht  man  ACBE  —  Z.ABD  (wie  beTni 
directen  Satz)  und  £BCE  =  ^BDA  (welche  im  Kreisviereck 
gleich  sind).    Daher  Dreieck  DCE  cvr  Dreieck  ADB,  folglich : 

BC:  BE  =  BD:BA,  (1) 

BC:CE  =  BDxAD  (2) 

Schreibt  man  die  erste  dieser  Proportionen  BC:BD=  BE:  BA 
und  bedenkt,  dass  auch  ^.DBC  —  Z.ABE,  so  folgt,  dass  Drei- 
eck DBC  oo  Dreieck  ÄßE,  mithin  DC.BD  =  AEiAB.  Aas 
dieser  und  der  Proportion  (2)  folgt  weiter: 

DC.  AB+BC.AD  =  BD.  (AE  +  CE) , 

welche  Gleichung,  mit  der  Annahme  verglichen,  lehrt,  dass  E  auf 
AC  liegt,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 
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IV.  Die  Transversalen  des  Tetraeders  und  Sätze 
über  die  Transversalen  im  Viereck. 

leb  bezeichne  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  A,  B,  C,  D, 
die  auf  den  gegenüberliegenden  Ebenen  befindlichen  Fusspunkte 
der  Transversalen  mit  a,  ß,y,d,  und  endlich  die  Theilpunkte  der 
Kanten  AB,  AC,  BC,  u.  s.  w.  mit  (ao),  (ac),  (Ac),  u.  s.  w. 

Betrachtet  man  jede  der  vier  Ecktransversalen  als  gemeinschaft- 
liche L  urchschnittslinie  von  drei  Ebenen,  welche  durch  die  in 
der  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  gelegt  sind,  so  erkennt 
man  zunächst,  dass  die  Spuren  von  je  drei  zusammengehörigen 
Ebenen  auf  der  der  Ecke  gegenüberliegenden  Tetraederflacbe  die 
drei  in  Einem  Punkte  sich  schneidenden  Ecktransversalen  des 
Dreiecks  sind.  Ein  System  von  vier  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
denden Ecktransversalen  des  Tetraeders  erhält  man  demnach, 
wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume  und  die  Kanten  des 
Tetraeders  die  sechs  Ebenen  legt.  Als  allgemeinste  Bedingung 
für  die  Transversalen  kann  man  daher  die  folgende  aufstellen: 

Die  vier  Durchschnittspunkte  a,  ß,  y,  6  der 
Ecktransversalen  des  Tetraeders  mit  den  ge- 
genüberliegenden Ebenen  müssen  so  beschaf- 
fen sein,  dass  die  in  diesen  Ebenen  durch  die 
Punkte  gezogenen  Ecktransversalen  der  Drei- 
ecke die  Kanten  des  Tetraeders  zu  je  zweien 
in  denselben  Punkten  (ab),  (ac)  u.  s.  w.  treffen. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  Te- 
traedertransversalen  gehen  auch  die  drei  Geraden,  welche  die 
Theilpunkte  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Kanten  verbinden. 
Von  den  sechs  Theilpunkten  sind  drei  willkürlich,  welche  aber 
weder  auf  den  Seiten  derselben  Fläche,  noch  auf  den  Kanten 
derselben  Ecke  liegen  dürfen.  Die  anderen  erhält  man  durch 
ConstructioD  oder  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung  für  die 
Transversalen  des  Dreiecks. 

Einen  besondern  Fall  bildet  das  Tetraeder,  in  welchem  die 
gegenüberliegenden  Kanten  senkrecht  auf  einander  stehen,  und 
welches  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  vierte  Fläche  senk- 
recht auf  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  legt,  die  durch  die 
drei  Kanten  der  gegenüberliegenden  Ecke  senkrecht  auf  deren 
Seiten  gelegt  sind.  Der  schon  von  Heis  in  seiner  Stereometrie 
und  in  diesem  Archiv  (Theil  XXXI.  Seite  42.)  bewiesene  Satz, 
dass  die  Hohen  eines  solchen  Tetraeders  sich  in  Einem  Punkte 
schneiden,  ist  ein  besonderer  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes. 
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Es  folgt  aber  daraus  auch,  dass  in  diesem  Tetraeder  »ich  die 
Linien  der  kürzesten  Entfernungen  der  gegenüberliegenden  Kan- 
ten in  Einem  Punkte  schneiden. 

Betrachtet  man  die  Projektion  de»  Tetraeders  als  eine  ebene 
Figur,  so  gelten  für  dieselbe  die  fürs  Tetraeder  bewiesenen  pro- 
jektivischen  Eigenschaften.  Die  Ecken  des  Tetraeders  sind  jetzt 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  (nach  Steiner,  zum 
Unterschied  von  Vierseit),  die  Kanten  sind  die  sechs  Seiten 
des  Vierecks  u.  s.  w.  Die  Säfze  heissen  jetzt:  Zieht  man  in 
x  einem  der  vier  Dreiecke,  welche  zu  Ecken  je  drei  der  Ecken  des 
vollständigen  Vierseit«  haben,  zwei  beliebige  Ecktransversalen  und 
in  einem  anderen  Orcieck  eine  Ecktransversale,  so  erhält  man  für 
alle  vier  Dreiecke  je  ein  System  von  drei  sich  in  Einem  Punkte 
schneidenden  Ecktransvcrsalen  der  Art,  dass  jede  der  sechs 
Seiten  des  Vierecks  von  je  zwei  Transversaleu  in  demselben 
Punkte  getroffen  wird  (auch  direkt  zu  beweisen).  Die  vier  Ge- 
raden, von  welchen  jede  den  Durchschnittspunkt  der  Transver- 
salen eines  Dreiecks  mit  dem  vierten  Eckpunkt  des  Vierecks 
verbindet,  schneiden  sich  in  Einem  Punkte.  Durch  denselben 
Punkt  gehen  auch  die  Geraden,  welche  die  Theilpunkte  von  je 
zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  verbinden. 

Ein  besonderer  Fall  des  letzten  Satzes  ist  der  bekannte  Lehr- 
satz, dass  sich  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  eines  gewöhnlichen  Vierecks  und  der  Mitten 
der  Diagonalen  in  Einem  Punkte  schneiden. 

Vermöge  des  Prinzips  der  Dualität  erhält  man  fürs  voll- 
ständige Vierseit  folgenden  Satz:  Nimmt  man  auf  zwei  Seiten 
eines  der  vier  Dreiecke,  welche  von  je  drei  Seiten  des  Vierseits 
gebildet  werden,  zwei  beliebige  Punkte  an  und  legt  durch  die- 
selben eine  Gerade,  so  bestimmt  diese  auf  der  dritten  Seite  einen 
neuen  Punkt.  Die  Geraden,  welche  diese  Punkte  mit  den  Gegen- 
ecken verbinden,  bestimmen  auf  den  anderen  gegenüberliegenden 
Seiten  neue  Punkte,  durch  welche  wieder,  wenn  noch  ein  Punkt 
beliebig  angenommen  worden,  drei  neue  Transversalen  bestimmt 
werden.  Auf  diese  Weise  erhält  man  vier  Dreieckstransversalen 
der  Art,  dass  jede  der  sechs  Ecken  des  Vierseits  mit  zwei  Theil- 
punkte» auf  einer  Geraden  liegt.  Dann  liegen  die  vier  Punkte, 
von  welchen  jeder  der  Durchschnitt  einer  Vierecksseite  mit  der 
Transversale  des  nicht  zu  der  Seite  gehurigen  Dreiecks  ist,  in 
einer  Geraden,  auf  welcher  sich  auch  die  sechs  durch  die  Ecken 
gehenden  Geraden  zu  je  zwei  schneiden. 

Diese  Sätze  sind  natürlich  nicht  die  allgemeinsten,  die  sich 
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über  das  Viereck  und  das  Vicrseit  aufstellen  lausen,  wie  schon 
ihre  Herlcitung  crgiebt,  insofern  der  Durchschnittspunkt  zweier 
Geraden  in  der  Fhene  nicht  nothwendig  die  Projektion  des 
Durchschnittspunktes  inj  Räume  der  projicirten  Geraden  ist. 


Benterkaog  Aber  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  geradliniger 

Figiren  durch  Trapezia. 

Vo»  dem  lleratmgctier. 

Vielleicht  mögen  die  folgenden  einfachen  Hemerklingen  üher 
die  hei  geodätischen  Rechnungen  so  oft  vorkommende  Berechnung 
des  Flächeninhalts  geradliniger  Figuren  durch  Trapezia  nicht  ganz 
ohne  Interesse  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  II.  seien  AA'  und  BB'  auf  verschiedenen 
Seiten  von  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht,  und  hierauf  werde 
A'B  gezogen.    Dann  ist: 

2(A  ACA'  —  &BCB')  =  AA'.AC—BB'.  BC; 

aher: 

AA':  BB'  =  ACiBC 

oder: 

AA'.BCz=  BB'.AC, 

also: 

%\ACA'^^BCB')  =  AA'.AC\  AA'.BV — BB'  .AC—BB  .BC 

=  AA'.{AC\BC)  —  BB'.(AC  +  BC) 
z=(AA'-BB)(AC+BQ, 

und  folglich: 

1)  .  .  .  .2(±ACA'-t\BCB')=z(AA'—  BB') .AB. 
oder: 

2)  .  .  .  .  <H\IiCIi-\ACA')=z(BB'-AA).AB. 
In  Taf.  HL  Fig.  12.  ist  oun,  wenn  durch  die  Figur 

aöcdefaßyde, 

deren  Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  die  beliebige 
Axe  MN  gelegt  ist,  und  von  den  Ecken  der  Figur  auf  dieselbe  wie 
gewöhnlich  Perpendikel  gefallt  worden  sind: 
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1F  ss    (aa'  +  66') .  a'b'     +  («<*'  +  ßß') .  a'ß' 
+  <66'+ cc').  6  V      +  W+y/)./Jy 
+  (cc'  +  dd')  .c'd'     +  (yy'  +  dö') .  y'V 
+  (dd'+  et') .  dV      +  (M'  +  «') .  6V 

+  2  (A  afflo'  -  A  «ot«')  -f  2  ( A  «te'  -  ^  /»f  ), 
also  nach  1)  oder  2): 

3).  .  .  .  2F  =    (aa'  +  66'). a'6'  +  («<*'+ ftj').a'0' 

-f  (66'  +  cc') .  6  V  +  (ßß1  +  yy*) .  fly 

+  (cc' + dd') .  c'd'  -f  (y/  +  ad') .  y'ö' 

+  (dd'+  e*').dV  f  (W  +  ee') .  6V 

+  (<ra'-ftV).aV  +(n'—ff).*f. 

Man  sieht  hieraus  deutlich,  wie  man  in  solchen  Fällen  wie 
der  obige  zu  rechnen  hat;  auf  weitere  Erörterungen  Ober  vor- 
stehende Formel  und  Verallgemeinerungen  derselben  mittelst 
des  Positiven  und  Negativen  wollen  wir  uns  nicht  einlassen,  da 
das  Obige  für  die  Praxis  vollständig  genügt. 


Zur  geometrischen  Constmctlon  der  vierten  and  der  mittleren 

Proportionale. 

Von  Herrn  l)r.  K.  Weihrauch  in  Aremhurg  auf  der  Insel  Oe«el 

in  Livland. 

Die  gewöhnlichen  Losungen  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen 
Linien  die  vierte,  zu  zwei  gegebenen  die  mittlere  Proportionale 
so  finden,  für  erstere  durch  Aultragen  der  Linieo  auf  die  Schen- 
kel eines  beliebigen  Winkels  und  Parallelenziehen,  für  letztere 
durch  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  stehen  in  keinem 
Zusammenbange.  In  didaktischer  Hinsicht  rouss  es  angenehm 
sein,  eine  Lösung  angeben  zu  können,  die  beide  FfiJle  umfasst. 

Sei  a6c  (Taf.  III.  Fig.  13.)  ein  Dreieck,  in  dem  die  Höhe  be 
gezogen  ist.   Ein  Beweis  des  Satzes,  dass  die  drei  Höben  eich 
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in  einem  Punkte  schneiden,  besteht  bekanntlich  darin,  dass  die 
Grosse  der  Abschnitte  eo,  welche  durch  die  zweite  und  die  dritte 
Höhe  ad  und  cf  auf  be  hervorgebracht  werden,  sich  beide  Male 
ae.ec 

=  "bT  €rg,bt 

Sind  also  die  Linien  m,  «,  p  gegeben,  so  trage  man  an  einen 
Endpunkt  von  n  die  Linie  p  als  Verlängerung,  die  Linie  m  als 
INormale  auf  p\-nt  verbinde  die  Endpunkte  und  ziehe  im  entstande- 
nen Dreieck  eine  zweite  Höhe;  der  untere  Abschnitt  x  auf  der 
ersten  Höhe  ist  dann  die  gesuchte  vierte  Proportionale  zu  m,  it,  p. 
(Taf.  III.  Fig.  14.  und  Fig.  15.). 


Fällt  der  Punkt  o  (Taf.  III.  Fig.  13.)  mit  6  zusammen,  wie 
es  beim  rechtwinkligen  Dreieck  geschieht,  so  wird  m  =  x;  der 
Ort  des  Scheitels  wird  durch  einen  Halbkreis  über  n-f-ö  bestimmt, 
und  man  erfährt  die  Grösse  von  m  und  x  durch  eine  aus  dem  n 
und  p  gemeinsamen  Punkte  gezogene  Normale,  was  eine  der  be- 
kannten Constructionen  für  die  mittlere  Proportionale  ist.  Auch 
die  andere,  vermittelst  der  Kathete  und  des  anliegenden  Ab- 
schnittes, erlaubt  einen  ahnlichen  Zusammenhang  nachzuweisen. 
In  Taf.  III.  Fig.  13.  ist  abiac  =  ae:af,  was  für  die  vierte  Propor- 
tionale abermals  eine  leichte  Construction  an  die  Hand  gibt;  fällt  f 
mit  6  zusammen,  wie  beim  rechtwinkligen  Dreieck,  so  kommt  die 
genannte  zweite  Lösung  zum  Vorschein. 


leber  einen  Satz  ron  der  Hyperbel. 

Vnn  dem  Herausgeber. 

So  viel  ich  weiss,  hat  Brianchon  den  Satz  gefunden, 
dass  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der 
drei  Höhen  eines  in  eine  ti  leiohscitige  Hyperbel  be- 
schriebenen Dreiecks  jederzeit  ein  Punkt  derselben 
Hyperbel  ist.  Analytisch  lässt  sich  dieser  Satz,  der  nach 
meiner  Meinung  zweckmässig  als  Hebung  in  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  und  der  analytischen  Geometrie  benutzt  werden 
kann,  ohne  Schwierigkeit  auf  folgende  Art  beweisen,  wobei  es 
mir  nicht  darauf  ankommt,  wenn  die  folgende,  jedenfalls  weniger 
bekannte  Darstellung,  schon  anderwärts  gegeben  sein  sollte,  was 

Theil  XLVI,  2  ) 
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ich  nicht  weiss,  und  auch  in  diesem  Augenblicke  nicht  weiter 
untersuchen  mag. 

Wir  legen  die  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Axen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xy  zu  Grunde;  dann  ist,  wenn 
wir  die  sogenannte  Potenz  der  Hyperbel  durch  ö*  bezeichnen, 
die  Gleichung  derselben : 

xy  =  ö* 

Ein  beliebiges  in  die  Hyperbel  beschriebenes  Dreieck  sei 
A0AxA^y  und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  A0t  Ax>  A%  seien  be- 
ziehungsweise x0,y0;  xXfyx;  x%,y%\  so  ist: 

*oyo  =  «*,   xx  yx  =  5*    x%y%  =  ö* 

Die  Gleichungen  der  Seiten  A0A%  und  AXA9  sind; 


also  sind  die  Gleichungen  der  von  A0  auf  Ax  A%  und  von  Ax  auf 
A0Ai  gefällten  Perpendikel: 

jr0 — #2 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  müssen  x,  y  bestimmt  werden, 
um  den  Höhendurchscbnitt  (xy)  zu  finden.  Nun  ist  aber: 


und: 


also  nach  dem  Obigen: 

xx  —  ar2  xxx2  .  v 

y— yo  =  —  ö»  "ö»^"*«'  =  ~ö*"  ^-'o)» 
y-yi  =  -^F 1«  (*— *i)  =  n§r  <*— *■)! 


ö2 

Vi 

y*  = 

*, 

5» 

=  ~~  » 
9o 

xx 

"*yif 

= 

• 

— » 

y» 
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und: 


?! 

.Vi 
.Vi 

ar0)  = 

yiy« 

5« 

y<> 

— y* 

x,)  = 

Wir  haben  also  die  Gleichungen: 

x\x*  t  \  *o*s  ,  . 

y-jfo  =  -ö«-(^-*o)»  y-yi  =  -gi*(*-*i>- 

und : 

aus  denen  man  durch  Subtraction  die  Gleichungen: 


also: 


folglich : 
also  : 


yi~~yo~      ö«  v> 
_  _  5*    y*v  —  _  . 


*0*i*»*  =  -<»4,  yoyiy«y  =  -«4 

erhält,  welche  Gleichungen  an  sich  bemerkenswert!!  sind.  Durch 
Multiplication  ergiebt  sich: 

*oyo-*iyi  '*sy*.*y  =  «8, 

also  nach  dem  Obigen: 
folglich : 

xy  =  5a, 

so  dass  also  der  Punkt  (xy),  nämlich  der  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt  der  drei  Hohen  des  in  die  Hyperbel  beschrie- 
benen Dreiecks  A0AxAtt  ein  Punkt  derselben  Hyperbel  ist, 
wie  behauptet  wurde. 

23* 
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Einige  Bemerkungen  über  das  tob  den,  tob  den  Spitien  eines  Drei* 
eck«  nach  den  littelpunkten  der  Gegenseiten  gelegenen  Transversales 

als  Seiten  gebildete  Breicek. 

Von  dem  Hcrauigeber. 

Das  von  den  Transversalen,  weiche  die  Spitzen  A,  By  C 
eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten 
o,  b,  c  verbinden,  die  beziehungsweise  durch  o,  ß,  y  bezeichnet 
werden  mögen,  gebildete  Dreieck  ist  schon  oft  betrachtet  wor- 
den, auch  von  mir  selbst  analytisch  und  rein  geometrisch  in 
meinen  Supplementen  zum  mathematischen  Wörter- 
buche.  Thl.  I.  S.  704.  Die  in  dem  trefflichen  Gioroale  di 
Matematiche,  pubblicato  per  cura  del  Professore 
G.  Battaglini.  Anno  IV.  Settembre  e  Ottobre  1866. 
p.  293.  vorgelegte  „Questione:  Essendo  dato  un  triangolo 
ABC,  8i  formi  colle  mediane  un  secondo  triangolo,  dimostrare: 
che  l'area  del  triangolo,  che  ha  per  lati  lo  mediane»  ha  un  rap- 
porto  costante  coll'area  del  triangolo  ABC.  (Mogni)."  veran- 
lasste mich  zu  einigen  neuen  gelegentlichen  Betrachtungen  über 
diesen  Gegenstand,  von  denen  ich  nachstehend  das  Wesentliche 
mittheilen  werde,  weil  der  eine  oder  andere  Ausdruck  vielleicht 
nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  durfte,  oder  zu  Uebungen  für 
Schüler  benutzt  werden  könnte.  Alle  im  Folgenden  in  Anwen- 
dung gebrachten  Formeln  findet  man  in  meiner  Abhandlung  Theil 
XXXVI.  Nr.  XVIII.,  auf  welche  daher  hier  ein  für  alle  Mal  ver- 
wiesen wird ;  auch  werden  hier  ganz  dieselben  Zeichen  gebraucht 
wie  dort  und  ganz  das  nämliche  Coordinatensystem  zu  Grunde 
gelegt,  worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Die  Coordinaten  von  C  sind: 

llicos  Asin  Bt  URBmAs'mß; 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AB  oder  c  sind: 

RamC,  0; 

also  ist: 

y*  s  Ä»C2cos.48inÄ-8inC)»  +  4Ä*8in^»sinÄ», 
woraus  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

A  +  #+C=180<> 

ist,  leicht  findet: 
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y»  =  Ä*(sin  C»  +  48in  A  sin  Ä  cos  C). 
Also  ist  Oberhaupt: 

a*  ss  Ä»  (sin  A*  +  4  cos  ^  sin  £  sin  C) , 

1)  .  .  .        0*  =  Ä*(8in#«  +  4sini4co8ß8inC), 

y*=  Ä*(8inC2  +  4sin,4sinBcosC). 

Bekanntlich  ist: 

cos  A  sin  B  sin  C  +  sin  A  cos  Z?sin  C  +  sin  Asinß  cos  C 
=  \  (sin  ^*  +  sin  B*  +  sin  C»), 

also  nach  I): 

2)  .  .  .    a«  +  j5*+y»  =  3Ä«(sinJ«  +  8inÄ*  +  6inC«), 
oder: 

3)  a*  +  ß*  +  y* 

=  6Ä*  (cos  A sin  /?  sin  C  +  sin  4 cos  B  si n  C  +  sin  A sin  # cos  O. 
Bekanntlich  ist: 


also : 


sin/4  =  sinB  =  5£,  sinC=~; 


«2  _L  AI  _|_  r& 

sin  ^*  +  sin  B*  +  sin  C»  =  —      —  , 


folglich  nach  2): 

«»  +  fl»  +  yV  3 

4)  a»  +  6*  +  c»-4* 

Aas  I)  erhält  man  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Relation: 
sin  1A  +  sin  <2B  -f  sin  2C  =  4  sin  A  sin  Z?  sin  C 
ohne  Schwierigkeit: 

5)  ~ — 

=  sin  A*  +  sin  B*  +  sin  C«  +  I6sin  4*sin  Ä»sin  C* 

+  16cos^»8ioB»sinCa 
+  16  sin  A*  cos  B*  Bin  C* 
+  16  sin  il*  sin  2?*  cos  C*; 

and  weil  nun  nach  2) 
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ist,  so  ist: 

(g»+|3»  +  r»)«-2(««+P4-ry*) 

=  7  (sin  A* +sin      +  sin  C4)  f  2  sin  ,4*sin  #*(9  - 16  cos  C*) 

+  2 sin  #»sin  C*(9- 16  cos  i**) 
+  2sin  C*8in^(9-  16cos  B*) 
—32  sin  A*a\n  B*s\n  C*. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  aus  den  Transversalen  a9  ßf  y 
als  Seiten  construirten  Dreiecks  durch  A ,  so  ist  bekanntlich : 

16zf»  =  2a*j3*  +  <2ß*y*  +  2y»a*-<*«— 0«— y«, 

also : 

16^  =  («»  +  0*  +  y*)»-2(a«  +  0*  -f  y«), 
folglich  nach  der  obigen  Gleichung: 

6) 

l~  =  7  (sin  ^*  +  sin  B*  +  sin  C*)  +  2sin  ^«sin^«(9- 16 cos  C1) 

+  2  sin  Ä*sin  C*  (9  — 16  cos  A*) 
+  2sio  C»sin  4*(9  —  16cos  B*) 
—  32sin^«sinÄ»sinC». 

Setzt  man  aber  in  dieser  Formel 

cos  C%  =  1— sinC*,  cos  .4*  =  1—  sin/j»,  cos  ß*  =  1  —  sin  C* ; 
so  wird  dieselbe,  wie  man  sogleich  übersieht: 

16^ 

==7(sini4HsinJßHsinf;*-2sin^»8inÄ«--28inÄVinC»-28inC«sin^) 

+  64  sin  A*  sin  B*  sin  C«, 

also,  weil 
ist: 

16^     7(aH6Hc*-2a«6»-26»c»-2cV)  ,  ß .  .    ...        .  ^ 

=  jöjp  +64  sin  4*  sin  B*sm  O. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  durch 
Z),  so  ist  bekanntlich: 

16/)»  =  2a«6«  +  26»c» + 2c*a* — a«  -  6*  -  c* 
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D  =  2ß28iin4sioflainC; 

also  ist  nach  obiger  Gleichung; 

16^        TD»  IMF 
R4  ~~  R4  +   R4  ' 

folglich : 

=  9D*, 

oder: 

8)  4^  =  3/),  ±=\i 

wie  bekannt. 

Nach  4)  ist  also: 

*'  l>-a»  +  6*  +  c»* 

WeU 

cogi*  =  Wc  '    *wB==i2R'   8,nC  =  2Ä 

ist;  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

sin     +  4cos   sin    sin  C  =        4^    ~ » 
also  nach  1): 

10) 

,  2(6»+c*)  — a«  2(c*+oÄ)-0*  ,  2(o*+6»)-c» 
°  =   4  *   "  =   4  »  /  =  4  » 

wie  bekannt 

Bezeichnet  man  die  den  Seiten  er,  ß,  y  des  von  den  Trans- 
versalen gebildeten  Dreiecks  gegenüberstehenden  Winkel  dieses 
Dreiecks  durch  4,  35,  (S;  so  ist: 

cos*- , 

und  folglich  nach  10),  wie  man  leicht  findet: 

5«»_(6*  +  c») 


cosü  = 
11)....  ^cosB  = 
cos  = 


2  Vi  2  (c*-f  a«)  -6»  |  { 2(a»+6»)  -  <?V 

 56«-(c»  +  q«)  

2  V*  |2(a«+oa)-c,H2(6Hca)-o*|' 

 5c«— (a*  +  6»)  

2  VT2(oHc«)-a«|  12(c»+5*pP5' 
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Bezeichnet!  wir  den  Halbmesser  des  um  das  von  den  Trans- 
versalen gebildete  Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  W,  so  ist: 

<t»  =  4ÄVm  Ä*  =  R*  (sin  /I*  +  4  cos  A  sin  £  sin  C) , 
ß*=  4H»sinB*==  Ä*(sinßM4sin^cosi?sinC), 
y«  =  4K  Vm     =  Ä*(sin  CM  4  sin  /I  sin  tfcos  C) ; 

und  da  nun 

z*  =  2H*  sin ü  sin» sin *, 
/>  =  2Ä2sin/4sinßsinC\ 
4J  =  30 

ist;  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

12) 

R  6sin  Aain ßain  C 

Ä  (sin  4*+4cos^sin /?sinC)(sin/?M-48in/lco8Z?8inC)  l  ' 

*    (  X(sinC«  +  4sin^sinßco8C)  ) 

oder  nach  dem  Obigen: 

13) 

R  fabc  

»  ~  V | T(o*  +  c») - o* H2(c*  +  o«) - 6* m&Tb*)^*  1 ' 

Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

.  A      R   V sin  /4*  +  4 cos  4  sin  #sin  C 
sin*  =  ^  g  

_  R  V2(6«^c*)~'ö8 
AR 

ist,  so  ist  nach  13): 

3abc 


sind  = 


2R\f  {2(cHüa)-6s||2(aH6,)-c2l 

14)....  ^«»n  2ÄVr{2(aH^)-c2J12(6Hca)-aar 

.    .  3a6c 
sintf  =    —  — ; 

2RV^  (2(6Hc*)  —  o*J|2(c*-t-al)-6*l 
oder,  weil  bekanntlich 


\R~U 


ist: 
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6Z> 


V"!  2  (c«+ «*)  -  6*  |  \ 2(a* + o*)~-c* "} ' 

15)  ....       8ID      -  ^_____==^-  , 

sm  £  =  ---     — . 

V  ri(6*  +  c«)-a*j{'2(c*+fl«)-A«J 

Nach  15)  und  II)  ist: 


16) 


12/) 

tan8*=56*-(c»-fa»)' 
12/> 


womit  wir  diese  Bemerkungen  schliessen  wollen. 


Bemerkungen  rar  elementaren  Berechnung  des  krelsawfaugs. 

Von  dem  Herausgeber. 

Der  nächste  Zweck  der  folgenden  Bemerkungen  ist:  eine  An- 
wendung des  Binomialtheorems  zu  zeigen,  die  vielleicht  bei'ro 
Unterrichte  nützliche  Verwendung  finden  kann. 

Den  Halbmesser  des  Kreises  wollen  wir  durch  R  bezeichnen; 
die  Seite  und  den  Umfang  eines  in  den  Kreis  beschriebenen  regu- 
lären necks  bezeichnen  wir  durch  sn  und  ««,  und  die  Seite  und 
den  Umfang  eines  um  den  Kreis  beschriebenen  regulären  necks 
durch  Sn  und  C7«;  der  sogenannte  kleine  Halbmesser  des  in  den 
Kreis  beschriebenen  regulären  necks  werde  durch  rn  bezeichnet. 

Aus  der  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Figur  Taf.  VII. 
Fig.  6.  erhellet  sogleich  die  Richtigkeit  der  folgenden  Proportion : 

=  Sn:sn  =  Ä:r«; 

and  weil  augenscheinlich  die  Dreiecke  CAE  und  AOB  einander 
ähnlich  sind,  so  ist: 

also  ist,  wenn  man  dies  mit  der  vorhergehenden  Proportion  vergleicht : 
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Sn:$n  =  «Sa  —  S*n  :  Stn  , 

folglich : 

woraus  sich  die  Gleichung: 

»  *-=£ft 

ergiebt;  weil  nun  aber: 
ist,  so  ist: 

2)  ^-=ivris;- 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DEF  und  ABU  folgt 
ferner : 

also: 

3)  W  = 

und  folglich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  weil  12*  =  ^  *»t: 

4)  na.*  =  tt«  Um- 
setzen wir  nun : 

«s*  Ün  —  U» 

so  ist: 

folglich  nach  2): 

t/««  =  Mf,(l  + 

also  nach  4): 

«*»*==  «„»(l+9„), 
so  dass  wir  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben : 

6)  .  .  .  .        =  =  M.(l-f  gn); 
oder  auch: 

7)  .   .   .   .  Ufa  =  tf«  V  1  -f-  7« ,     C/s«  =  Utm  V  I  +  O». 
In  ähnlicher  Bezeichnung  wie  oben  ist: 
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also  offenbar  nach  7): 


o)   qin  =  . 

Wenn  man  non  bei  der  annähernden  Berechnung  des  Kreis- 
umfange  von  den  Umfangen  tf„  und  Un  der  inneren  und  äusseren 
regulären  necke  ausgeht,  so  kann  man  die  Rechnung  auf  ver- 
schiedene Arten  anordnen,  etwa  auf  folgende  Art: 

«) 

  Un  —  Un 

Vn  +  tlu* 

M4n  =  Ml.  Vl  +  O**,     #4»  =  »2«  (I  +  0*«)  J 

  £^4» —  1*4»   W4«--l/2n 

^       t/^  +  «4»       «4«  +  U2n  * 

w*»  =  «*«V]+?4*,    t78B  =  «4,(1  +  74,,); 

«16«  =  «8«V  1  +  q%n,     Ul(in  =  «8«(1  +  q%n)  J 

U.  8.  W. 

Man  braucht  aber  bloss  den  Umfang  u»  des  inneren  necks 
zu  Grunde  zu  legen,  weil  sich  daraus  Uu  berechnen  lässt  Es 
ist  nämlich  offenbar: 

Sn:tn=R:rn,   also  auch   £7«:««  =  R:rn ; 

nun  ist  aber: 


folglich : 


4n»  AP  ' 
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also: 

10)  Un=  r-gU=, 

V  1-— ^~ 

und  wenn  man,  nie  es  bei  allen  diesen  Rechnungen  bekanntlich 
das  Vortheilhafteste  ist,  R  =  I  setzt: 

11)  .  .  .  ü.=         Wn  - 


Weil  die  halbe  Seite  eines  jeden  in  den  Kreis  beschriebenen 
regulären  Vielecks  offenbar  kleiner  als  der  Halbmesser  ist,  so  ist: 

und  weil  nun  nach  Vorstehendem: 


«.-«.{■-Gör 


ist,  so  kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  17«  aus  uu  zweck- 
mässig des  Binomialtheorems  bedienen,  wodurch  man  in  der  be- 
kannten Bezeichnung  der  Binomialcoefficienten  den  folgenden 
Ausdruck  erhält: 

<-*>i  ■  (&y + ®4  -  (-  &  •(£)■ 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 

-j-j-l^  t  1.3 
(-*)•-  -  +  2.4' 

(—*)»—  |>2.3  -  2.4.6' 

,    n      — i  — 4- t  2.-^— 3_  1.3.5.7 

—  T273.4  +  2.4.6.8  * 

u.  s.  w., 

also : 


1.3.5  /««V 

2.4.6  VW 


+ 


,  1.3.5.7  /UnV 
f  2.4.6.8  A2ny 
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Wenn  man  die  vorstehende  convergirende  Reihe  bei  einem 
gewissen  Gliede  abbricht,  also  etwa: 


■3)  ".  =  -u+i.(£)'+^-(£)4 


fUn\ 


2. 

1.3.6.7  fUn\ 
+  2.4.6.8' VW 


U.  8.  W. 

1.3. 5. 7.... (2*-l)  /tt„\»* 
+    2.4.6.S....2)&:   \ln)  / 

setzt,  so  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  bei  der  Bestim. 
mang  von  Un  begeht,  auf  folgende  Art  beurtheilen.  Es  ist  offen- 
bar die  Summe  der  auf  das  letzte  Glied  der  eingeklammerten 
Reibe  folgenden  Glieder: 

1.3.5....(2*+1)  A-Y***  1.3.5....(2*+3)  /«•\2*+4 
2.4.6 ....  Clk  f  2) '  \2nJ       +  2 . 4 . 6 . .. .  (2k  +  4)  *  \<2nJ  :1 


2 

2Xö....(2*  +  6) 


1.3.5....(2A  +  5)  /«.V*+« 
+  6)  V2»> 


+  

<\2n)       +\Tn)       +{&>)  +W 
folglich  kleiner  als: 

esr«»+(ö,+©i+G6),+-'- 

also,  wie  aus  der  elementaren  Lehre  von  den  geometrischen 
Reihen  bekannt  ist,  kleiner  als : 

er* 

und  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  wenn  man  Un  mittelst 
der  Formel  13)  bestimmt,  ist  also  immer  kleiner  als: 


W 

'-(£)" 


■ 
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Dass  dieser  Fehler  in's  Unendliche  abnimmt,  wenn  k  ins  Un- 
endliche wächst,  ist  klar,  weil  ^  <  I  ist;  natürlich  sind  Un  und 

^r-  hier  als  constante  Grössen  zu  betrachten,  indem  man  nur  k 
2n 

sich  verändern  lässt. 

Bei  der  Rechnung  nach  den  Formeln  9)  ist  vorzüglich  die 
Berechnung  der  Quadratwurzeln: 

VTToT,    Vi  +</2«,    Vi +  y4W,  Vl+fta,~» 
lästig,  weshalb  man  sich  bei  dieser  Berechnung  auch  wieder 
zweckmässig  de«  Binotnialtheorems  bedienen  wird,  wie  wir  jetzt 
für  die  erste  dieser  Quadratwurzeln  zeigen  wollen.    Weil  nach 
5)  offenbar  f/n  <  1  ist,  so  ist  nach  dem  Binomialtbeorem : 

\TTTq~n  =  (1  +       =  1  +      9»  +  «)t      +  <*)»      +  •••• 
und  folglich,  weil: 

(Di  =J=  +  i» 

(l)«-"~l".sr-  2.4' 

1.2.3       ~  + 2.4.6' 

m    ia-i)(i-2)a-3)_  1.3.5 

 l.Y.3.4  -""2.4.6.8' 


U.  8.  W. 


ist: 


14) 

vrr^,  =  i + \qn  -  ^4  9»» + dre*"'  ~  9jss*»4+'" 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Reihe  berechnet  man  am  Besten 
nach  und  nach  mittelst  der  folgenden  Formeln: 

tyÄ=l.^, 

1.3     .       1      .  39« 
2X6?"  =2T4^  "IT' 

1.3.5      .       1.3     8  5y„ 
2XO?"  =2TO^    ~8  ' 

1.3.5.7  1.3.5  7g. 

2.4.6.8.10      ""2T0.8^  '  10  * 

U.  8.  W. 
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Zur  Berechnung  von  mn  aus  wn  hat  man  nun  nach  9)  die  fol- 
gende Formel: 

1  13  13  5 

15)  ...«.=*,(  I -  ?.«+••). 

Bleibt  man  nun  in  dieser  Formel  bei  einem  gewissen  Gliede 
stehen  und  setzt  demzufolge  etwa: 

1  1.3 

16)  . . . .  umm  =  Mal  1  +  »V» £74 +  0~6^B*  ~"" 


^  1.3....(2*-3) 


so  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  auf  diese  Weise  begeht, 
auf  folgende  Art  beurtheilen. 

Man  setze  der  Kürze  wegen: 

17).  .  .    C1=t,    a  =  l^^^rur  A>1; 
so  ist: 

US.  =  Um  1 1  +  C,  qn—  +      9„»  -  ....  +  (-  1)*-«  a qnk\  ) 

+  (- 1)*!*,  { C*+i         -        9«*+2  +  ^*+»  9«*+8  ~  <?*+4  f.**4  +  ...» 
=  «« 1 1  +  Q  qn  -  Ca       +  C8  qm*  - . . . .  +  (- 1)*-*  C*  qnk  \ 

'      (Ck+i  q»*+l  -  Ck+t  qn***) 

+  (—  l)kUn  < 

I  +(CkWni+>-CH*quk+<) 

+  

Weil  nach  17)  für  £  ^  1 : 

2Ä  —  1 

a+l  =  c*-2£T2 

ist,  so  bilden  die  positiven  Grossen 

d»    Cj,       i    C4.,    C5, ...» 

eben  so  wie  die  Potenzen  von  q%  eine  fortwährend  abnehmende 
Reihe,  und  die  Differenzen: 

cw       c*+4  9«fc+4, 

u.  s.  w. 
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sind  folglich  offenbar  sänimtlich  positiv ;  also  ist  nach  dem  Obigen  : 
«*.>«•{!  +  C,  q„ -         +  C8?.»-  ...  +  (-  I)*-1  C*?„*l 

oder 

«2.  <  «« 1 1  I  Q  qn  -  C* qu*  +  C9  qn*  -  • ».  +  (—  l)*-1  Ck  qj \ . 
jenachdem  k  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist 
Folglich  ist  immer: 

tf»t  1  +  C\  qn- Ctqn*+  C,  +  (-l)*Gr+l  1  < 

jenachdem  A  1]*™^^         und  es  8>nd  a,so: 

«»{1  +Q?„-C^,.*+ CB  <-!)*-*  Ckf«*l, 

w»  {1  +  C,       Ct9„«+  C,?.8- ...  +  (- 1)*  C*+i  ?„*H  I 

jederzeit  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  uin  liegt.  Der  absolute 
Werth  des  Unterschieds  dieser  beiden  Grenzen,  welchen  der  zu 
bestimmende  Fehler  offenbar  nie  übersteigen  kann,  ist: 

und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  dieser  Fehler  in 's 
Unendliche  abnimmt,  wenn  man  k  ins  Unendliche  wachsen  iSsst, 
wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass  un  nie  grösser  als  2w  ist 

Nachdem  man  Un  nach  der  oben  gegebenen  Anleitung  be- 
stimmt hat,  kann  man  die  Formeln  9)  nun  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

18) 

■ 

Ün—Un 

I  13  13  5 

«*,  =  ii.(l  +  \qn-  2^?«*  +  2  4Tö*,8~  0i:8*"4  + 

f72«  =  Mn(l+V»)i 

I  13  13  5 

«4»  =  «2»(l  +  ^2„  -2^92-»  f  äTO^a"2."hO^"4  +  -")' 

U*»  =  «2.(1  +  92»); 
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9'*  ~~  Uta  +  «%.  ' 

1  1.3  I . 3  Ö 

C/R.=:«ta(l+Ota); 

U.  8.  W. 

Aus  der  ersten  der  beiden  Formeln  6)  erhält  man  nach  und  nach : 

«2«  =ffnVl  +  9«f 

=  Un  V  1  +  yn  .  Vi  +  9««, 
a*.  =  «taVT+flrta 

=  u»  v i  \  qn.v u^yr^i, 

=  ««V 1  +  7«.  Vl+?ä«.  Vi +  74«  Vi +  78». 

U.     8.  W. 

also  allgemein : 

19)  u  k  =  m«  VH7„,  ViTt^.  .  VTT74»  . .  Vi  +  a  *-i  . 

I 

Ferner  ist  nach  4): 

(u  O*  =  «  *-i  V  k  , 

also  nach  19): 

tf«*(l  +  9n)  (1  +  7t») (I  +  74«)       (1  +  9J-lJ 

=  Mi.  V1T7; .  ViT^»  •  ViT^ii .. ..  V 1  +  o^-^ .  r/aAn , 

und  folglich: 

20) 

tf,*,  =  «• vi+7»- V1T9«». vi +7««  •••  vi+^-d+^n,) 

oder: 

21) 

v%*n  =  * Vi  +  v«.  VTf^„.  VTF^....vi+7ä*-v  V  i+V-iB, 

Theil  XLVL  24 


II» 
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daher  nach  19)  und  21) : 

wie  es  nach  der  zweiten  der  Formeln  7)  sein  muss. 
Weil  natürlich 

u  k  <  2n  <  ü  k 

ist,  so  sind : 

zwei  GrSnzen,  zwischen  denen  2n  liegt. 
Nach  5)  ist: 

-  A»-*»  _  Vj* 

l  +  Vn 

also,  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 

S„:sn  =  ün.Un  =  Ä:r„ 

ist: 

und  för  R  =  1 : 

*»  *• = ttS- 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  immer  o«<J  ist 
Nach  8)  und  7)  ist: 

—  >/tn —  «nV  1-f-Qn  —  «Ii 

~"  im.  +  «. Mn  VT+^T+  ' 

also : 

oder :   

„„      (VH-y.-!)»  ff. 
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also: 

^       ,  2  +  fr»-2VT+^,    qn 

20)  ....         =  —  =  , 

9n  2+vn  +  2Vl-f?« 

uud  da  nun  offenbar: 

2  +  ?n+>VT+^>4 

ist,  so  ist  immer: 

27)  72»<^«- 

Daher  ist  nach  und  nach: 

] 

^H»  <  %qu  <  j3  » 

1 

U.  8.  W., 

also  allgemein: 

28)  V»  <  i^» 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  k  in's  Unendliche  wächst,  q  k 
ins  Unendliche  abnimmt,  sich  also  \ -\- q  k  oder  auch  l  +  aui  , 

folglich  natürlich  auch  V  1  -f  qjc-in>  in's  Unendliche  der  Einheit 
als  (»ranze  nähert. 

Diese  Bemerkungen  über  den  vorliegenden  Gegenstand  mögen 
für  jetzt  hinreichen. 


Einfacher  Beweis  der  Formel  ex'=cosar  -f  tsinar. 

Von  Herrn  Dr.  K.  L.  Hauer,  Assistenten  der  Physik  am  Polytechnikum 

in  Carlaruhe. 

Von  den  bekannten  Beweisen  obiger  Formel  basirt  einer  auf 
der  Definition  der  Exponentialgrösse  es,  auch  bei  komplexen  z, 

2 

als  Grenzwerth  der  Potenz  (1  +  -)"»  für  ohne  Ende  wachsende  m 

771 

(Schloniilch,  Höh.  Anal.  I.  258.  u. s.  w.) ;  ein  anderer,  weniger  zu 
empfehlender,  auf  der  imaginären  Substitution  xi  statt  x  in  der 
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für  reelle  x  entwickelten  Exponentiaireihe  (Stern,  Algebr.  Anal. 
S.  179.  u.  s.  w.).  Ist  man  in  der  Wahl  der  Beweismittel  unbe- 
schränkt, so  dürfte  man  am  einfachsten  zum  Ziele  gelangen  wie  folgt. 

Jedenfalls  werden  wir 

1)  exi  -  u  +  tp 

setzen  können,  so  dass  u  and  p  reelle  Funktionen  von  x  bedeu- 
ten ;  diese  sind  zu  ermitteln.  Differenzirt  man  beiderseitig  in 
Bezug  auf  x,  so  folgt: 

*t    *  •  \     du  .dv 

welche  Gleichung  sofort  in  die  beiden  anderen  zerfallt: 

du 

2>  

3)  di=tt 

Hieraus  ergibt  sich  weiter: 

du       dv  _ 
udx  +  vdx  =  0> 

oder,  was  dasselbe  ist: 

rf(u*-f  p»)  ft 

— —  =0,    tt*  +  p*  =  Const 

Weil  nun  gemäss  1)  gleichzeitig  ar  =  0,  u=l,  p  =  0  zu  nehmen 
ist,  so  hat  man  bestimmter: 

4)  K*  +  P*=l. 

Nach  dieser  Beziehung  verwandelt  sich  Gleichung  3)  in  : 

~r^—  ■  =  dar ,    arc  sin  p  =  x  +  Const. , 

und  mit  Benutzung  von  4): 

v  =  sin  (a:  -f  Const.) ,    u  =  cos (x  +  Const.). 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  wie  oben  durch  Specia- 
lisirung  von  x,  u,  p  in  0,  1,  0;  wornach  die  Konstante  gleich- 
zeitig den  Bedingungen  zu  genügen  hat:  sin  Const.  =0,  cos  Const. 
=  1,  woraus  Const.  —2 nix  folgt,  ein  ganzes,  positives  oder  nega- 
tives Vielfaches  der  Kreisperipherie.  Gleichung  1)  ist  also  zu 
schreiben : 
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e"  =  cos  (x  +  '2mn)  -+  isin  (x  +  2m») 
=  cos^-Hsina;, 

woraus  auch  leicht  e*"*'=l,  also 

1")  e*«'  *        =  cos  x  +  t  sin  x 

folgt. 

Man  konnte  dieses  Beweisverfahren  etwas  abändern,  indem 
man  die  logarithmische  Ableitung  von  Formel  1)  nähme.  Man 
würde  dann  auf  die  Differentialgleichungen  geführt: 

du      dv  ~ 

2>  »S+eäi  =  0: 

welche  beide  auch  aus  2)  und  3)  gefolgert  werden  können.  In 
der  Gestalt 

 =  0'   7r7v 

,  +  («) 

sind  sie  ohne  Weiteres  integrabel  und  führen  also  ebenfalls  zum  Ziel. 


Ueber  die  in  Tbl.  XLV.  Heft  2.  S.  219.  mitgetheilte  Summi- 
rungsformel  des  Herrn  Alessandro  Dorna  in  Turin. 

Von  Herrn  M.  Curtze.  Lehrer  um  Gymnasium  in  Thorn. 

Die  in  Thl.  XLV.  Hft.  2.  S.  219.  mitgetheilte,  dem  trefflichen 
Giornale  di  Matemati che  di  Napoli  entnommene  Formel 
des  Herrn  Alessandro  Dorna 

(l) 

in  cosOqp  -f  (n  - 1)  cos  <p  +  (»— 2)cos2g>-f-....+2cos(n  -2)9+1  .cos(n—  ])o> 

einging? 

lässt  sich  in  folgender  Weise  leicht  entwickeln.    Bekanntlich  ist: 

(2) 

c,    ,       o    ,       ,                cosüpi-  l)g>.sin|/><p 
cos  <p  +  cos  2g)  +  cos  3?  + ....  +  coaptp  =  8in  »9 — 

Setzt  man  hierin  der  Reibe  nach : 

p  =  n— -1,  n  —  2,  tt — 3  3,2,1; 

so  erhalt  man: 
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cosg? + cos2<j>+cos3g>+.. +cos(w-2)g>-f-cos(n-l  )<p=-°S-     f1"^— i^?, 

sin  *(p 

cosg>+  cos2g>+cos3o;+..  icos(M-2)<p  =  -  -'7 ,  —  — , 

.„    o   •      *    ,    ,      /    <n  cos{(n-2)9>.sinJ(n-3)g? 
cos<p -|- cos2qp-f  cosoqp+..-f  cos(n— J)gp  =  — —  gin~*g>   ' 

U.   8.   W.     U.  8.  W. 

,        «     ,        O  COS  J<p.  81 

COS<p-f  COS2g>-f  COs3<JP  =   .    .      —  , 

Sit)  ig? 

n  cos  2<p .  sin  l<p 

co8(p+co82*  ^  =      Zi9  ' 

cos     .  sin  \<p 

coscp  —  .— ,  ; 

sin£g> 

uud  hieraus  durch  beiderseitige  Addition : 

(«— I)cosg)+(n— 2)cos2g)-f(;«— 3)cos39>4  ...4-2cos(«-2)9-r-l.cos(«-l)o7 

|  cosino?.sini(M — l) <p  +  cos £(>t  —  1) <p sin J(«  —  2) <p  + ....  ^ 

l  ....  -|-  C08i<p8ml<p  -f  cosg<p.sin£qp  ' 

sin^o? 

Verwandelt  mau  jetzt  nach  der  Formel 

cos  a .  sin  ß  =  £  [sin  (a  +  /3)  —  sin  («  —  0)] 

jedes  der  Producte  im  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite 
in  eine  Differenz  zweier  Sinusse,  so  erhalt  man  nach  leichter 
Uniformung: 

(n-l)cosa)+(n-2)cos2<p+(M-3)cos3g5+....+2cos  (»-2)g?+l.cos(n-l)<p 

2«  — 3  2«  — 1 

sin^op-f  sin  ügj  +  sin  $9  +  ....  +  sin  — ^ —  g>  -f  sin  — -> —  9 

=  2"sin"iop  ~~  2* 

Der  Zähler  des  Bruches  lässt  sieb  für  a=z±<p,  ß  =  <p  und  =  « 
nach  der  Formel 

sin  «  +  sin  (a  »-  ß)  +  sin  (a  +  2/3)  +  ....  +  sin  («  +  (/«  —  I)  ß) 

sin  (a  -|-  \{m—\ )  ß) .  sin  jmß 
~  sülß 

,  und  ist  dann: 

sin  (£<p  -f  j(/t  —  1)  y)  ♦  sin  jyiy  _  sin'jwqp 
sin  £9?  sin  ig) 
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w 

Führt  man  diesen  Werth  des  Zählers  ein ,  setzt  —  ^  awf  die  linke 

Seite  und  beachtet,  dass  cosOg>=I  ist,  so  ergibt  sich  unmittel- 
bar die  Formel 

^  cosOqo  -f  (w— 1)  cos  9?  +  («— 2)cos2qp-f-.. .  +2cos(n— 2)<p-f  I  .cos(n—  l  )g> 

a\n*l?t<p 
=  2"sTn  215  ' 

was  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 
Behandelt  man  die  bekannte  Formel: 

,os       •     .  •  o    ,  •  o         ,  •  sini(n+l)g>.sin£no> 
(.*)  ...  sin  <p-f-sin2<p+sm  3<p-f....-f-sin  n<p  =  gin"1"^- " 

in  derselben  Weise  wie  Formel  (2)  unter  Beachtung  der  Glei- 
chungen : 

sin  a .  sin  ß  =  £  [cos  (a  —  ß)  —  cos  (a  -f  ß)] , 

cos a  +  cos(a  >  ß)  +  cos  (a  +  2j3)  + ....  +  cos(a  +  (w  — 

cog[tt-f      —  1)/?]  swjnß 
—  _sh7±j3        ™~  ' 

so  erhält  man  sehr  leicht  folgende,  vielleicht  eben  so  interessante 
Formel : 

(4) 

(w— l)sino)+(n-2)sin2<p+(n-3)sin3<p+...+2sin(n-~2)<p-r-l.sin(M--l)g> 

_  nsinqp  — sinnqp 
4sinai<p 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Formel,  die  sich  nicht  gut  anders 
schreiben  lässt,  würde  ich  die  Formel  (I)  auch  folgendermassen  zu 
schreiben  mir  erlauben : 

(5) 

(?*— l)cosg>-f(n-2)cos2<p+(w— 3)cos3<p-h..+2cos(w— 2)g>-f  l.cos(w-l)o) 

 sin  *\nq) — n  sin  *j<p 

~  2sin2Jp~ 


Schreiben  des  Herrn  Gymnasial -Oberlehrers  Dr.  Meyer  in 
Bnnzlnn  (Schlesien)  an  den  Herausgeber. 

In  Folge  Ihrer  im  dritten  Hefte  des  45.  Theils  Ihres  sehr 
geschätzten  Archivs  Seite  348.  enthaltenen  Aufforderung  zur 
Mittheilung  eines  directen  Beweises  der  Relationen: 
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\)  sin  20°  +  sin  40°  =  sin  80° , 

2)  —  sin  20° .  sin  40°  +  sin  20° .  sin  80°  4  sin  40° .  sin  80°  =  { , 

3)  16sin20°.sin40«.8in60«.sin80o  =  3, 

erlaube  ich  mir,  Ihnen  nachfolgend  einen  solchen  Beweis  zur  ge- 
fälligen Mittheilung  für  das  Archiv  zu  übersenden: 

1)  .  .  .  sin  20°  +  sin  40°=  2  sm  ^ — •cos  2  

=  2sin30».cos  10°  =  cos  10°  =  sii»80°. 

2)  .  .  .  8in80o.sin40o-fsin80osin20o— sin40°.sin20° 

=  cos  10°  (sin  40°  +  sin  20°)  —  i  cos  20°  -f  icos  60° 
=  cos  10°.  2sin30°.cos  10°-i(2cos*I0°—  I)  +  J 
=  cos*10<»— cos*10°  +  i  +  i  =  f. 

3)  16sin200.sin400.sin600.sin800=8sin200.sir.600(co840ü-cosl200) 

=  88in20o.sin60o.cos40o  +  8sin20o.sio30o.8in60« 
=  8  sin  20° .  sin  60° .  cos  40° + 4  sin  20° .  si  n  60ü 
=  4  «in  6O0  (sin  60°  -sin  20°)  +4  sin  60«.  sin  20»  =  4  sin  W  =  3. 

(Vergl.  8.  143.) 


Berichtigungen. 
Thl.  VII.  8.  105.  Z.  9.  statt  1  —  cosy*  setze  man  1  —  siny*. 
—     —  S.  105.  Z.  6.  v.  u.  muss  es  statt 

-  8in(Ay)a  I  «in  iC»  cos  i<9  "  *>*  -  cos  \C*  sini(9  -  V>  | 

heissen  : 


—     —  S.  106.  Z.  17.  von  unten  statt  tf,  =  —  2  cotiC 
^=-2(^-^)cotK- 


Druckfehler  in  Schrön'i  siebenstelligen  Logarith- 
mentafeln. 

No.  18.    Taf.L  S.  6.  Fusstabclle,  Spaltes  zwischen  Zeile  1  mitD.  und  Zeile  2 

fehlt  in  einigen  Auflagen  das  Minuszeichen  ( — ). 
No.  19.    Ta£.n.  S.443.  Diff.  zwischen  logtang39«  58' 10w  und  20*  statt  228 

lies  428. 
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Wurfbewegung  im  widerstehenden  Mittel  und  Con- 

struction  der  Flugbahn. 

Von 

Herrn  Dr.  A.  M.  Neil, 

Lehrer  an  der  technischen  Schnle  in  DarmitadL 


J.  1- 

Um  die  Bewegung  eines  Körpers  im  lufterfullten  Räume  be- 
stimmen zu  können,  ist  natürlich  vor  allem  nöthig.  das  Gesetz 
des  Luftwiderstandes  zu  kennen.  Newton,  der  sieb  zuerst  ein- 
gehend mit  diesem  Gegenstand  befasste,  nahm  an,  dass  dieser 
Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sei. 
Da  übrigens  die  hieraus  entwickelten  Umstände  der  Bewegung 
keine  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  zeigten,  so 
suchte  man  in  neuerer  Zeit  andere  Gesetze  zu  Grunde  zu  legen. 
Hutton,  der  ausgedehnte  Beobachtungen  über  den  Luftwider- 
stand machte,  stellte  eine  Formel  auf,  in  welcher  ausser  der 
zweiten  auch  die  erste  und  nullte  Potenz  der  Geschwindigkeit 
vorkam. 

In  einem  Schriftchen:  Theorie  des  Widerstands  der 
Luft  bei  der  Bewegung  der  Korper  entwickelt  Schmidt 
eine  andere  Formel,  worin  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  als 
Exponent  erscheint,  wodurch  Hutton's  Beobachtungen  sehr  ge- 
nau dargestellt  wurden.  Ausserdem  zeigt  Schmidt,  dass  für 
kleinere  Geschwindigkeiten  das  Newton'sche  Gesetz  sich  aus 
dieser  Formel  herleiten  lässt. 

Es  scheint  hiernach,  dass  insbesondere  für  so  grosse  Ge- 
schwindigkeiten, wie  sie  bei  den  Flinten*  und  Geschü'tzkugeln 
vorkommen,  das  von  Schmidt  aufgestellte  Gesetz  der  Wahrheit 
am  n&chsten  kommt.  Aber  trotzdem  wollen  wir  das  einfachere 
Gesetz  von  Newton  hier  beibehalten,  und  diess  um  so  mehr, 
als  von  militärischen  Schriftstellern  nachgewiesen  wurde,  dass 
Theil  XLVI.  25 
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dadurch  die  Bewegung  der  aus  gezogenen  Ruhren  geworfenen 
Geschosse  hinreichend  genau  dargestellt  werden  kann,  und  dass 
die  Verschiedenheiten  der  complicirtesten  Luftwiderstandsgesetze 
our  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Recbnungsresultate  ausüben. 


Wir  setzen  daher 


§.  2. 

Nach  Newton  ist  der  Luftwiderstand  (wir  wollen  ihn  durch 
P  bezeichnen)  gleich  dem  Gewicht  einer  Luftsäule,  deren  Basis 
der  zur  Flugbahn  normale  grösste  Querschnitt  (F)  des  Körpers 
und  deren  Hohe  ein  gewisser  Theil  der  Gescbwindigkeitshohe 

(0 

wo  y  das  Gewicht  der  Cubikeinheit  Luft  und  X  den  Faktor  för 
den  Antheil  der  Geschwindigkeitshohe  bedeutet. 

Die  der  (in  Gewichtseinheiten  ausgedruckten)  Kraft  P  ent- 
sprechende Beschleunigung  (G),  welche  sie  einer  Masse  vom 

P 

Gewichte  Q  ertheilt,  ist  bekanntlich:  G  =  q9-  Substituirt  mao 

obigen  Werth  von  P,  so  wird  G=^jüf.  Wir  schreiben  der 
Kürze  halber 

G  =  6»*  2) 

so  dass  also : 

*=ib  3) 

Durch  Beobachtungen  fand  sich  im  Durchschnitt  A  =  0,23; 
setzt  man  ferner  fllr  den  Cubikmeter  Luft  y  s=  1,3  Kilogr.,  so 
wird  , 

6  =  0,U95g.  4) 

Manche  Schriftsteller  setzen  ^  =  K ;  danach  ist 

oder  mit  den  obigen  Zahlenwerthen : 

K  =  3,3445  ?  6) 

K  ist  eine  lineare  Dimension. 
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}.  3. 

Sei  nun  ABDS  (Taf.  VIII.  Fig.  1.)  die  Flugbahn  eines  Ge- 
schosses, das  vom  Punkte  A  mit  der  Geschwindigkeit  V  unter 
dem  Neigungswinkel  et  zum  Horizont  ausgeht.  Nach  der  Zeit  f 
in  ß  angelangt,  besitze  es  die  Geschwindigkeit  p;  der  Tangenten- 
winkel an  dieser  Stelle  sei  gleich  q>.  Rezeichnet  man  durch  X 
und  Y  die  Beschleunigungen  parallel  zu  den  Coordinatenaxen, 
6o  besteben  die  Gleichungen: 

Auf  den  Korper  wirken  im  Punkte  B  die  Beschleunigung  der 
Schwere  nach  abwärts  und  der  Luftwiderstand  G  in  der  Tan- 
gente der  Bahn.  Wird  G  parallel  zu  den  Axen  zerlegt,  so  hat 
man  die  Seitenkräfte  G cos a>  und  £sina>  und  daher,  weil  diese 
Kräfte  die  Coordinaten  zu  verkleinern  streben: 

A'  =  —  G  cos  <p ,    Y  = — g  —  G  »in  <p. 

Wird  für  G  sein  Werth  aus  2)  eingesetzt,  so  findet  sieht 


<Y*x 

—bv*C08<p  • 
'■fiß  =  —  0— 6p*sina>. 


7) 


Nun  ist  0  =  ^»  C<>8<P  =  ^»  sina»  =  ^»  wodurch  die  Glei- 
chungen 7)  übergeben  in 


d*x         .  dtdx 

*  •  i 

8) 


Die  erste  Gleichung  8)  kann,  wie  folgt  geschrieben 


dx 
dt 


bds. 


Wird  integrirt  und  bezeichnet  /  den  nata  Hieben  Logarithmen, 
so  ist: 

dx  .       .     tLx  _ 

l-ß  —  lC  —  bs.U,  oder       =C  e  • 
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dx 

Zur  Bestimmung  der  Conetanten  C  wird  ^  =  Pcoea  für 
i  =  0,  daher  C  =  Vcos  a. 

=  Pcosa.e  9) 

Nach  den  Gleichungen  8)  hat  man  ferner: 

dtx 

.dt  dP_ 
°  dt~~~  dx 
~dt 

und  • 

.dt  dy     d*v      dy  d?x  dht 
9  =  -bdt'ä-W  =  dZ-dp-lfii' 

ableitet 


9*  +  ****7***"~*. 


dx 

Setzt  man  nun 


du 

55  =  p-  «0) 

so  ist 

d£    m    \dxj    _  dxd*y  —  dyd*x 
dx        dx  düa;*  ' 

dpdxszQ  11) 

Aue  9)  und  11)  erhält  man  durch  Elimination  von  dt: 

Eliminirt  man  dx  vermittelet  der  Gleichung: 

dt  =  dx\TT+p*, 

so  ist: 

^VT+p+pi^e^^O. 

Dieee  Gleichung  integrirt  und  die  willkfihrlicbe  Cooetante 
gleich  \L  gesetzt,  so  erhält  man: 

13) 

p  VT+P  +  l(p  +  VTh?)  +  bf£jm  =  L. 
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Zur  Abkflnung  schreiben  wir: 

p  \rTTp*  +  Hp  -f  ^Ffp*)  =  Ap)  H) 

Dadurch  geht  die  Gleichung  13)  Ober  in: 

Zur  Bestimmung  von  L  hat  man  p  =  tga,  wenn  #  =  0: 

Aus  12)  and  IS)  findet  (ich: 

bd*  =  L=%) ,7> 
and  mit  Beachtung  von  10): 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  17)  lässt  sich  die  folgende 
ableiten: 

\Tty.dt=    ,~dp     .  19) 

Das  negative  Zeichen  wurde  gewählt,  weil  p  abnimmt,  wenn 
t  wächst. 

Cm  auch  die  Geschwindigkeit  so  bestimmen,  bat  man : 

dt  darVT+P» 

folglich  nach  9): 

p=Fcoso.s-»-Vl  +  p«  20) 

oder  wenn  $  vermittelst  15)  eliminirt  wird: 

-Vf-VSS  »> 

Die  hier  öfter  auftretende  Funktion  A(p)  wollen  wir  die 
Lamdafunktion  nennen.  In  Tafel  1.  sind  die  Werthe  derselben 
berechnet,  so  dass  mau  für  jedes  p  das  zugehörige  A{p)  ein- 
fach daraus  entnehmen  kann. 


J.  4. 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  lassen  sich  nicht  integrireo; 
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man  muss  desshalb,  um  die  Coordinaten  der  Bahn,  so  wie  die 
Flugzeit  berechnen  zu  können,  zu  einer  Naherungsmethode  seine 
Zuflucht  nehmen.  Wir  setzen  voraus,  die  Gleichung  der  Bahn 
lasse  sich  in  folgender  Form  darstellen: 

y  =  Ax\Bx*\Cx*  +       +       +   .  .  .  .  22) 

Die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt: 

^  =  IB  f  6Cr  +  120**  +  20£*«  24) 

j£  =  6C  +  24Är  +  60£.T*  26) 

gjjt  =  24D  +  J20£*  26) 

etc. 

Um  die  Werthe  der  Differential quotienten  abzuleiten,  so 
folgt  aus  10)  und  17): 

^=-6(L-^(p)).  27) 


dx 

oder: 


^8  =  -26«(L-zf(p))  V  J  +  p»  2« 

In  ahnlicher  Weise  erhält  man: 


Aus  10)  und  23)  folgt  p  =  A  +  2Bx  +  3 Gr*  +  ....  Setzt 
man  ar  =  0,  so  wird  p  =  tgo,  daher  i4=tga.  Ebenso  erh&lt  man 
durch  Gleichsetzung  von  24)  und  27),  von  25)  und  28)  etc.  die 
folgenden  Coefncienten,  nämlich: 

z?  <7  _  bff  Är/2sin  a  6*<y 

Ä— ~2F«cw*?  C  -  ""äF^cos*«'  ll2F*ws«S""6F«cos*o' 

Daher  ist  jetzt  die  Gleichung  der  Flugbahn: 


4 
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30) 


{.  5. 

Mittelst  der  Gleichung  30)  könnte  man  jetzt  eine  Reihe  von 
Coordinaten  der  ballistischen  Curve,  namentlich  aoch  die  Wurf- 
hohe,  Wurfweite  u.  s.  w.  naherungsweise  berechnen.  Doch  wol- 
len wir  hier  ein  anderes  Verfahren  entwickeln,  das  uns  in  den 
Stand  setzen  wird,  ohne  Schwierigkeit  jeden  Grad  von  Annähe- 
rung zu  erreichen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  irgend 
ein  Bogenstflck  BC,  dessen  Länge  durch  tf  bezeichnet  werden 
mag.  Die  Tangentenwinkel  in  den  Punkten  B  und  C  seien  gleich 
q>  und       Nach  Gleichung  15)  ist 

2,^C=/(^^)+i(L-^tg^) 
U{AC-  AB)  =  l(L-A tg^) - l(L -  Atg<p) 

Wir  wollen  nun  versuchen,  aus  den  3  Grossen  <p,  y  und  6 
die  Coordinaten-Differenzen  von  B  und  C,  nämlich  BP  =  m  und 
PC=n  abzuleiten.  Zu  dem  Zweck  betrachten  wir  das  Bogen- 
stück  BMC  als  Parabel  und  nehmen  dafür  die  Gleichung: 

n  =  Al  +  B?t  32) 

welche  auf  ein  neues  durch  den  Punkt  B  gelegtes  und  dem 
anderen  paralleles  Coordinatensystera  bezogen  ist  Man  findet 
aus  32): 

t=^+2Ä|  


Für  4  =  0  ist  g|  =  tg<p  und  für  |  =  m  ist  g|  =  tg^>.  Da- 


durch finden  sieb  die  Werthe  von  A  und  B  wie  folgt: 

A  =  tgq> 


tg^—tgQ) 

B-  2m*  


34) 
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Daher  beisst  jetzt  die  Gleichung: 

„  =  tg,,|-!£*^p  35) 

För  £  =  m  wird  17  =  n,  daher  erhalten  wir  die  Beziehung : 

«  =   36) 

Hiernach  lässt  sich  n  berechnen,  sobald  m  bekannt  ist.  Wir 
bestimmen  aber  den  Werth  von  m  vermittelst  der  Bedingung, 
dass  der  durch  B  und  C  gelegte  parabolische  Bogen  dem  Bogen 
BMC  der  ballistischen  Curve  gleich  wird.  Um  die  Parabel  zu 
rektificiren,  ist 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  A  +  2/?£  =  z,  folglich  ; 

Die  Integration  ergibt: 

o  =  4^(*Vrrni+  /(*+  VTfi*))+const 
und  mit  Beachtung  von  14): 

e=zJß  A^  conÄt 
Für  o  =  0  ist  £  =  0,  *  =  /I,  also: 

const.  =  -  ^ ,    4B<y  =  A{t)-A{A) . 

Um  den  ganzen  Bogen  ßAfC  zu  erhalten,  ist  zu  setzen: 

z  =  A\1Bm  =  tgt//, 

und  weil  nach  34): 

4Ä  =  ^(tg^-tgg)), 

so  findet  sich: 

^(tg^ptgt|0  =  A{ig<p)_A{tsil) 

Wird  in  diesen  Ausdruck  der  Werth  von  c  aus  31)  gesetzt, 
so  erhält  man: 
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37) 

.  v  KL-A  (tg  fr) )-  /  (L  -  A(tg  <p) ) 
m  =  g(tg*-tg*)  ^——^  . 

Werden  die  nach  36)  nnd  37)  erhaltenen  Werthe  von  m  und 
Ii  zu  den  Coordinaten  x ,  y  des  Punktes  B  addirt ,  so  erhalt  man 
diejenigen  von  C.  Um  also  nach  dieser  Methode  die  Coordinaten 
des  höchsten  Punktes  der  ballistischen  Curve  zu  erhalten,  wird 
man  den  Winkel  a  in  irgend  eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilen, 
je  2  dieser  aufeinanderfolgenden  Werthe  an  die  Stelle  von  <p 
und  ij>  in  37)  und  36)  einfuhren,  wobei  der  letzte  Winkel  gleich 
Null  zu  nehmen,  indem  die  Tangente  im  obersten  Punkte  hori- 
zontal ist  Man  erhält  dadurch  zunächst  die  Coordinatendifferenzen 
einer  Reihe  von  Punkten  und  dann  sehr  einfach  die  Coordinaten 
selbst 

Diese  Coordinaten  wird  man  naturlich  um  so  genauer  erhalten, 
in  je  mehr  Theile  der  Winkel  a  zerlegt  wurde,  weil  sieb  die 
einzelnen  Parabelbögen  um  so  genauer  ao  die  ballistische  Curve 
aoscbliessen ,  je  kleiner  sie  sind. 


§.  6. 

Die  nach  der  in  §.  5.  entwickelten  Methode  erhaltenen  Coor- 
dinaten können  der  ballistischen  Curve  nicht  genau  entsprechen; 
denn  es  sind  eigentlich  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte 
einer  Reibe  von  Parabeln,  bei  welchen  die  Eigenschaft  stattfindet, 
dass  ein  solcher  Parabelbogen  dieselbe  Länge  bat,  wie  dasjenige 
Bogenstfick  jener  Curve,  dessen  Anfang  und  Ende  mit  der  Pa- 
rabel gleiche  Tangentenwinkel  bat. 

Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  die  Methode  ganz  genau  sein 
würde,  wenn  bei  beiden  Curven  für  jeden  Werth  des  Tangenten - 
winkels  die  Krümmungshalbmesser  gleich  wären.  Wir  wollen  da- 
her deren  Werthe  miteinander  vergleichen. 

Wird  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  durch  R  (Taf.  VIII. 
Fig.  2.)  und  der  der  ballistischen  Curve  durch  q  bezeichnet,  so  ist 
für  den  Punkt  JH,  für  welchen  der  Tangentenwinkel  gleich  0  sein 

mag: 

tnsec'0 

_  sec80  

*  "6(L-^tg0)' ,i9) 

Für  deu  Punkt  B  ist  daher: 
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_  _  msec'qp  sec*y 
**  "  tgy-tg*  9     *o  -  b{L-Ai%<p)' 

Für  den  Punkt  C  ist  dagegen : 

„        msec*»J>  sec^ 
1  ~  tgy-tgV    Pl  "~6(L-^tgt^;), 

Dass  diese  Wertbe  von  #  und  o'  nicht  übereinstimmen,  geht 
schon  daraus  hervor,  dass  bei  R  nur  im  Zähler  eine  Veränder- 
liche vorkommt,  während  bei  p  auch  der  Nenner  veränderlich  ist. 

Statt  der  Gleichung  32)  legen  wir  jetzt  die  folgende  au 
Grande: 

ij  =  ^+££»+CS»  +  Z>|«   40) 

und  wollen  die  vier  Coefficienten  dadurch  bestimmen,  dass  wir 
ausser  den  früheren  Bedingungen  auch  noch  die  Krümmungen 
am  Anfang  und  Ende  des  Cogens  BC  in  Uebereinstimmung 
bringen. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  durch  40)  dar- 
gestellten Curve  durch  Ä,  so  ist  für  den  Punkt  M: 

p_,   4n 

K  —  ±  2B  H  6C|  +  V2D?' *l) 

Von  den  beiden  Zeichen  behalten  wir  das  untere  bei,  damit 
R  positiv  «verde.  Denn  B  ist  jedenfalls  negativ,  da  tg6 
=  A  +  2£|  +  3C£*  +  4Z)|»  und  A  =  tgy,  der  Winkel  ö  aber 
kleiner  als  q>. 

Zur  Bestimmung  von  A,  B,  C,  D  haben  wir  folgende  Glei- 
chungen: 

tgg>  =  4, 

sec'y   sec  *<p 

b(lr- ^tg?)—      2B  ' 

sec'ty  secty 


Ö(L-At$y)  -     2tf  +  6Cro  +  12/>m* 
Die  Werthe  finden  sieb,  wie  folgt: 

42) 

A  —  tgg>, 

/?=-46(L-^tg9), 
3m,C  =    3(tg^— tgy)  —  4Bm + 6ro(L—  Atgty) , 
2m»Z)  =    tg  <p  -  tg  ^  +  Bm — ibm  (L — A  tg*). 

Werden  diese  Werthe  in  die  folgende  Gleichung  eingesetzt: 
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n  =  Am  +  Bm*  +  Cm*+Dm\  43) 

so  erhält  man  schliesslich: 

«  =  iOg9>  +  tgt)m  +  Vi46Mtg(3P-^tg^)m».  .  .44) 

Diese  Gleichung  lehrt,  den  Werth  von  n  zu  finden,  sobald 
m  bekannt  ist. 

Der  Werth  von  m  ist  wieder  aus  der  Bedingung  abzuleiten, 
dass  der  Bogen  BC  der  Curve  40)  dieselbe  Länge  habe,  wie  der 
zwischen  den  gleichen  Tangentenwinkcln  <p  und  liegende  Bo- 
gen der  ballistischen  Curve.  Dazu  ist  die  Rektifikation  jener 
Curve  erforderlich;  allein  die  betreffende  Integration  lässt  sich 
nicht  in  geschlossener  Form  durchführen. 

Wir  können  übrigens,  um  diese  Schwierigkeit  zu  umgeben, 
einen  von  Lambert  aufgestellten  Satz  zu  Hülfe  nehmen.  In 
dem  Bande  II.  der  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathema- 
tik zeigt  dieser  Geometer,  dass  wenn  man  an  die  Endpunkte 
A%  B  (Taf.VIU.  Fig.  3.)  des  Bogens  irgend  einer  krummen  Linie 
die  Tangenten  ACt  BC  legt,  man  sehr  nahe  setzen  kann: 

l  =  i(/IC+ÄC+2chorde^Ä)  45) 

Nun  ist: 

AB  Bin  ß        csin/J  csinc 

A(J  =■  —. — 7 — Tö^  =    •_  / — T~~ö^  *       ISL,  ~  ~r 


sin(a+/3)  ~  sin  (a  +  ß)  *      " "  ~  sin  (a  +/J) » 
folglich: 

c  sin  ß  +  sin  a  +  2  sin  (c  +  ß)     c/     cos  j  («— j3)\ 
:3"  sin(a  +  0)  ""SV  +co«i(a+^/ 


S  =  rt 


Da  der  Quotient  der  beiden  Cosinus  wenig  von  1  verschieden, 
wenn  et  und  ß  kleine  Winkel  sind,  so  schreiben  wir  jetzt: 

cri    (\  2smi«sinj/?\ 
*  -SL^V      cosi(c+/J)yJ*-3V,5+  cos*(a  +  /J)/' 

2  smj«sjntf\ 

3  cos      +  40' 


=  c(l  +  | 


Um  zu  sehen,  mit  welcher  Annäherung  diese  Formel  die 
Länge  eines  Bogens  gibt,  wenden  wir  sie  auf  einen  Kreisbogen 
an;  Halbmesser  sei  gleich  1,  Winkel  am  Mittelpunkt  10°,  so  ist, 

da  hier  «  =  /J  =  5°  and  c  =  2sio5°,  s=2sin5<>(l+|  *~^): 
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log  \  =  9.8239087 
logsin«2ö30'  =  7.2793592 
Comp,  log  cos  5°  =  9,9983442 

7.1ÖI6121 

log 2  =  0.3010300 
log  sin  50  =  8.9402960 

log*  =  9.2418786         danach  *=    0.1745 3341 

Genauer  ist  *=    0.1745  3293 
Fehler  =-0.00000048 

Der  Fehler  ist  also  bei  einem  Winkel  am  Mittelpunkt  von  10° 

kleiner  als  ^OQOOOO  Halbmessers.  Bei  einem  Winkel  von 
5°  ist  der  Fehler  32m al  kleiner. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  man  mittelst  46)  einen  Bogen  wird 
sehr  genau  bestimmen  können ,  wenn  a  und  ß  kleine  Winkel  siod. 
Zerlegen  wir  in  46)  den  Nenner,  so  erhalten  wir: 

— "«issgfr  <» 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  nur  vom  Produkt  der  beiden 
Tangenten  abbäti&ig.    Wir  setzen  jetzt : 

und  erhalten  danach: 

*  =  c.*(tgi«tgij3)  49) 

Die  Tafel  II.  enthält  fär  log(tgiatgiß)  die  zugehörigen  Wert  he 
von  log£(tg£atgiß)  auf  5  Decimalen. 

(Taf.  VIII.  Fig.  4.)  Bezeichnen  wir  jetzt  wieder  den  Bogen 
BMC  durch  d  und  Z  CBP  durch  *,  so  ist  nach  49): 

«  =  ^.*(tgi(?-*)tg  *(*-*)),   ...  .50) 

und  diesen  Werth  demjenigen  der  Gleichung  31)  gleichgesetzt, 
erhält 


,m  ~  26  U  -    tg <P/ '  *(<g  i (<P  -  «)  tg *(«  -  ' 
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Um  aber  hiernach  m  berechnen  zu  können,  rouss  der  Win- 

n 

kel  x  bekannt  sein.  Nach  der  Figur  ist  tgx  =  - ,  und  für  n  sei- 
nen  Werth  aus  44)  gesetzt: 

tgx  ss  i(tgg>  +  tg*)  +  iW^tgp  — ^tg*)m. 

Da  hier  m  noch  im  letzten  Gliede  auftritt,  so  roüsste  dessen 
Werth  bekannt  sein.  Beachten  wir  aber,  dass  dieses  Glied  gegen 
das  erste  sehr  klein  ist,  indem  6  ein  kleiner  Bruch,  so  können 
wir  fiir  m  seinen  Näherungswerth  nach  37)  nehmen.   Dadurch  wird : 

tg*  =  w(tg9>  +  lg*)  +  A(tg9-tgt0f  (jEff^)'  62) 

Um  die  hier  vorkommenden  natürlichen  Logarithmen  in  Brigg- 
scbe  zu  verwandeln,  dividiren  wir  durch  Af=  0,4342945  und  haben 
endlich  zur  Bestimmung  von  m  und  n  die  Gleichungen: 

63) 

tg*  =  i(tg<p  +  tg*)  +  fjjfr (tgy ~tg l0g (l - A tg  y)  ' 

1    .    fh — Atg\\>\   cosx   • 

m  -  2MÖ l0g \L-Atg<p)'f  (tgi(9  -  x)  tgi(x-*)) ' 

ii  =  mtgx. 

$.  7. 

Für  den  niedersteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  sind 
die  Tangentenwinkel  grosser  als  90°.  Wir  wollen  daher  unter- 
suchen, wie  sich  die  Laradafunktion  bei  negativen  Werthen  von 
p  verhält.   Sei  p  = — p',  wo  also  p'  positiv,  so  ist,  weil 


A(p)  =  p  V^l  +  p*  +  l{p  +  V"l  +  p«), 
p'  eingesetzt  wird: 

-*(-p')=  -p'  \ri+^ni{\fHir*-p')=-P'  vr^-i^~~~f1 
A(-P'):==-(P>  ^rr+^+Kp'  +  vr+i?5)) =--*(p'>. 

Hiernach  ist  also  allgemein: 

=  -^(f>)  54) 

Statt  der  stumpfen  Winkel  y,  *  und  x  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  wol- 
len wir  übrigens  ihre  Supplemente  9if  ft.  *i  einführen.   Da  nun 
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x  =  180  —  x, ,  <p  =  180  -  <pi  and  =  180— ,  so  geben  die 
Gleichungen  53),  wenn  man  sie  auf  den  niedersteigenden  Ast 
bezieht,  in  die  folgenden  über: 

55) 

tg*.  =  ft(tg*  +  tg*i)-       (tgft  -  •«»"»••(fJ^SS)' 

1  SVL  +  ^tg9>iy^(tgi(^~x1)tgi(xl-9l))' 

n,  =  m^gx,. 

Man  kann  also  auch  fär  den  niederxteigenden  Ast  die  Lage 
einer  Reihe  von  Punkten  bestimmen.  Derselbe  schneidet  den 
Horizont  des  Punktes  A  unter  einem  Winkel  e,  welchen  man  den 
Einfallswinkel  nennt.  Dieser  Winkel  musx  bestimmt  werden,  um 
die  Wurfweite  AS=  IV  berechnen  zu  kunnen. 


§.  & 

(Jm  zuerst  einen  genäherten  Werth  für  den  Einfallswinkel  f 
zu  erhalten,  benutzen  wir  die  Gleichung  30),  nehmen  indess  an, 
der  Körper  beginne  seine  Bewegung  im  Punkte  D  (Taf.  VIII. 
Fig.  5.)  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  Ft,  so 
hat  man  nach  21),  da  hier  p=z(): 

Die  Abscissen  zählen  wir  jetzt  auf  der  Linie  DE;  ausserdem 
wollen  wir  für  die  Ordinalen  die  Richtung  nach  abwSrts  als  posi- 
tiv annehmen,  so  ist  in  30)  zu  setzen:  —  y  statt  y,  a=:0  und 
V  =  Vx ;  dadurch  erhält  man : 

y  =  ^sa:f  +  37ri*,+^^+-.«;.  •  •  .57) 

man  leitet  daraus  ab: 

£--£c*+ft*  im» +....>. 

Setzt  man  die  Wurfhohe  QZ)=£f  und  QS  =  u>lt  so  findet  sich: 

tg«  =  bLfa  +6te.«  +  Ibh^*  -f  ....). 
Zur  Berechnung  von  wt  dient  die  Gleichung: 

iL  =      +  »Ätc^  +  ^w,*  +  .... 
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Durch  Umkehrung  dieser  Reihe  erhält  man : 

-  \  ÄZ~3Z+UT\  ÄZ~ 

Dienen  Werth  in  den  Aasdruck  (Qr  tg£  eingesetzt ,  findet  sich: 

«g«  =  L^(l  +  4V^).  68) 


Der  nach  dieser  Formel  erhaltene  Werth  von  t  kann  nicht  gans 
genau  sein,  da  nur  einige  Glieder  der  Reibe  benfitzt  wurden. 
Wir  «rollen  daher  den  nach  58)  erhaltenen  Werth  durch  t'  be- 
zeichnen und  annehmen,  derselbe  entspreche  dem  Funkte  Fan- 
statt 5  (Taf.  VIII.  Fig.  1.).  Dann  lassen  sich  mittelst  der  Glei- 
chungen 55),  wenn  man  «'  als  letzten  Tangententvinkel  nimmt, 
die  Coordinaten  von  F,  nämlich  DE  und  EF  bestimmen,  und  setze: 

H  —  EF  =  £  69) 

Durch  den  Punkt  F  legen  wir  jetzt  eine  Parabel,  deren  Tan- 
gentenwinkel gleich  t'  und  deren  Krümmungshalbmesser  in  F 
sec  'e' 

gleich  ist  ^"(Xr+^tge7)'    Die  Gleichung  dieser  Parabel  ist: 

wenn  nämlich  FG  die  Abscissenaxe  ist  und  die  positive  Richtung 
der  Ordinaten  nach  abwärts  geht.  Werden  A  und  B  den  gedach» 
ten  Bedingungen  gemäss  bestimmt,  so  findet  sich: 

i?  =  tg«'.£  +  i&(L+^tge')fi*  60) 

Für  4  =  o»  wird  r\  =  £ ,  und  daher: 

£=(tg«'  +  *6(L  +  ^tgO»)», 

 t  

"""tgt'+WL+^tgO» 

t 

Ein  Näherungswerte  för  a  ist  r— 7,  da  im  zweiten  Glieds  des 
Nenners  der  kleine  Faktor  6  vorkommt.  Wir  können  daher  setzen: 


tg«'  +  46(X,  +  ^tgf')^ 


61) 


Aus  der  Gleichung  60)  erhält  man: 


^  =  tgf'  +  6(L+^tgOI. 
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dti 

Setzt  man  darin  £=<d,  so  wird  ^|  =  tge,  daher: 

tgc  =  tgs'  +  6(L  +    tgf') »  62) 

Eodlicb  hat  man  noch: 

u>x  =  DE  +  a>.  63) 

$.  9. 

Bestimmung  der  Flugzeit. 

Die  Differentialgleichung  19),  welche  die  Beziehung  zwischen 
dt  und  dp  angibt,  kann  nicht  integrirt  werden.  Doch  lässt  sieb 
leicht  ein  genäherter  Werth  för  die  Zeit  t  aufstellen,  welche  ver- 
fliegst, wenn  p  sich  um  eine  gewisse  Grösse  ändert  Denn  setzt 
(Taf.  VIII.  Fig.  2.)  man  den  Bogen  BC  =  c  und  die  Geschwindig- 
keit in  £  =  e„  in  C=v„.  so  ist  nach  31)  und  21): 


coaep  V  L— ^tgq> 


Vf 


cost^V"  L—Aigy 

Nimmt  man  an,  die  Bewegung  von  B  nach  Csei  eine  gleich- 
massig  verzögerte,  was  um  so  weniger  von  der  Wahrheit  abwei* 

eben  wird,  je  kleiner  der  Bogen  BC,  so  bat  man  <t—  '  ^  "t,  also 

 M> 

Um  fBr  r  einen  genaueren  Werth  abzuleiten,  betrachten  wir 
die  Zeit  t  als  Abseisse,  die  Geschwindigkeit  r  als  Ordinate  einer 
Curve,  deren  Gleichung  daher  durch  v=flt)  dargestellt  wird. 

/r+r 
vdt,  so  stellt  o  die 
v 

Fläche  BCED  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  dieser  Curve  vor.  Es  ist  daher 
aus  der  bekannten  Fläche  0  und  den  begrenzenden  Ordinaten  v,, 
vit  die  Abscissendifferenz  x  zu  bestimmen. 
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Cm  einen  bequemen  Aasdruck  fUr  diese  Fläche  so  erhalten, 
verlegen  wir  nach  DJ  die  Abscissenaxe  eines  Coordinatensystems 
und  nehmen  für  das  Curvenstück  DE  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  folgende 
Gleichungen  an : 

y  =  Ax  -I  Bx*  +  Cx*,  \ 
d»  \  66) 

Für  x  =  0  wird  ^|r=tg£,  für  x  =  x  wird  y  =  v,  ^=tgö,  daher 
haben  wir  aar  Bestimmung  von  A>  ß,  C  folgende  Gleichungen: 

tgö  =  /*+2£t  +  3Ct*, 

Hieraus  findet  sich: 

Ät«  =  3v  —  rtgö— 2t  tgf,  >   67) 

CT»=T(tg£  +  tg0)-2v,  ' 

Flache  DJE=z J%Tydx=  J**  {Ax+Bx*+Cx*)dx 

«  o 

=  t5(6^t  +  4I?t»  +  3Ct»). 
Werden  die  Werthe  von  A,  B,  C  eingesetzt,  so  ergibt  sich: 
Fläche  DJE=\TV  +  hx*(\zt—\%6)=  *  -  rWtgÖ- tg$), 

Fläche  BCED  =  BCJD—  DJ£=tvr~  t(Py-t>,>  +  iWtgfl-tgÖ. 

ö  =  Mo,  +  0>+iWtg0-tgÖT»  68) 

Um  die  Winkel  £  und  6  zu  bestimmen,  suchen  wir  den  Werth 

des  Difierentiatquotienten   ^j.     Nach  21)  ist  v*  =  | •  L—^Ap 

Nimmt  man  beiderseits  die  Logarithmen  und  differentiirt,  so 
findet  man: 

und  erhält  mit  Zuziehung  der  Gleichung  19): 

Theil  XLVL  26 
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Dieser  Ausdruck  ist  die  Tungente  des  Neigungswinkels  der 
Beröhrenden  mit  der  Ahscissenaxe  für  die  Curve  v  =  f(t).  Das 
negative  Zeichen  sagt,  daas  dieser  Winkel  ein  stumpfer  ist.  Die 
Winkel  £  und  6  sind  die  Supplemente  der  «tumpfen  Winkel  für 
diejenigen  Punkte,  wo  p  =  tgg>  und  p  =  tgV  ist.  Wir  haben 
daher : 

se('2<E  .  sec*it> 

Mit  Beachtung  der  Gleichungen  64)  erhält  man: 

*g£  =  ^siny  +  ou,*   und   tgö  =  ^sin^  + 

tgd-tg^jrCsin^-sin^  +  Ä^-O.    .  .  .70) 

Wird  dieser  Werth  in  68)  eingesetzt,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  t  die  Gleichung: 

a  =  1  (vt  + 1>  „)  t  -f  Ar»    (sin  *  -  sin  <p)  +  b  (v4 »  -  e  *)]. 

Im  aufsteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  ist  9>>^  und  e,>tv 
desshalb  schreiben  *vir: 

a  ss  i  (t>, + ej  t  -  ^,t2    (sin  9  -  sin     +  6  (e,*-  Ol . 

2o*       t*  ff  (sin  (p— sin  4?)  -f  0(0,*  —  e/) 

T  —  ;  -f-  "5  •   .  —  • 

+  »,*       6  »/  + 

Da  das  zweite  Glied,  in  welchem  t*  vorkommt,  eine  ziemlich 
kleine  Grosse  ist,  so  können  wir  daselbst  für  x  den  Nfiherungs- 
werth  65)  setzen  und  erhalten: 

2tf     .         2a    V  riL/  v  .     sin?  — sintk 

Uebersicbtlicbo  Zusammenstellung  der  Formeln  zor 
Berechnung  der  Warfhöhe,  Wurfweite  und  Flugzeit 

{.  10. 

Um  die  Formeln  53)  für  die  Rechnung  etwas  bequemer  ein- 
zurichten, fahren  wir  die  Hiilfsgrösse  u  ein,  und  setzen: 

1  .  /L-^tgyA 
6»loSU-^tg9>/ÄM» 

dadurch  wird: 

tg  x  =  i(tgg>  +  tg^)  +  t(tg<p— tgtf,)ii 
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und 

3ucosx 


*.*[tgi(v-*)tgi(*-*a 

Ausserdem  setzen  wir  fiberall  statt  6  die  Constante  k  des  Luft- 
widerstandes, weiche  zu  b  in  der  Beziehung  steht,  dass 
(Siehe  }.  2.) 

Je  nach  der  Grösse  des  Elevationswinkels  a  unterscheiden 
wir  mehrere  Fälle. 

Ist  et  nicht  grosser  als  15°,  so  lässt  sich  die  Wurfhohe  B 
schon  durch  eine  einmalige  Anwendung  der  Formeln  53)  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  bestimmen ;  man  setzt  dann  p=a  und  ty=Q, 

Mao  berechnet  zunächst  A,  p  und  L  wie  folgt: 

*      1  <* 
p  =  tgo, 

Wenn  Meter  und  Kilogramm  zu  Grunde  gelegt  werden,  so  ist: 

±  =  3.3445,   g  =  9.81. 
Ap  entnimmt  man  aus  Tafel  I. 

A.    Aufsteigender  Ast.    (Taf.  VIII.  Fig.  7.) 

log«  s  9^8406  +  log(log2r^), 
tg*  =  ip(I  +  «), 

£f  =  wtgx. 

Man  geht  mit  [logtgi*  +  logtgi(cr— x)]  in  die  mit  A.  bezeich- 
nete Spalte  der  Tafel  II.  ein,  so  ist  das  zugehörige  B.  gleich 
l°g*[tg*xtgi(a-x)]. 

B.    Niedersteigender  Ast. 


logw,  =  9.58406  +  log  (log  ^i^), 


26» 
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<g*i  =ip(l~tii), 

1  *[fc*Mg*(«-*,)r 
A,  =  a,  tgx,; 

logttf  =  9^406  +  log(log^±^), 

tg  **  =  *(/'*  +  v) — i  to-p) «» , 
*g«t  = 

^-^^[tgiK-^tgiö^- 

A*  =  o^tgx*, 
^tf-ft-f-A,), 

j         +  Ap% 
4kp2 


P% 


C.  Flugzeit. 

Zeit  v.  ^4  bis  Z)  =r.    Bogen  ^Z>=o,    Gesehwindigk.  in  D  =  F,. 
„   „  D  „  E=:tlt      „     DE=<slt  »  M  £  =  Ft. 

„   „  E  „  C  =rt,      „     £C=ö«,  „  „  C=FS. 

«=6a«,  f, = yig. 

F,=  JSL«. 

cos  cVI+ 


1  /L  +  ^(g£\ 


log^=r  0.36222, 


COSf  V"L  +  ^tg«  * 
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2<»t     -  ,  /   2o»    \  •  r^-^s  ,  <g(8ipg— sin«)"! 

§  ii. 

Liegt  «wischen  15°  and  30°,  so  wende  man  folgende 

Formeln  an  (Taf.  VIII.  Fig.  8.): 

k  =  jjp  •  p  =  3.3445  p  » 
p  =  tg«, 

A.    Aufsteigender  Ast. 

log»  =  9.58406  +  log  (log  -£zZ^  - 

tg*  =  i(^  +  Pi)  +  i(p-Pi)M» 

ttcos*  

°  -  ^-iLtgiC«-»)  tg*(*-«i)]  ' 

A  =  atg«; 

log  «t  =  9.58406 + log  (log  h^Ap\ 
«8*1  =  iPi(I+«i); 

tf1COSX1  _ 

Aj  =  flitgxj, 
u>  =  a  +  at , 

B.   Niedersteigonder  Ast. 
logt/*  =  9.58406  +  logOog^T^). 
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logtta  =  9.58406  +  log(log^), 
%*==4(l>+ft)--*<p--ft)ifc. 

Äs  =  astgx,; 

log«.  =  9.58406 +  log(log^±^). 
'S*»  =  i(P*+p)—i(pt-p)ut, 

tg"*=P4. 

  r>*  M4  COS 

£  =  Ä  — +/l4). 


J 

"    4*p4  ' 

i 

CO 

1  +  J.  i- 

=  p4(l+27»), 

tt>, 

=  Ot  +  03-fa4  +  (», 

W 

C.  Flugzeit 

Zeit 

v.  J  bis  /> 

=  t, 

Bogen       =rj,    Geschirindigk.  in  D 

M 

»  D  „  E 

,,  DE=ol, 

w             F  =  P,. 

»» 

»  E  „  F 

FF=at, 

>»           »  F  =:t%. 

»» 

»  F  „  G 

=  *S> 

„    FC?  =  <t8, 

>»           »»  G  =  ty 

»» 

„  G  „  C 

=  T4, 

„    GC  =ö4, 
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o  =Mut  _     yy-  v  VW  


T  = 

2(J 

F  +  t?^8 

/  2c  yrF— t>i 

UW  L  «* 

o(sina — 8in«t)" 

Tt  = 

/  2*.  Vp,-F, 

= 

U.+t>J  L  *k 

+  Fj+PaJ' 

im«  ■  • 

/  2<r3  Vp*  — r» 
VrB  +  r8/  L  2Ä 

<7(sina  —  8in«i)~ 
+       pÄ  +  ra 

»4  = 

t^+F.+* 

/  2j4  yps-Fa 

Wf«/  L  2* 

o(sin  «  —  «in«)' 

§.  12. 

Betrügt  (Taf.VIU.Fig.9.)  der  Elevationswinkel  «  zwischen 
30°  und  45«,  so  wird  man  ihn,  um  sichere  Resultate  zu  erhalten, 
in  drei  gleiche  Theile  theilen,  wo  sich  dann  folgende  Vorschrif- 
ten för  die  Rechnung  ergeben : 

*     Xy  F  r 
o,  =  !«,      a%  =  i"» 
p  =  tga,    Jh  =  tgffi »   Pt  =  *gtf*> 

^  =  TWi  +  ^' 

A.    Aufsteigender  Ast. 

log  ti  =  9.58406  +  log  (log  :>  • 

tg*=:;(p  +  7>i)+i(p-/>i)«. 

■  MCOSX  

a  Ä  ™'*[tgt(«-«)tgi(^ajj ' 
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h  —  otg*; 

logti,  =9.58406 +  !og(log^^^?), 
*g*i  =  kiPi  +pt)  +t(pt  -/*,)«,. 


a,  =6/-. 


f/j  COS  X, 


>Pgi(«i-*i)tgi(»1-o2)] ' 

Äi  ==  Mg*i; 
logti,  ^  9.58406  4  log  (log,  L.  -), 

a,  =  6A  «»cos«« 

#  =  A+A,  +  Aa. 

B.    Niedersteigender  Ast 
log«,  =  9.58406  + log  (log  ^t^)f 

log«4  =  9.58406  -f  log  (log  j^^h 
*g*4  =  \(pi  +p*)  -  \(Pl  —Pt)^, 

^[tgi(«i-«4)tgi(x4-^)]' 

logMft  =  9.58406  +  log(logg^), 
tg*5  =  i(p+p,)-i(p-^)ua, 
ö*  =  6*  ttfl  cos  ** 

*5  =  fl6*gx»; 

tga«  =p6, 
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log  *,  =  9.58400  +  log  (log  x+^) . 

-AI.  «0C08XC 

«•-^^[tgi^-^tgidc,-«)' 
i 

tg*=p6(l+2Jo>), 
»i  =  ös  +  ffi  +  flft-M«*»» 

C.    Flugzeit    (Taf.  Vffl.  Fig.  9.) 

Zeit  v.  A  bis  />  =r,   Bogen  AD  =  tf,   Geschtrindigk.  in  Z)  =  »,. 
D  „  E=xlt      „    DE=olt  „  „E=vr 

£  „  jP  =         >»  =  0i»  »»  i»  ^*  =  Fi« 

H  „  J  =  0g,  „  M 

2d     ,  .  /  2o  y  rMi    ^(aina— eincQl 
T=  P+^i     VF  +  *i/  L  2*    +       F  +  t»!  _T 
2tf,    .  ,  /  2at  \9  roi  — p»  .  g  (»in  «i  ~  Bio««»)"! 
Tl=*7+^t     W+V  L  2Ä    +  +  J' 


»  »» 

ti  »> 

11  »» 

»»  t» 

M  »» 

»t  »» 
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* 

3  F,+f^  +e    F.+rJ  L    2*     +  F1+e,  J ' 

4  «^+»4    'UW  L   2^    +       *,  +  r4  J' 

T  -  xi/Jg<  ,VP»"  F,  .  g(*inr  ~sin«n 

$.  13. 

Nach  den  in  den  vorhergebenden  Paragraphen  gegebenen 
Vorschriften  sollen  nun  einige  Beispiele  gerechnet  werden. 

Ein  Vierundzwanzigpfönder,  dessen  Gewicht  27  Kilogramm 
und  Durchmesser  0,152  Meter  beträgt,  werde  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit von  300  Meter  unter  einem  Etevationswinkel  von 
15  Grad  abgeschossen;  man  soll  die  Wurfhöhe,  Wurfweite  und 
Flugzeit  berechnen. 

Hier  können  die  Formeln  des  §.  10.  angewandt  werden.  Die 
Rechnung  führen  wir  mit  fünfstelligen  Logarithmen*)  aus,  da 
solche  hinreichend  genaue  Resultate  gewähren. 

F=  J*.0M52,  Q  =  27,    F=300,  «=150,  ^  =  9.8I. 
log  In  =  9.89509  log  3.3445  =  0.52433 

2fog0.152  =  8.36368  +  log  Q  =  1.43136 

log  F  =  8.25877         +  Coropl.  log  F  =  1.74123 

logjfc  =  3.69692. 

Eine  Anschauung  der  Formeln  zeigt,  dass  im  Laufe  der 
Rechnung  die  Logarithmen  von  2A,  ik  und  6X:  nothwendig  sind; 
wir  wollen  sie  daher  sogleich  bestimmen: 


•)  Der  Verfasser  erlaubt  sich  hier  auf  seine  bei  Die  hl  in  Dartn- 
stadt  1866  erschienene  fünfstellige  Logarithmentafel  aufmerksam  tu 
machen,  welche  für  die  Interpolationsrechnungen  sehr  bequem  einge- 
richtet ist  und  auch  die  Logarithmen  ffir  Summe  und  Differenz  enthält, 
ohne  welche  viele  der  hier  vorkommenden  Formeln  nieht  bequem  be- 
rechnet werden  könnten. 
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§.  14. 

In  j.  13.  erhielten  wir  fär  einen  unter  einem  Elerationswiokel 
von  15  Grad  mit  der  Geschwindigkeit  von  300  Meter  abgeschos- 
senen Vierundzwanzigpfänder  folgende  Resultate: 

Abscisse  des  höchsten  Punktes   1880.56  Meter. 

Ordinate   „       „  „     (Wurfbohe)       268.02  „ 

Wurfweite   3650.23 

Länge  des  aufsteigenden  Zweiges  der  Flugbahn  1905.00 

„      ,,  niedersteigenden  „  „  1698.86  „ 

Zeit  zum  Zurücklegen  des  ersteren   7.1545  Sekuod. 

„     „  „  „   letzteren   ....  7.602  J 

Einfallwinkel   18°  47' 57". 

Um  die  Genauigkeit  dieser  Resultate  beurtheilen  zu  können, 
wollen  wir  die  Wurfhöhe  und  Wurfweite  auch  nach  den  Vor- 
schriften des  §.  11.  berechnen. 

Hier  haben  natürlich  o,  p,  k  und  L  die  gleichen  Wertbe 
wie  früher: 


a1=7°30/.  log  tg*,  =9.11943,  Pl  =0.13165,   APl  =0.2640. 
Für  den  aufsteigenden  Ast  ist: 

L-APl  =  1.4411 ,   *  =  11«  26'  0",   x,  =  3°  52'  17" . 

a  =  1045.87  A  =  211 520 

°i  =  834.56  A,  =  56.484 

u>  =  1880.53  H  =  268.004 

Diese  Werthe  unterscheiden  sich  von  den  obigen  nur  um  einige 
Centimeter. 

Für  den  niedersteigenden  Ast  bat  man: 

L  +  APl  =  1.9691,   »4=:3°40'34",   «I  =  ll013/0" 

und  Gndet  ferner: 

atz=  714.40  A4=  45.898 

o,  =  644.80  Aj  =  127.869 

o2+a,  =  1359.20  A,  +  A,  =  l73?76? 

log/>4  =  9.53148,  j>4  =  0.34000,  a4  =  18»  46' 42",   AP%  =  0.6929, 

L  +  4p4  =  2.3980,    x4  =  16°  53'  15",   «4  =  308.82,    A4  =  93.752, 
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» 

A*  +  A»-tA=267.519,   5=0.485,   w  =  1.43,   o2-rr/3+ö4  =  1668.0*2, 
iC|  =  1669.45,    IV  =  3549.98,   f  =  18°47'44". 

Hier  zeigt  sich  eine  stärkere  Differenz;  denn  die  Wurfweite 
fand  »ich  nach  der  früheren  Rechnung  einen  Viertelsmeter  grös- 
ser. Wörde  daher  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  verlangt,  so 
mtissten  bei  einem  Elevationswinkel,  der  nicht  beträchtlich  kleiner 
ist  als  15°,  wenigstens  für  den  niedersteigenden  Ast  die  etwas 
umständlicheren  Formeln  des  {.11.  angewandt  werden. 

§  15. 

Zur  Anwendung  der  Formeln  des  §.  12.  wollen  wir  die  Flug- 
bahn des  Vierundzwanzigpfü'nders  bei  der  gleichen  Geschwindig- 
keit von  300  Meter  und  dem  Elevationswinkel  von  45  Grad  be- 
stimmen. 

Hier  ist: 

«  =  45»,  p  =  1.00000,  Ap  =  2.2956, 
«,  =  30 ^  Pi=z  0.57735,  APl  =  1.2160, 
«,  =  15 ,       =  0.26795 ,    Ap2  =  0.5423, 

g  =  9.81,     log  k  =  3.69692,     L  =  4.4653. 

Man  erhält  die  folgenden  WTerthe: 

I.    Aufsteigender  Ast. 

logu  =8.82807      x  =38°  45' 40"      a  =1562.74      h  =1254.73 

log  M|  =8.49697      x,  =23   8  48       ot  =  85970      A,  =  367.53 

logtt,=8.33403      34=  7  47  35       a2=  636.53         =  87.12 

»=3058.97  #=1709.38 

2.   Niedersteigender  Ast. 
Iogo8  =  8.281ll   xa=  7°29'12"      os=  563.93  A,=  74.11 

log«4=8.32300  x4=22  45  10       o4=  577.61  A4  =  242.25 

log«ft=8.46229   xft=31   2  42       q6  =  679.82  Aft=531.99 

ös  T«4f  «5  =1821.36  MÄ4+^5  =  Ö4835 

^  =  147807   «„=55055'  8"  ^e=3.8202 
log«,  =8.53012   x(,=50°54'38v      0„  =  637.16  /<6  =  784.32 

fl,  +  o4  +  <*6  +     =  2458.52   A,  +  A4  -f  hs  +  h6  =  1632.67   £  =  76.71 

logJ=6.44965  «  =  51.15  to,  =2509.67  W=5568.64  e=56«40'13". 

Sollten  diese  Resultate  geprüft  werden,  so  konnte  man  den 
Winkel  a  in  vier  gleiche  Theile  tbeilen  und  a,  =  |o,  at  =  Ja, 

Tl.«l  XLYI.  27 
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cs  =  \a  machen.  Die  zu  dieser  Rechnung  notwendigen  Formeln 
lassen  sich  ganz  analog  denen  des  §.  12.  anschreiben. 


§.  16. 

Vermittelst  der  in  den  letzten  Paragraphen  erhaltenen  Zah- 
lenwerthe  lassen  sich  die  entsprechenden  ballistischen  Curven 
leicht  graphisch  darstellen.  Denn  man  kennt  von  mehreren  Punk- 
ten die  Coordiuatcii,  den  Tangentenwinkel  und  kann  ausserdem 
den  Krümmungshalbmesser  für  diese  Punkte  nach  der  Formel 
2£sec SÖ 

q  =  Jj—^i  ß  ura  80  'e'cn*er  berechnen,   als  der  Logarithmus 

des  Nenners  schon  im  Laufe  der  Rechnung  vorgekommen  ist.  Man 
setzt  der  Reihe  nach  6=a,  alt  a2,  also  tgd=p.  px,  p2> 

Im  höchsten  Punkte  ist  0  =  0,  also  0=  r-  Beim  niederste! 

MJ 

genden  Ast  erhält  man,  wenn  die  Tangenten winkel  wie  in  §.  7. 

'2£secs0 

genommen  werden  :    p  =  j^rj^B' 

Für  die  Curve  mit  dem  Elevationswinkel  von  15u  ist  nach  §.  14. : 


Abscisse. 

0.00 
1045.87 

1880.53 

2594.93 
3239.73 
3548.55 
3549.98 


Ordinate. 

0.00 
211.52 

268.00 

222.11 
94.24 
0  49 
0.00 


Tangentcnwinkel.  Krümmungs- 
halbmesser. 


15«  Ö'  0" 
7  30  0 

0  0  0 

7  30  0 
15  0  0 
18  46  42 
18  47  44 


9498  Meter  )  Aufsteigen- 
7087    „     )   der  Ast. 


5837 

5)86 
4914 
4890 
4897 


»> 


»» 


Höchst.  Punkt 

Niederstei- 
gender Ast. 


Für  die  andere  Curve  mit  dem  Elevationswinkel  von  45°  ist 
nach  §.  15.: 

Tangentenwinkel. 


Abscisse. 

0.00 
1562.74 
2422.44 

3058.98 

3622.90 
420051 
4880.33 
5517.49 
5508.64 


Ordinate. 

0.00 
1254.73 
1622.26 

1709.38 

1635.27 
1393.02 
861.03 
76.71 
0.00 


45°  0' 
30  0 
15  0 

0  0 

15  0 
30  0 
45  0 

55  55  8 

56  40  13 


0" 
0 
0 

0 

0 
0 
0 


Krümmungs- 
halbmesser. 

12974  Meter 
4716  „ 
2815 

2229 

2205 
2697 
4164 
6827 
7110 


>» 
>» 


|  Aufsteigen- 
|    der  Ast. 

Höchst.  Punkt 


Niederstei- 
gender Ast. 


Digitized  by  Google 


und  Cons/ruci/on  der  rivgbatm. 


Aus  den  Werthen  der  Krümmungshalbmesser  ist  ersichtlich, 
dass  die  stärkste  Krümmung  nicht  im  höchsten  Punkte,  sondern 
an  einer  anderen  Stelle  im  niedersteigenden  Aste  stattfindet.  In 
der  analytischen  Geometrie  nennt  man  in  der  Regel  denjenigen 
Punkt  einer  Curve,  für  welchen  der  Krümmungshalbmesser  den 
kleinsten  Werth  hat,  den  Scheitel  derselben.  Um  den  Ort  die- 
ses Scheitels  zu  bestimmen,  wollen  wir  zunächst  den  Tangenten* 
wiukel  für  diese  Stelle  suchen.  Dazu  dient,  wie  sich  durch  eine 
leichte  Rechnung  findet,  die  folgende  Gleichung: 

4sec<9         .    .  - 
J  sin  20  s 

Da  diese  transcendente  Gleichung  keine  direkte  Auflösung  zu- 
lässt,  so  kann  man  für  6  einen  Näherungswerth  B'  aus  dem  hier 
folgenden  Täfelchen  entnehmen  und  den  genaueren  Werth  von  8 
mittelst  der  folgenden  Formel  berechnen: 

6  =  *  f  SlnT  t 1  ~  *  cos  6' **' "  W  {L  +  A  tg  Ö'}1 ' 
1 


log  -z—r- 


p  =  5  01340,   log?  =9 


.87506. 


Die  Correktion  ist  dann  in  Sekunden  ausgedrückt. 

Für  die  erste  Curve  war  Z»=l. 7051;  dafür  Ö/  =  I8°I1'  n.  ö=18»  8'  2"; 
„  „zweite   „     „  L=4.4653;         0'  =  8  13  „  0=  8  13  42. 

Da  man  jetzt  den  Tangentenwinkel  kennt,  so  lassen  sich  nach 
dem  Früheren  auch  leicht  die  Coordinaten  des  Scheitels  berechnen. 


Täfelchen  zur  Bestimmung  des  Scheitels   der  ballt 

«tischen  Curve. 


0 

L 

5«  0' 

7.53 

20 

7.05 

40 

6.62 

6  0 

6.24 

20 

5.90 

40 

5.59 

7  0 

531 

20 

5.05 

40 

4.82 

8  0 

4.60 

20 

4.40 

40 

4.22 

9  0 

4.Ö5 

20 

3.89 

40 

3.74 

lö  0 

3.60 

Diff.  I' 


0 

L 

3.60  1 

n 

3.23 

12 

2.92 

13 

2.66 

14 

2.42 

15 

2.22 

16 

2^04 

17 

1.87 

18 

1.73 

'  19 

159 

20 

1.46 

21 

1.35 

22 

1.24 

23 

1.14 

24 

1.04 

25  " 

0.96 

D.ff.  r 


2.40 
2.15 

190 

1.70 
1.55 

1.40 
1.30 
1.65 

1.10 
1.00 
0.90 
0.85 
080 
0.75 
0.70 


0.62 
0.52 
0.43 
0.40 
0.33 

030 
028 
023 
0.23 
0.22 
018 
0.18 
0.17 
0.17 
0.13 


27« 
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Anhang. 
§  17. 

Die  dieser  Abhandlung  beigegebene  Tafel  I.  kann  noch  anf 
andere  Weise  gebraucht  werden.  Sie  gibt  nämlich  für  jeden 
Werth  der  Zahl  p  den  zugehörigen  Werth  von  A{p)y  welches 
die  folgende  Funktion  von  p  ist : 

Ap)  =  pV^I^^+lognat(^  +  ^HV). 

Nun  ist  : 

/ArVTF^=Const  +  V7+7*)]=Const.  + 

folglich  : 

y*  **  dx  vir** = i  y(xn)  -  a  (x,)i 

Durch  die  Tafel  I.  kann  man  daher  sehr  leicht  den  Werth  die- 
ses bestimmten  Integrals  finden. 

§.  18. 

Durch  die  Tafel  I.  lässt  sich  ferner  die  Parabel  sehr  leicht 
rektificiren.  Sei  der  Abstand  des  Brennpunkts  B  (Taf.  VIII.  Fig.  10  ) 
vom  Scheitel  A  gleich  q,  so  heisst  die  Gleichung  dieser  Curve: 

y*  =  Aqx, 

Die  Constante  ist  gleich  0,  wenn  die  Bögen  vom  Scheitel  aus 
gezählt  werden. 

..,.^(V|). 

Setzt  man  den  Leitstrahl  BC=r,  den  Winkel  ABC=vt  so  ist: 
^7  ,loftft     v  2öcosr 
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-  —  \  2co8P  _  1  —  conti  _  9v 
q~       1  +  cosv~~  1  +  coso      S  2* 

daher : 

5  =  q.A{i%\v). 


§.  19. 

Die  Tafel  I.  kann  endlich  auch  noch  dazu  benutzt  werden ,  um 
eine  Curve,  deren  Gleichung  y=f{x)  gegeben  ist,  näherungs- 
weise zu  rektificiren. 

Sei  OMJS  (Taf.  VIII.  Fig.  11.)  irgend  ein  kleinerer  Theil  der- 
selben, so  legen  wir  durcb  O  zwei  oeue  Coordinatenaxen,  paral- 
lel den  vorigen,  und  berechnen  den  Bogen  so,  als  gehörte  er 
einer  Parabel  an,  welche  durch  die  drei  Punkte  O,  M%  N  geht, 
und  deren  Gleichung  i^  =  «|-f  6£*  sei.  Die  Constanten  a,  b  wer- 
den so  bestimmt,  dass  die  Parabel  durch  die  Punkte  Af(d,  p) 

4it— -  v  v~ ~2tt 
und  iV(2d,  v)  geht;  diess  gibt  a=    ^    uni*  ^=  1  gd* 

Zur  Rektifikation  des  Parabelbogens  dient  die  Gleichung: 

dt  =  dl  ^l  +  (a  +  26|)». 

dz 

Setzt  man  a  +  26£  =  2,  also  d|  =  2£»  80  w',rd: 

*=Svt+i». 

j  v*j       i    i 

*  =  Const.  -I-  — j^1—  +  ^  /(*  +  V  1  +  x»)  =  Const.  +  ^  ^(x). 

Für  £  =  0  ist  x  =  o  und  für  £  =  2<5  ist  x  =  a-f-46^;  wird  das 
Integral  innerhalb  dieser  Grenzen  genommen,  so  findet  sich: 

4Ä*  =  ^(a  +  46d)— A(a). 

Nun  ist: 

4p— v  2v— 4ft  ...     3v— 4p 

46= — 32~r»    a  +  465  =  — 2d 


Soll  nun  eine  Curve  ABCDE....XYZ  (Taf.  VIII.  Fig.  12.), 
deren  begrenzende  Abscissen  z0  und  x*  sind,  rektificirt  werden, 

so  setze  man  — — —  =  d\  wo  n  eine  gerade  Zahl  sein  niuse, 
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dann  ist  xx  —  x0  +  ö,  x%  =     +  =        +  d.   Mao  be- 

rechnet jetzt  für  diese  sämmtlichen  Abscissen  die  zugehörigen 
Ordinaten  yaf  ylt  yt,  .... yn  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  ond 
bilde  die  ersten  und  zweiten  Differenzen  nach  dem  folgenden  Schema: 


J'VI 


x0 

Vo 

xt 

Vi 

Vt 

*S 

ys 

V* 

4sk 

tfn-a  yn-i 

Ay%-i. 

xn-\    yn-i  ä'yn-i 
4y»-i 

&n  yn 


Beim  Bogen  ABC  ist 

f*  =  yi-yo  =  ^o    «nd    v=.ya— 3To=^o+ ^i» 
v  —  2ji  =  ^'y0,   3v  — 4^=2^— <4'y0,   4p  — v=22^fy0— 

Analog  findet  man  diese  Werthe  beim  Bogen  CDE,  indem 
jeden  Index  um  2  vergrussert.  Setzt  man  ABC=St,  C/>E=t4, 
XYZ  =  sn,  so  ist: 


arc  ABCDE....XYZ  =  »4  +  «4  +  ....  + 

§.  20. 

Zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  wollen  wir  einen  elli- 
ptischen Quadranten  rektificiren. 
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Sind  die  Halbaxen  der  Ellipse  (Taf.  VIII.  Fig.  13.)  gleich  10 
und  5,  so  betest  ihre  auf  den  Scheitel  bezogene  Gleichung: 

yl  =  \  (20r  -  x% 

Atistatt  jedoch  diese  Gleichung  anzuwenden,  wollen  wir  zuerst 
auf  Etwas  aufmerksam  machen,  wodurch  gleich  eine  grossere 
Genauigkeit  erzielt  werden  kann. 

Die  Krümmung  der  Ellipse  ist  im  Punkte  A  am  stärksten 
und  nimmt  gegen  B  ab,  während  die  Krümmungen  der  zu  Grunde 
liegenden  Parahelbügen  mit  wachsenden  Abscissen  zunehmen. 
Denn  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  hat  zum  Ausdruck 
Csecs0,  wo  f  eine  Constante  und  ß  den  Neigungswinkel  der 
Tangente  zur  Abscissenaxe  bedeutet. 

Nun  wird  aber  ein  durch  drei  Puukte  eines  elliptischen  Bo- 
gens gelegter  Parahelbogen  sich  genauer  an  jenen  anschliessen, 
wenn  bei  beiden  Curven  die  Krümmungen  gleichzeitig  ab-  oder 
gleichzeitig  zunehmen,  als  wenn  bei  der  einen  eine  Abnahme 
und  bei  der  anderen  eine  Zunahme  stattfindet. 

Wir  transformiren  daher  die  Gleichung  der  Ellipse  (Taf.  VIII. 
Fig.  14.)  in  der  Weise,  dass  wir  die  kleine  Axe  zur  Abscissen- 
axe macheu,  wodurch  wir  erhalten: 


y  =  2  Vx(lO-ar). 

Was  das  Intervall  ö  betrifft,  so  wird  man  natürlich  die  gesuchte 
Bogenlänge  um  so  genauer  erhalten,  je  kleiner  6  angenommen 
wird.  Andererseits  würde  man  aber,  wenn  man  n  sehr  gross 
nehmen  wollte,  eine  unverhältnissmässig  langwierige  Rechnung 
auszuführen  haben. 

Wir  setzen  n=I0;  da  nun  xn  =  §>  aro  =  0,  so  wird  Ö  =  |. 
Sodann  erhalten  wir  die  folgende  Tabelle: 


»]  x  |  10— x  *(I0-:r) 


000 
10.5 
2  1.0 
31.5 
2.0 
2.5 
3.0 


f3 


3.5 


4.0 

4.5 
10|5.0  1 


10  0 

9.5 
90 
8.5 
8.0 
7.5 
7.0 
6.5 
6.0 
5.5 
5.0 


0.00 
4.75 
9.00 
12.75 
16.00 
18.75 
21.00 
22.75 
24.00 
24.75 
25.U0 


0.00000 
4.35890 
0.00(100 
7.14143 
8  00000 
8.66025 
9.16515 
9.53939 
9.79796 
9.94987 
10  00000 


4.35890 
1.64110 
1.14143 
0.85857 
0.66025 
0.50490 
0.37424 
0.25857 
0.15191 
0.05013 


log^/'y 

—2.71780 

0.43422h 

-^0.49967 

-0.28286 

9.45157. 

—0.19832 

-0.15535 

9.I913U 

—0.13060 

9  06323« 

—0.11567 

-0.10666 

9.00766» 

-0.10178 
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Es  bat  also  nur  der  Fehler  von  s%  einen  beträchtlichen  Werth, 
was  eioestheils  davon  herrührt,  dass  dieser  Bogen  zu  gross  ist, 
als  dass  die  Parabel  sich  sehr  nahe  an  denselben  anscbliessen 
konnte;  anderntheils  aber  davon,  dass  für  ar  =  0  der  elliptische 
Bogen  mit  der  Abscissenaxe  einen  rechten  Winkel  bildet,  wäh- 
rend die  Parabel  (deren  Gleichung  y  =  ax+bx*)  keine  zur  Ab- 
scissenaxe senkrechte  Tangente  haben  kann. 

Es  lässt  sich  desshalb  der  Bogen  s±  durch  die  Parabel  nicht 
so  genau  bestimmen  wie  die  übrigen  Bogen,  und  wollen  wir  diess 
nun  auf  einem  anderen  Wege  versuchen. 


§.  21. 

Ein  Mittel  zu  einer  genaueren  Berechnung  des  Bogens 
bietet  uns  der  in  §.  6.  angeführte  Satz  und  können  wir  die  danach 
abgeleitete  Gleichung  49)  benützen.  Doch  wollen  wir  den  Bogen 
in  zwei  Theile  zerlegen,  da  er  zu  gross  ist,  um  auf  einmal  mit 
genügender  Genauigkeit  erhalten  zu  werden.  Damit  übrigens  die 
beiden  Tbeile  AB  =  6l  (Taf.  VIII.  Fig.  15.)  und  BC=a%  nicht 
zu  ungleich  ausfalten,  setzen  wir  xx  =  \xt.    Es  ist  daher: 

*i  =  0.25  yi=iV39  =  3.l225 

Xi~xx  =0.75     *  ;/t—y,  =  2.8775 

x2  =  1.00  ;y2  =  60 

Bezeichnen  wir  die  Tangentenwinkel  in  den  Punkten  A,  B,  C 
durch 

<Pa>  <Pi>  <P*  «"d  die  Sehnenwinkel  BAD  durch  xft,  CBF 
durch  x,,  so  ist: 

_  4(5-*!)     19  4(5-*^)    8  yx 

*o=90°,    tg*  =  ^---&-'  =  -.   tg^=-^-^=3,    tgXo  =  ^. 

Setzt  man  Sehne  AB  =  clt  BC  =  cÄ,  so  ist: 


„  _  #i       _  _  y*—y\ 

1      smxo       *  sinx, 
Nach  Formel  49)  hat  man: 

*i  =ct  .^[tgi(<Po~Xo)tgi(«o-yi)],    <%=<**[tg4(a>,  -xJtgKx,-^] 

log  19= 1.27875           log  yi  =  0.49450  .     logyi  =0.49450 

log  yi  =0.49450            logg,  =9.30794  log  sin  Xq= 9.99861 

log  tg  Vi  =0  78425         log  tg  x0  =  1  09656  log  cx  =0.49589 
Vl  =  80°  40'  2"             xo  =  85«25'2IW 
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XXI. 

Eine  stereometrische  Schulaufgabe,  welche  zu  einer 
leichten  Inhaltsbestimmung  eines  Ellipsoides  fuhrt. 

Von 

Herrn  Hermann  Martus, 
Oberlehrer  an  der  KönigstnHtischen  ReaUrlmle  in  Berlin. 


Es  sei  (Taf.  IX.  Fig.  I.)  MPAA'P'  ein  Quadrant  eines  gra- 
den  Kreiscyiinders.  Man  lege  durch  PM  in  beliebiger  Richtung 
den  Schnitt  PBM,  trage  in  den  Kreisquadranten  PA  eine  Sehne 
CD  ein,  lege  durch  ihre  Endpunkte,  sowie  durch  ihren  Halbi- 
rungspunkt  L  Ebenen  parallel  der  Grundfläche  MAB,  so  sind  die 
entstehenden  Durchschnittsdreiecke  dem  rechtwinkeligen  Grund- 
dreiecke MAB  ähnlich,  weshalb: 

LO:LJ  =  AB:AM=*.r, 

also : 

T 

Ebenso  folgt: 

CD:/c=:LM:U  =  q:LJ, 

mithin ! 

und  deshalb  ist  der  Inhalt  des  bei  C  und  D  rechtwinkeligen 
Trapezes  CD  FE: 

t  =  LO.CD  =  -i.k. 

T 

Trägt  man  nun  die  Sehne  CD  mehrmals  hinter  einander  in 
den  Bogen  PA  ein,  so  ist  die  Summe  aller  solcher  Trapeze: 
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und  wenn  auf  PM 

Ek  =  h 

ist, 

1)  Zt  =  **A. 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich  fiir  die  durch  ihren  Berfihrungspankt 
halbirte  Tangente  CD',  dass  das  äussere  Trapez  C^FE* 

T  =  sJc' 

ist,  dass  also  die  Summe  solcher  berührenden  Trapeze,  deren 
Breite  stets  =  ist, 

2)  ST  =  t£A'  =  sh 

wird. 

Je  schmaler  die  Trapeze  werden,  desto  mehr  gehen  beide 
Summen  über  in  einen  Streifen  des  Cylindermantels : 

3)  Z  =  sh, 

und  dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  alle  Zonen  von  der  Hube  A, 
mögen  sie  nahe  bei  P  oder  bei  AB  sein,  immer  von  gleicher 
Grosse  sind. 

Sumroirt  man  alle  Zonen,   bis  die  Höhe  h  gleich  PM  —  r 
geworden,  so  findet  man  die  dreieckige  Figur  PAß 

4)  Ae  =  «", 

d.  h.  das  cylindrisch  gebogene  Dreieck  PAß  ist  doppelt  so  gros«, 
als  das  Grunddreieck  MAB. 

Die  Inhaltszahlen  dieser  von  einem  Ellipsen-  und  einem  Kreis- 
bogen begrenzten  FlSchenstücke  sind  frei  von  n. 

Macht  man  sowohl  die  inneren  als  auch  die  Susseren  Tra- 
peze zu  Grundflächen  voo  Pyramiden  mit  der  Spitze  M ,  so  haben 
erstere  alle  die  Höhe  o,  diese  die  Höhe  r,  und  deshalb  sind  die 
Summen  der  Pyramiden: 

2p  =  \Q-l'b    und    2P  =  lr.th, 

welche,  wenn  man  alle  den  Raum  PBMA  ausfüllenden  Pyra- 
miden addirt,  beide  für  die  zwischen  ihnen  liegende  Grösse  des 
Cylinderstücks  PBMA  liefern : 
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5)  Pe  =  Jr.ir  = 

d.  h.  das  vierseitige  Cylinderstü'ck  ist  doppelt  so  gross,  als  ein 
Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche  (MAß)  und  Höhe  (PN). 

Legt  man  durch  PIU  einen  zweiten  Schnitt  PB'M  jenseit 
PB,  so  folgt  aus  Formel  4)  durch  Subtraction  von  PAB'  und 
PAB,  dass 

PBB'  =  BB,.r  =  2A  MBB' ; 

und  wenn  man  den  Schnitt  durch  den  über  den  Quadranten  PAM 
erweiterten  Cylinder  diesseit  PA  führt,  so  hat  man  zwei  solche 
Cylinderdreiecke  zu  addiren.  Daher  gilt  auch  von  einem  Cylin- 
derdreieck,  worin  zwei  Seiten  Ellipsenquadranten  sind, 
dass  es  das  Doppelte  des  zugehörigen  Grunddreicks 
ist,  und  dass  der  zwischen  beiden  Hegende  Korper  das  Dop- 
pelte eines  Tetraeders  von  derselben  Grundfläche  und 
Hobe  ist. 

Beschreibt  man  nun  um  den  Grundkreis  einer  Halbkugel 
(Taf.lX.Fig.il.)  ein  beliebiges  Polygon  BB"B'....  und  legt  durch 
seine  Seiten  Cylinderflächen,  welche  die  Kugel  in  einem  Meri- 
dianquadranten  (PA,  PA' ,....)  berühren,  so  entsteht  eine  Cylin- 
derpyramide ,  deren  Mantel  doppelt  so  gross  wie  ihre  Grundfläche 
ist;  (nach  Formel  4)): 

6)  M  =  rZs-ru. 

wenn  u  den  Umfang  des  Polygons  bedeutet.  Für  jede  Zone  die- 
ses Mantels  gilt  (nach  Formel  3)): 

7)  Z  =  h2s=zhu; 

und  somit  haben  alle  diese  Körper  die  Eigenschaft  der  Kugel, 
dass  auf  ihren  Mänteln  die  Zonen  von  gleicher  Höhe  gleich  sind. 

Das  Volumen  der  Cylinderpyramiden  ist  das  Doppelte  der 
Pyramide  auf  derselben  Grundfläche  und  mit  derselben  Hohe. 
Eine  Halbkugel  gebort  auch  zu  diesen  Körpern. 

Zieht  man  in  der  erweiterten  Ebene  des  Aequators  einer  Kugel 
von  beliebig  gelegenen  Punkten  je  zwei  Tangenten  an  denselben, 
so  dass  eine  sternförmige  Figur  entsteht,  so  ist  auch  diese  (Taf.  IX. 
Fig.  III.)  Grundfläche  einer  Cylinderpy ramide,  von  welcher  alles 
Gesagte  auch  gilt. 

Da  die  Ecken  (A,  C,  E,  (?,...)  des  Sternes  eine  ganz  belie- 
bige Lage  haben,  so  kann  man  sie  auf  irgend  einer  Curve,  z.  B. 
auf  einem  Kreise  oder  einer  Ellipse  annehmen,  die  mit  dem 
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Aequator  der  Kugel  concentrisch  sind.  Dann  entsteht  (Taf.  IX. 
Fig.  IV.)  als  Cylinder-Doppelpyramide  ein  geripptes  Ellipsoid, 
dessen  Oberfläche  das  Vierfache  des  zackigen  AequatoriaUchnit- 
tes  ist. 

Macht  man  die  Construction  fär  sehr  viele  Punkte  jener  Ellipse, 
und  verlängert  man  jede  Tangente  über  diese  Ausgangspunkte 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  nächsten,  so  entsteht  ein  zweiter 
Stern,  der  mit  seinen  Spitzen  über  die  Ellipse  hervorragt  Je 
mehr  Zacken  diese  Sterne  haben,  desto  kleiner  wird  der.  Unter- 
schied ihrer  Inhalte;  wächst  die  Anzahl  der  Spitzen  bis  ins  Un 
endliche,  so  nähern  sich  beide  dem  Inhalte  der  Ellipse  und  die 
Volumina  der  zugehörigen  gerippten  Eilipsoide,  von  denen  das 
eine  kleiner,  das  andere  grosser  ist  als  das  Ellipsoid  mit  glatter 
Oberfläche,  haben  das  Volumen  des  Ellipsoides  zur  Grenze,  so 
dass  sich  Tür  dieses,  wenn  die  gegebene  Kugel  den  Radius  c,  und 
die  um  sie  gelegte  Ellipse  den  Inhalt  nah  hat,  ergiebt: 

*l  1  .\nab .  c  =  tnabc. 


XXII. 

Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Funktion 

in  Faktoren. 

Von 

Herrn  Professor  C,  A.  Bretschneidcr 

am  Gymnnaintn  %n  Gnthit. 


Die  im  Archiv  in  diesem  Theile  S.  32.  enthaltene  Mittheilung 
des  Herrn  Franz  Muller  in  Prag  hat  mir  eine  schon  vor  Jahren 
gemachte  Bemerkung  in  das  Gedächtnis»  zurückgerufen,  welche 
auf  elementarem  Wege  erkennen  lässt,  ob  eine  ganze  rationale 
Funktion 
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Fx  —  a0xn  +  «,  x*~l  +  a^x*-2  + ....  -f  On-\  ar  +  an 
einen  Faktor  von  der  Form 

<p(XP)  —  C0  (xP)m  +  C,  +  Cm-l 

besitzt  oder  nicht.    Bildet  man  nämlich  die  Hülfsfunktionen : 

fxx  =  a0xn  +  apx»~P  +  a2Px*-*P  +  ... 

f2x  =  «i  x*-1  +  ap+ix«-?-1  +  a*p+ixn-*P-1  +  .... 

f3x  =  rtaarn-2+r?p-|.2a:"-P-a-f-a2p+2aB-^-a  +  .... 


=  ap-.ix»-Pil  +  ö2p-i.T"-2P+l  +  o3p-ia:n-3J»+1  +  .... 

und  sucht  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dieser  p 
Funktionen,  so  ist  letzterer  der  gesuchte  Faktor  (p(xP).  Der  Be- 
weis dieser  Behauptung  ist  höchst  einfach.    Setzt  man 

Fx  =  <p  (xP) .  tyx , 

wo  y  von  der  Form 

r\>x  —  b0x°-Pm  -f  bt  xn-Pm~l  +  b2xn-P'n-'1  +  ....  +  An-pm-fi.c  f  A«_pm 

ist»  und  entwickelt  das  Product  <p(arP).i/;j:,  so  erhält  man  jeden 
CoefOcienten  a  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  b  und  c,  und 
die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  die  Funktio- 
nen fx  liefert  sofort: 

fxx  =  y(xP).tyxx, 
frz  —  <p(xP).yiX, 


fpx-  q>{xP).H>vx\ 

in  welchen  Ausdrücken  die  tyx  ganze  rationale  Funktionen  von 
der  Form: 

X  ==  <*!  X*~Pm  +  0,  *)  +  y,  xn-p(0i-l)  _|_  .... 

VtX  =  cej^-P"»-1  +  ^^-l-p(w-l)  4.  yt  j*-l-p(m-*)  J. .... 


tf/pX  =  apa:«-^-1)-?"«  -f  ßpX^-'P-^-P^-1^  +  yp  j*-(*-*)-p<'»-*>  -f  .... 

und  die  Coefücienten  «i , &%} .... ap'i  ßi* ß& ••••  ßp\y\> yp  5  u»  s.  w«  be- 
ziehungsweise mit  den  Coefficienten  b0,b1t ....  6  p— i,  6p,6p-fi, ....  fap_i, 
62p,  6*p+i  6ap-t  u.  s.  w.  identisch  sind ,  daher  denn  selbstver- 
ständlich 
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yx  =      +      +  yzx  + ....  +  %>vx 

sein  muss.    Ist  also  z.  B.  gegeben: 

Fx  =  3z4  +  2a:4-l<k*— IOa:4+a:H8a*-2x3  +  10**— + 

und  man  will  untersuchen,  ob  Fx  einen  Faktor  von  der  Form 
c0  +  C|  x1  \  ctx*  -f —  besitzt,  so  bilde  man  die  Hülfsfunktionen  : 

=  3*»-  \0x7  +  o:4  — 2a:3  — o:, 

und  ermittele,  ob  sie  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen. 
Die  Division  liefert  fiir  denselben  den  Werth  (o:4— 3*»—  1),  so 
dass  man 

Fx  =  (x4  -  3ar«  —  1 )  (3*«  +  2-r4  -  a:3  -  4 a*  +  o: — 2) 

erhält.    Hätte  man  zu  versuchen,  ob  die  Funktion 

Fx=3x1,-5j->°— 2a;»-8*H14*r-12jr«+lH*4+24a:>— 3o:H3a:+18 

einen  Faktor  der  Form  c0  +  c, a*3  +  c,a:4  +  ... .  besitze,  so  bilde 
man  die  drei  Hülfsfunktionen: 

fxx=  3a:11—  8a:8—  12a-4— 3jt«, 
/*r=  —  5a:10  +  I4ar  +  18a:4  +  3*. 
/Jar=  — 2a:4  +  Oo:4  +  24a*  +  18, 

und  ermittele,  ob  sie  sämmtlich  einen  und  denselben  gemein- 
schaftlichen Faktor  besitzen.  Man  findet  den  Werth  (x6—'&r*  —  3) 
als  Faktor,  der  sowohl  fxx  und  foxt  als  auch  fxxf  und  f%x  geraein 
ist,  und  erhält  somit: 

Fx  =  (x4— 3*3  -3)(3ar4-5ar4-2a:3  +  6). 

Ebenso  würde  sich  für 

Fx  =  •ir«-4x»-8xT  +  15a:4  -  10a:4  -f  22a:4  +  3ar3+24x*  -  15a-  -45 

durch  successive  Zerlegung  in  zwei  und  sodann  in  drei  Hfilk- 
funktionen  der  Werth 

Fx  =  (a:»-5)  (2a:3  -3)  (x*  -  2x3  +  x*  -  x  -  3) 

ergeben 

Ist  es  auch  mit  Hülfe  der  höheren  Algebra  immer  möglich, 

p 

zu  ermitteln,   ob  eine  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form  Vm 
besitzt,  so  dürfte  doch  das  hier  angegebene  Verfahren  bei  seiner 
ganz  elementaren  Natur  immerbin  nicht  ohne  Werth  und  wenig- 
stens beim  Unterrichte  in  den  Elementen  der  Algebra  recht  brauch 
bar  sein. 
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XXI  II. 

Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke  und  Zerle- 
gung derselben  in  Gleichungen  niederer  Grade. 

Von 

Herrn  Professor  W.  Sehoenborn 
in  Krotoachin. 


C.  A.  Kletke  hat  in  seiner  Schrift:  De  polygonoruni 
regularium  aequationi bus.  Breslau  1833,  so  weit  dem 
Verfasser  bekannt,  zuerst  auf  elementar  geometrischem  Wege 
die  Gleichungen  für  die  Seiten  der  regulären  Vielecke  entwickelt. 
Die  Gleichungen  für  das  reguläre  10-,  14-,  18-, ....  34- Eck  werden 
a.  a.  O.  p.  2—7  dadurch  gefunden,  dass  man  in  dem  Bestimmungs- 
Dreiecke  des  betreffenden  Vieleckes  den  Basis- Winkel  in  eine 
gewisse  Anzahl  gleicher  Theile  theilt,  deren  jeder  dem  Winkel 
ao  der  Spitze  des  Dreiecks  gleich  ist.  Ein  ähnliches  Verfahren 
befolgte  der  Verfasser  dieser  Abhandlung  in  deren  erstem  Theile 
bis  §.  9.,  indem  er  die  Gleichungen  suchte,  die  zwischen  den 
Seiten  eines  Dreiecks  statt  haben,  in  welchem  ein  Winkel  das 
mfache  eines  andern  Winkels  ist ;  dadurch  gelangte  er  zu  den 
Sätzen  in  §.  4.,  5.,  aus  ihnen  folgen  als  besondere  Fälle  die  Sätze 
über  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Seite  und  Diagonalen 
der  regulären  Vielecke  geben.  —  Der  zweite  Theil  der  Abhand- 
lung von  §.  10.  ab  betrifft  die  Zerlegung  der  gefundenen  Gleichun- 
gen in  Gleichungen  niederer  Grade.  Der  eine  hierzu  angewendete 
Satz,  dass  nämlich  die  Gleichung  des  regulären  2(4n  +  1)-Ecks 
eich  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  Seite  x  den  Werth  V  ar-f'i 

einsetzt,  läset  sich  sehr  leicht  erweisen,  wenn  man  auf  die  Glei- 
x*n+\  —  1 

ebung  ~— j —  =  0  zurückgeht;  deswegen  ist  in  §.  10.,  11.  auf 

diese  Gleichung  zurückgegangen  worden.  Beweist  man  den  Satz 
auf  eine  andere  Art  direct,  so  bedarf  es  der  Zuhilfenahme  dieser 
Gleichung  nicht. 

Thtil  XLV1.  29 
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1 


5  •• 

Die  GrSssen 

0\ ,    a% t    er»,  ....  o«,  .... 

'i »  ••••  '»» ••••  c 

seien  in  der  Art  von  einander  abhängig,  dass  zwischen  ihnen  die 
Gleichungen 


gelten;  man  kann  dann  jedes  t,  jedes  a  als  bestimmt  ansehen, 
so  wie  t\,  ax,  c  gegeben  sind.  Ist  ferner  an,  in  oder  eine  Function 
beider  Grössen  durch  a, ,  tlt  c  ausgedrückt,  so  wird  man  0*41, 
tn+i  oder  die  entsprechende  Function  beider  Grossen  erhalten, 
so  wie  in  dem  betreffenden  Ausdrucke  <?, ,  tt  mit  at,  vertauscht 
wird.  Bezeichnet  man  die  Function  tn  —  er»  mit  Fn»  so  ergeben 
die  Gleichungen  in  (1): 

~  _*>«-Qi«    c'.f,  f,+c 

«i     +  «i    *(ai*-<i*)(o« -*!)-€»./,.  T 

9~      o,      +  o»   '  (V  -  -  c».  I, +c)* 

Die  Werthe  F5,  F6  zeigen  ein  Gesetz,  das  sich,  wenn  man 

o,      T  a,  iVw 
annimmt,  wie  folgt  ausdrücken  läsat: 

-*i*-fli*  ,  c*-*i  <i.rt.-»+c».Z,-i 
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Auch  F4  ist  nach  diesem  Gesetze  gebildet,  da  es  ja  auch 
_  '1*—  Qi*  ,  c«.*!         fr.c  +  cM 

ist. 

Nimmt  man  an,  die  Gleichung  (2)  sei  recht  für  alle  Werthe 
von  «,  von  n  =  4  bis  n  =  w,  und  versteht  unter  §„,  das,  was 
aus  25»,  Nn  wird,  ivenn  man  darin  a2,  an  die  Stelle  von  Oj,  f, 
setzt,  so  ist : 

(3) 

Nach  der  Annahme  ist: 

f^-o^    c»./,   Z,-i  c».t,  Sn-2 

folglich : 

setzt  man  diesen  Werth  in  (3)  ein,  so  ergiebt  sich: 

d.  b.  eine  Gleichung,  die  sich  aus  (2)  ergibt,  wenn  man  darin 
n  +  1  statt  n  setzt.  Die  Gleichung  (2)  gilt  also  für  alle  Werthe 
von  n,  die  =  oder  >  4  sind. 

Fuhrt  man  das  Zeichen  Vn=^  ein,  so  kann  man  statt  (2) 
auch  setzen: 

_       — Ol1  —  C*   C^fl,    . 

09* 
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da  nun  auch 


r*-*  =  +  — — .  V«-i 


ist,  so  ergiebt  sich: 


_  tt*  —  «ia  —  ca  c* 


oder,  wenn  man  das  Zeichen  J#  = 


einfährt : 


=  .  

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (4)  erhalt 


(4) 


Fm  =  J\l 


M  -  •. 


oder  es  lässt  sich  f «  als  Ketten bruch  darstellen,  dessen  einzelne 
Glieder  subtractiv  sonst  aber  =^  ßind,  -dessen  Rndglied  abeT 

jjr  oder        ist,  je  nachdem  w  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist 


§.  2. 

Versucht  man  Fn  als  Quotienten  darzustellen,  setzt  F„z= 


(wobei  also  Zn,  iVn  eine  andere  Bedeutung  haben  als  bisher),  so 
ist  wegen  Gleichung  (4): 

F       (<,»-  aS  -  c*) .  Zn-i  -^.cVW,-» 

d.  h.  man  findet: 

iV«  =  a1.Z»-2;    Z.s=(f,«-a1*-ct).Z«.t-a|.c-t.iV^4.  (5) 

Soll  also  Fn  als  Quotient  gefunden  werden,  so  braucht  man  nur 
den  Dividendus  desselben  zu  suchen,  der  Divisor  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  at  in  den  zu  Fn~*  gehörigen  Dividendus.  Aus  deo 
Gleichungen  in  (1)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

Za=  a,*+f|C, 

/^=-h*  +  «i,(2«ia  +  cÄ)— «i4  +      [-     +  (a»«  +  c*)], 
Z«  =— <ifl  +  f-,4(3"i*  +  2c«)  -  ^,2(3fl,*  +  2a,  V*  +  c*)  + 

+  <i  c .  [-  <,  •  +  *(2a! * + 2c»)  -  (0l  *  +  «,  *c*  -f  c*)], 
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Zö  =  -  tx 8  i  f,  8(4a,2  +  3ce)  —  f,4  (6o, 4 -f  6a,2c2  +  3c4) 
+  *i  *  (4a,  8  +  3*,  4c2  +  2o,  ^  +  c8)  —  a, 8 
+  Uc- [—  <iö  +  'i4(3(7,2  +  3c«)  -  /,*(3ff,4  +  Aafc*  +  3c4) 

♦  (a^a^^a,*«« +  <?■)!, 

Zlo=  -       +  ^8(5fl,a  +4c*)  — <1«(10fll4-H2ol»c2  +6c4) 
+  /l4(10«l«  f  l2a,4r«  +  9ffIV4  +  4c«) 
—  <i*(5ai8  +  4<r,8c2  +  3a,  V»  +  2a,2c8  +  c8)  +  a,lu 
+  t\c[—  'i8  >  'i6(4a1*  +  4c2)  -  f,4(6a,4  +  Oo^c2  +  6c4) 
+  /,  *(4«,  8+6f7, 4c«4  6o,«c44  4c8)-(a,  8  r/i,  8c2+a,  4c4+o,  2c8+c8)], 

Nach  Analogio  dieser  Gleichung  kann  man  bilden: 

m 

£*,=  £.<■(- l)»t>.  fnm . a,2"«  +  (»-        .  (n-  m),  .n,2»»-2.  c2 

ii 

+  (n—i2)m-*.(n  —  m  |-  I),.«!,2»»-4.  <*  +  .... 

+        *)«_.. (n  — m  f  *—  1  )..«,*»-*•. c2- 

+  (»— *—  l)m-.-i .  (n— mi  +  *)»+i .  a12«-«#-*.c«*fa 

+  ....  +  («  —  \)m.c*m] 

i  /,  .c.i<»(-  1)«. !,«■-»■•[(«— 

f  (;i-2)m_.2  («-m  +])l.r7l««-4.c» 

+  (n  -  3)(B_3 .  (n  —  m  +  2)4 .  u,2*-8 .  c4  +  . . . . 

+  (w  —  *)m-..(w  —  m  -f-  *  —  l),_i.  ff,2»-2»  c2*-2 

+  («—*  —  l)m-«-i  .  (n  —  m  +  »), .  o,  «*•-«•-•  .  c2« 

+  ...+(>I— l)m-l.C2"»-2J. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  n,  den  Binomial-Coefäcienten 

n 

(»0  ixt  =1,  n_,=0);   das  Zeichen  £m  bedeutet,  man  sollein 

i) 

dem  folgenden  Ausdrucke  dem  m  der  Reihe  nach  die  Werthe 
0,  1,2,3,.  ..n  ertheilen  und  die  so  erhaltenen  Grössen  addiren. 
Man  findet  alsbald,  dass  die  Gleichung  (ft)  richtig  pei  für  n  =  2, 
3,  4,  5.  Vermiige  der  Gleichung  (5)  kann  man  aber  Z,in\i  be- 
stimmen, so  wie  Z211  und  Zin~'i  gegeben  sind.  Führt  man  die 
Rechnung  aus,  so  erhält  man  für  Zinyi  einen  Werth,  der  sich 
aus  Gleichung  (6)  dadurch  crgie.ht,  das«  man  darin  n -f  l  statt 
n  setzt.  Die  Rechnung  ist  ohne  Schwierigkeit;  durch  wiederholte 
Anwendung  d.er  Gleichung  (n  f  0)*  +  (»1  -f  g)u-\  =  (n|(/+  I)*  las- 
sen sich  die  Glieder,  die  in  gleiche  Potenzen  von  a, ,  <, ,  c  mul- 
tiplicirt  sind,  addiren.  Man  erhält  z.  B.  als  das  Glied,  welches 
in  <l«n-2mfflr|2m-2*  +  2,c«j  multiplicirt  ist,  abgesehen  vom  Factor 
(— I)-  die  Grosse: 
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(n  -  *)«_•+! .  (n  -  m  +  s  -  2).  +  (n  -  *)OT_.  .(n  —  m +*—!). 

+  (»  —  *+  lJm-.+i.Cn— m  -M— 2),_i  —  (n-i)B_,.(n-m  +  i-2)M 

=  (»  -  *)«-.+ i.(n -m  +  *— 2).  -f  (n  —  *)m_,.(n— m  |i- 1). 

+  (n— *)«-«fi.(n— m  +  i— 2)_i 

=  (n — s)m-»+i :.  (n  —  m  +  s  —  1),  +  (n— i)m_.  .(n-m-ff-l), 

=  (n  —  #  +  l)»-n.+i.(n— m-f  1)., 

d.  b.  eine  Grosse,  die  man  aus  dem  entsprechenden  Gliede  in  (8) 
erhält,  «renn  man  in  diesem  m  +  1  und  «-f  I  statt  im  and  n  setzt. 
Die  Gleichung  (6)  lässt  sich  aber  auch  einfacher  schreiben: 

(7) 

Zs„=  ^K-!)"»*1.«,**-*«».-?.  [(ns)m—.(n-m+s-  l)..a,*»-*c*]l 

0  o 

-t-c./,.i«i{(-l)«./I*"-««.5«[(n-i)m_..(n-m+«-]).-i.oJ  *»-**.c*-»]l. 

1  i 

Entwickelt  man  die  VVcrthe  von  Z,  deren  Zeiger  eine  ungerade 
Zahl  ist,  aus  den  Gleichungen  in  (I),  so  erhalt  man: 

Za=-«,»  +  ^(a,*  +  c»)  4-  a,  [<,«-a,*], 

«5  =  -/,»  +  /,»(2a,*  +  2c*)-*,  (a,4  +  a,  V  +  c4) 

+  a,  [<14-f,*(2aI*4-c«)  +  a1*], 

Zr  =  —  /, T  f  f, 5  (3a,  *  -f  3c«)  —  /, »  (3a,  4  +  4a, «c*  +  3c*) 

+  al[f,«-f1*(3a,«  +  2cs)+  /,*(3a,*  f  2a,VHc*)-fl,4]. 

Z9  =  —  <, 9  +  *, 7  (4a, «  +  4c«)  -  /, 5 (Ga, 4  +  9a,  *c*  +  6c4) 

+^a(4a1«f6aI4c2+6a,M+4c«)-^,(ainoi6c*fa14c4+aIV+c*) 
+  oi  [/ts — <i  6  (4a, »  +  3c2)  +  <,4 (6a,4  +  6a, «c«  +  3c4) 

—  f,  *  (4a, « + 3aj4c«+2a,  ««Hc«)  +  a,  ■]. 

Beachtet  man,  dass  z.  B.  in  Z0  die  ungeraden  Potenzen  von  t\ 
in  dieselben  Factoren  multiplicirt  sind  wie  in  Z,0,  wenn  man  im 
letztern  Ausdrucke  vom  Factor  c  absiebt,  dass  aber  die  geraden 
Potenzen  von  f, ,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  dem  Factor  av 
dieselben  Factoren  haben  wie  die  geraden  Potenzen  von  tx  in  2%< 
so  ergibt  sich  als  allgemein  giltig  die  Gleichung: 
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(8) 

Za«+,=im{  (-i)**!.^»— £.  [(n-s)m-..(n-m+s)..al*— *•.<*>]  \ 

o  0 

o  o 

Uebrigen«  lässt  sich  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (8)  direct  et- 
weisen,  wenn  man  den  bei  Gleichung  (7)  angedeuteten  Beweis 
auch  hier  durchfahrt. 

Hätte  man  die  Werthe  von  Zn  nach  Potenzen  von  aj  geord 
net,  so  würde  man  statt  der  Gleichungen  (7),  (8)  erhalten: 

(9) 

Zin  =  (-!)■+*.  1-1  (£•  [(-1  )-H.(m-l  )..(«-*)._„,. 

O  0 

-fl~«l[(-l)'»+*.(m-l)..(r»-i-l)n_ni.r1a*-^.c«H-J])|f 
(10) 

o  o 

+  (-1 )»+» .  £»|  a,4»-*" .  St  [(- 1)«+«.  ro. .  (*-*)„_,.  Ij*»- **H .  c2*] }. 

o  o 

Die  Gleichungen  (7)  —  (10)  nehmen  eine  viel  einfachere  Form  an, 
wenn  zwei  der  GrOssen  4,  alt  c  einander  gleich  werden.  Sind 
p,  ff  absolute  ganze  Zahlen,  so  ist: 

(I +*)-!>=:  S.[(-l)*.(p +*-!)..*•]; 

o 

(1  +        =  S*  [(- 1)».(9  4-0—1)«.«']; 

o 

(1+ *)-</»+?)  =  &[(— l)"».(^  +  9  +  w— 1)M.«W], 

o 

folglich  ist: 

[(?  +* -  l ).. (^  +  m -* -         =  (#>  +  7  +  m - 1).  (A) 


Setit  man  in  dieser  Gleichung  p=zn  —  m,  q=n— m  +  1,  so  geht 
ms  Ober  in: 

5 .  [(n — m  + 1  - 1 ). .  (n  -  ,)„_,]  =  (2n  -  m)  w .  (B) 
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Setzt  man  in  (A)  ein  p=zq=zn  —  m  +  1,  so  ergibt  eich: 

2 .  [  (n  -  m  + $). .  (n  -  i)m-J  =  (2»  -  m  + 1 (C) 

o 

Ana  (A)  folgt: 

m-l 

+  x— 1)..  (<7  +  m— t— 2)m_._i]  =  (;?  +  7  +  m— 2)m_, 

o 

oder 

5  •  [(p  +  #  -  2)_i .  (q  +  m  - 1  - 1  )m-.]  =  (p  +  v  +  m  -  2)„-i , 


und  macht  man  hierin  p  =  q=zn~ m  +  I,  so  folgt: 


£ .  [(» — mi  +  s  -        .  (n  -  «)„_.]  =  (2n  -  «)«_!.  (D) 
i 

Wegen  der  Gleichungen  (B),  (C),  (D)  gehen  die  Gleichungen  (7) 
und  (8)  in  dem  Falle,  wo  at  =  c  ist,  über  in: 

(II) 

Zun  —  1)»»+,.(2W  — W)m.«i2n-2TO.  «!*•"] 

o 

-f  lm[(— |)»».(2n  —  w)w-i.<1an-*»+I .  fl!**-1], 

(12) 

Zu+i  =     im[(-l)».+t.  (2«  -ro  +!)„.<!  ai*»] 

o 

-I-  Im  [(—  1)»».  (2n  —  m)«.  <| *»-*»• .  o,2»*1]. 
o 

Sind  /> ,  9  absolute  ganze  Zahlen ,   q  >  /> ,  so  ist : 

o  o 

(1 -*)-<»-*>  =  £~[(q-p  fm  — !)„,.*•"], 

folglich : 

2,[(K-\y.p..(q  +  m  —  s  —  \)m-.]  =  (q~-p  +  m-\)m.  (E) 

o 

Für  f>  =  m  —  1 ,  q  —  n  -  m  +  1  geht  (E)  über  in : 

2s  [(-!)•.  (m-l)..  («-!)«,-.]  =  (»i-m  +  l)«.  (F) 
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Setzt  man  in  (E)  p  =  m,  q  =r  n  —  m  +  p  ein,   so  ergiebt  eich  : 

l)*.m..(n -i)£_.]  =  (n  —  m)m  (G) 

o 

Aus  (E)  folgt: 

m£  l[(-l)-.p..(?  +  m-*-2)»_.-i]  =  (7-p  +  m— 2)m_i, 

o 

und  dieee  Gleichung  geht  fBr  p  =  m  —  1,  f  =  n  —  m+p  über  in: 

mi\  [(_  1)..  (m  _  1).  (»  _      1)— =  (»-m)—i.  (H) 

ii 

Da  man  in  (9),  (10)  (n— *)»_.  statt  (n-i)^,  (n— j— l),»_-i 
statt  (w  —  f-I)„_w  netzen  kann,  so  gehen  beide  Gleichungen 
wegen  (F),  (G),  (H)  in  dem  Falle,  dass  f,  =c  ist,  über  in: 

(13) 

Z*.  =  (- 1)«+« .  £m\(—})>»[(n-m  +  l)m4  (»-m)i«-i] .  a1*—*»V" }, 

(14) 

Z2«+i  =  (-1)». !«[(- l)»».(n-iii  +  l)m.  „,»—*»+». 

o 

+  (—  l)»+i . !«[(—  l)-.(n— m)m.  Oi*»-*». 

o 

Beide  Gleichungen  nehmen,  weil  jetzt  einzelne  der  Coefficienten 
0  werden,  eine  noch  einfachere  Gestalt  an,  man  ve? gleiche 
darüber  §.  6. 

Anmerkung.  Zu  ähnlichen  Gleichungen  wie  in  (7)  — (10) 
gelangt  roao,  wenn  man  statt  von  den  Gleichungen  in  (1)  von 
folgenden  Gleichungen  ausgeht: 

fli»''a         _    <»fC*  an-i.c2 

Fflr  den  Zweck  dieser  Abhandlung  genügen  die  Gleichungen, 
die  in  §.  1.  und  §.  2«  entwickelt  sind.  Sollen  aus  den  in  der  An- 
merkung  erwähnten  Gleichungen  die  folgenden  Sätze  über  regu- 
läre Vielecke  hergeleitet  werden,  so  kommt  es  darauf  an,  den 
Nenner  von  tn  durch  alt  tlt  c  auszudrücken. 
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§.  3. 

Im  Dreiecke  ABC,  dessen  Seite  AB  mit  c  bezeichnet  wird, 
ziehe  man  durch  A  eine  beliebige  Transversale  ACX ,  lege  an  ACX 
in  A  den  Winkel  ABC=z  QAC*  an,  so  dass  CXAC%  und  ABC 
auf  derselben  Seite  von  ACX  liegen,  an  AC±  lege  man  wieder 
denselben  Winkel  =  C*ACZ  an,  an  AC*  wieder  und  so  fort, 
mache  also  ABC  =  CXAC*  =  C*ACt  =  (\ AC\  =  C\ACt  = .. 
bezeichne  die  Strecken  der  Transversalen  von  A  bis  zum  Schnitt 
punkte  in  BC  mit  t  und  dem  zugehörigen  Zeiger,  setze  also 
^0,  =  «!,  ACt  =  tt,  AC9=t9,  AC4  =  t4  =  ....,  bezeichne  fer- 
ner ÄCi  mit  a,,  BCi  mit  aa,  ÄCf  mit  a3  ,  so  ist: 

^QACtCOlCiAB,  bCtACiCOjiCtAB,  AC,4Qe\}&C,4*.~ 


Uass  die  entsprechenden  Gleichungen  für  <4,  <iA,  a6,  .  - 
gelten,  wenn  ACb,  AC6,....  innerhalb  des  Winkels  CAB  liegen, 
bedarf  keines  Beweises ;  es  frSgt  sich ,  in  wie  fern  die  Gleichun- 
gen noch  gelten,  wenn  die  Transversalen  ausserhalb  des  Winkels 
liegen.    Nach  der  Figur  ist  AC9  die  erste  ausserhalb  liegende 
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Transversale.  Es  ist  A  C^co A  CbABt  folglich  ^=|=^. 

Soll  diese  Gleichung  den  früheren  entsprechen,  so  muss  C6C6 
=  o6— <?6  sein;  also  muss  a6  =  BC^  als  negativ  aufgefasst  wer- 
den. Dass  a6  negativ  ist,  folgt  auch  daraus,  dass  C0  auf  einer 
Seite  von  B  liegt,  die  der  Seite  entgegengesetzt  ist,  auf  der 
C, .  C^,  C4,  Q  liegen.  Die  nächste  Transversale,  die  man 
erhalt,  wenn  man  an  ACb  den  Winkel  C6Ay7  =  ABC  anlegt,  muss 
Ober  ^  verlängert  werden,  damit  sie  BC  schneide.     Es  ist 

A  C6AC,  co  A  C6AB,  folglich  ^  =  ^  =  ^"-^,  mitbin  ist  ne- 

gativ,  wie  jede  Transversale,  die  erst  in  der  Verlängerung  über 
A  die  BC  schneidet;  a7  ist  positiv,  denn  C7  liegt  mit  C\  auf 
derselben  Seite  von  B.  Legt  man  an  Ay7  den  Winkel  y7Ays 
—  ABC%  so  ist  wieder  A  C7AC8  oj  A  C7AB,  und  folgt  ebenso, 
dass  /e  negativ  sei.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlösse  über» 
zeugt  man  sich,  dass  jedes  o,  dessen  Endpunkt  mit  dem  End- 
punkte von  O]  auf  derselben  Seite  von  B  liegt,  als  positiv,  jedes 
a  dagegen ,  dessen  Endpunkt  auf  der  anderen  Seite  von  B  liegt, 
als  negativ  anzusehen  Ist;  ebenso,  dass  jede  Transversale,  die 
erst  in  der  Verlängerung  Aber  A  die  Seite  BC  schneidet,  nega 
tiv  zu  nehmen  sei.   Somit  erhält  man  folgenden  Satz: 

Zieht  man  in  einem  Dreiecke  ABC  durch  eine  Ecke  A 
eine  beliebige  Transversale  ACi9  legt  an  diese  auf  der 
Seite,  wo  der  Winkel  ABC  liegt,  in  A  einen  Winkel  an 
=  ABC,  an  den  neuen  Schenkel  wieder  denselben  Win- 
kel und  so  fort,  bezeichnet  die  Strecken  dieser  Geraden 
von  A  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  BC  der  Reihe 
nach  mit  /, ,  t*,  ts  welche  Grossen  als  posi- 
tiv oder  negativ  zu  betrachten  sind,  je  nachdem  der  zu- 
gehörige Schenkel  selbst  oder  erst  seine  Verlängerung 
über  A  die  Linie  BC  schneidet,  bezeichnet  die  Entfer- 
nungen der  Schnittpunkte  der  verschiedenen  Transversa- 
len mit  BC  von  B  respective  mit  alt  o2,  o8  >a%i.... 

welche  Grossen  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten 
sind,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  mit  Ct  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  B  liegen,  versteht 
unter  c  die  Seite  AB,  so  finden  zwischen  diesen  Grös- 
sen die  folgenden  Gleichungen  statt: 

(15) 

4    -C,<1  i  —  ct*         4  _c  *a  4  _C.ln-\ 

t*-—,    h-  a% .        flI .  ••••  «■--J^f 

"«-— —   aB-—--  >  «4=  —  -  ",  .  a-=  a~^~'" 
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Statt  den  Winkel  ABC  an  ACX  selbst  anzulegen,  kann  er 
auch  an  die  Verlängerung  von  ACX  über  A  und  wiederholt  wei- 
ter angelegt  werden,  natürlich  in  derselben  Richtung  wie  vorher. 
(Also  jetzt  läge  ytAy%  und  ABC  auf  verschiedenen  Seiten  von 
ACX).  In  der  Sache  und  den  Gleichungen  ändert  sich  Nichts 
weiter,  als  dass  schon  tx  als  negativ  zu  betrachten  ist. 

•  * 

Anmerkung.  Hätte  man  ABC  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  ACX  wiederholt  angelegt,  so  hatte  man  erhalten: 

AC,/4C2cv>  &C2AB,    bCtACsOO^CtAB  u.  *.  w., 

und  wäre  zu  den  Gleichungen: 

  Q\  ♦  <|  ♦  C    <hrj*  •  C  Qq-l.  tn—l-C 

  Ol  •  c*  a^.c*  «w-l.C* 

gelangt. 


,  •••• 


§.  4. 

Die  Gleichungen  in  (15)  stimmen  mit  den  Gleichungen  in  (I) 
uberein;  es  werden  also  auch  Tür  die  Grössen  in  (15)  alle  die 
Gleichungen  gelten,  die  wir  in  §.  1.2.  ermittelt,  insbesondere  die 
Gleichungen  (7)  —  (14).  —  In  den  nun  folgenden  Anwendungen  der 
vorhergehenden  Sätze  wird  die  erste  Transversale  nicht  mehr 
beliebig  gezogen,,  wir  nehmen  als  erste  Transversale  entweder  Hie 
Seite  AC  oder  deren  Verlängerung  über  A,  so  dass  im  Allge- 
meinen ti  in  6,  ffj  in  a  übergehen  wird.  In  dem  Falle,  wo  die 
erste  Transversale  in  der  Verlängerung  von  AC  liegt,  ist  nach 
dem  vorher  Gesagten  tt ,  d.  h.  b  negativ  zu  nehmen.  Ist  in  einem 
Dreiecke  ABC  der  Winkel  BAC '  =  n.  ABC,  wobei  n  eine  ganze 
Zahl  ist,  und  man  wendet  auf  diesen  Winkel  das  Verfahren  in 
§.3.  an,  so  wird  tn  =  an,  d.h.  F„  =  0.  Fn  aber  wird  =0,  so 
wie  Zn=0  ist.  Setzt  man  also  in  den  Gleichungen  (7)  —  (10) 
Z»  =  0,  so  drückt  die  dadurch  erhaltene  Gleichung  aus,  in  wel- 
cher Abhängigkeit  sich  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einander 
befinden,  in  dem  der  Gegenwinkel  von  n  das  nfache  des  Gegen- 
winkels von  6  ist.  Allein  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  in  dem  zwischen  a,  ß  den  Gegenwinkeln 
von  a,  b  die  Gleichung 

a  +  4m .  R  —  n.ß 
gilt,  wenn  nur  mf  n  absolute  ganze  Zahlen  sind.    Denn  beschreibt 
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man  in  der  vorigen  Figur  um  A  und  B  Kreise  mit  gleichem  Ra- 
dius, trägt  von  y  aus,  dem  Punkte,  in  dem  die  Peripherie  AC 
trifft,  einen  Bogen  yylt  der  den  Winket  ABC  misst,  wiederholt 
auf,  so  kann  man  bei  dem  Auftragen  des  Bogens  mehrmals  die 
Kreisperipherie  zurückgelegt  haben,  es  ist,  so  wie  ynd  (6  ist  der 
Punkt,  in  dem  AB  die  Peripherie  trifft)  =  yyx  wird,  A  ACnB 
gleichschenklig;  also  AC»  =  C\B  und  Fn  wie  Zn  =  0.  Somit 
erhält  man  folgenden  Satz: 

Sind  o,  ß  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  «  +  4m.  R  =  n.  ß  gilt,  worin  wi,  n  absolute 
ganze  Zahlen  sind,  m  auch  0  sein  kann,  so  druckt  die 
Gleichung  Z„=0  [(7)  —  (10)]  die  Abhängigkeit  aus,  die 
zwischen  den  Seiten  a,  b,  c  dieses  Dreiecks  statt  findet, 
wenn  man  in  der  Gleichung  <,  mit  6,  a,  mit  a  vertauscht. 

Den  Winkel  ABC  kann  man  auch  statt  an  AC  an  die  Ver- 
längerung von  AC  wiederholt  anlegen;  ist 

o +2/2  =         so  wird  tn  —  am,  also  ZÄ  =  0 

Aber  auch,  wenn  durch  das  nmalige  Anlegen  des  Winkels  ß  oder 
durch  das  Auftragen  des  ihn  messenden  Bogens  die  um  A  con- 
struirte  Kreisperipherie  wiederholt  durchlaufen  ist,  es  wird,  wenn 

a  +  2ft  +  4mR  =  n.ß  ist,  £,=  0«,  also  Z»  =  0  sein. 

Demnach  ergiebt  sich  noch  folgender  Satz: 

Sind  o,  ß  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  a  +  2(2m  +  1)i?  =  n.ß  gilt,  worin  m,  n  abso- 
lute ganze  Zahlen  sind,  m  aber  auch  0  sein  kann,  so 
drückt  die  Gleichung  Z.s=0  [(7)  -(10)]  die  Abhängig- 
keit aus,  die  zwischen  den  Seiten  a,  b,  c  dieses  Drei- 
ecks statt  findet,  wenn  man  in  der  Gleichung  tt  mit  —6, 
o,  mit  a  vertauscht. 

§•  6. 

Zählt  man  die  Seite  eines  regulären  «-Ecks  mit  zu  seinen 
Diagonalen,  so  bat  das  Vieleck,  je  nachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade ist,  in  oder  4(n  — 1)  an  Grosse  verschiedene  Diagonalen, 
deren  kleinste  die  Seite  selbst  ist.  Denkt  man  um  das  Vieleck 
einen  Kreis  beschrieben,  so  kann  man  die  Diagonalen  als  Seh- 
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12  3 

nen  betrachten,  die  zu  Bogen  gehören  =-,  der  Kreis« 

n    n  ii 

peripherte;  man  bezeichne  die  Sehnen  respective  mit  xx ,  ac%y  xz,.^ 
so  dass  xm  die  Sehne  ist,  deren  kleinerer  zu  ihr  gehöriger  Bogen 

=  -  der  Kreisperipherie  ist.    Ist  m  >  3,  so  ist  statt  crm  stet« 

Xn—m  zu  setzen.  Die  pte  Diagonale  eines  regulären  »-Ecks  ist 
also  Xp\  die  Diagonalen  sind  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem 
die  Zeiger  gerade  oder  ungerade  sind. 

Verbindet  man  drei  Ecken  eines  regulären  n-Ecks  durch 
Gerade,  und  ist  xm  eine  Seite  des  dadurch  entstandenen  Drei- 
ecks, so  ist  der  Gegenwinkel  der  Seite  =  —  R  oder  =^n~m-  R. 

n  n 

Sind  xm,  xp,  xr  die  Seiten  eines  solchen  Dreiecks,  w/as  nur 
geschehen  kann,  wenn  entweder  m+p  +  r  =  n  oder  etwa  m=p+r 
ist,  so  lassen  sich  die  Winkel  des  Dreiecks  bestimmen;  so  wie 
zwischen  zweien  derselben  eine  der  in  den  §§.  4. ,  5.  erwähnten 
Gleichungen  statt  findet  (offenbar  hat  man  dabei  nur  unbestimmte 
Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  m,  p,  r  und  p,  v  zu  beach- 
ten, wenn  man  p,  v  statt  der  Grossen  m,  n  in  den  §}  4.  und  5 
setzt),  so  hat  man  in  der  Gleichung  Zp  =  0  eine  Gleichung  zwi- 
schen diesen  drei  Diagonalen  des  Vielecks.    Die  Untersuchung 
über  solche  Dreiecke  lassen  wir  aber  hier  bei  Seile  und  betrach- 
ten im  Folgenden  nur  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Basis  eine 
der  Diagonalen  des  Vielecks,  deren  gleiche  Seiten  Radien  des 
um  das  Vieleck  beschriebenen  Kreises  sind.    Da  aber  in  diesen 
Fällen  nur  die  Gleichungen  (11)— (14)  zur  Anwendung  kommen, 
die  besonders  im  Falle,  dass  Z«  =  0  gesetzt  wird,  eine  einfachere 
Gestalt  annehmen,  so  wollen  wir  diese  zuerst  suchen. 

Wird  in  (11)  Zt»  =  0  gesetzt,  so  lässt  sich  die  Gleichung, 
wenn  man  b,  a  statt  ilt  at  setzt,  wie  folgt  schreiben: 

(16) 

Zz„  =  -£«[(-  1)«.  (2n  —  m)m .  a2™ .  b^-%m\ 

o 

-  Im  [(  - 1 )«» .  (2n — m)m-i .  a*»-1 .  6*"-*«+1]  =  0. 
Statt  (12)  erhält  man : 

(17) 

-  £»[(—  l)*.(2ft~m+  J)ai.c*-.62«-*'«+»] 

o 

-  £m  [(- 1)« .  (2n  — m)-  fl*»+* .  6*»-*»]  =  0. 

o 
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Was  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  betrifft,  so  lassen  sich  in 
ihnen  die  Grenzen,  zwischen  denen  sich  m  bewegen  kann,  enger 
ziehen.  Es  wird  (n  —  m)m  =  0,  so  wie  n  <  2m  wird;  ist  also 
n  =  2v,  so  kann  m  in  der  Gleichung  (13)  nur  die  Werthe  0,  1, 
2,  3,....v  annehmen;  ist  n  =  2v  +  l,  so  ist  v  +  1  der  Grenz- 
werth, den  m  nicht  übersteigen  kann.  Beachtet  man  noch  den 
allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor,  mit  dem  man  zu  dividiren 
hat,  weil  der  Ausdruck  =0  ist,  so  geht  (13),  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  über  in: 

(18) 

Ztvt  =  !)».[(2n~m  +  l)m  +  (2n-ifi)«-i].a«»-^.6^}=0. 

o 

(19) 

Z»(«._i,  =  l)».[(2n-m).+(2n-m-))*_i].o*-*-.6*-l=0. 

O 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  (14)  die  Gleichung: 

020) 

Zt«+i  =  (£«[(— 1)«.  (n+ 1  —m)m.  a»-*'"+i .  b*») 
o 

KM-1) 

—  tm  [(-!)"».  (n— m)».  fl«-2m.  62H-H]  =  0. 
o 

* 

§•  7. 

Es  sei  ß  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r,  in 
demselben  sei  Xp  die  pte  Diagonale  eines  regulären  n-Ecks  ~AC, 
man  ziehe  BA,  BC,  so  entsteht  ein  Dreieck  ABC,  in  dem 

ß  =  ^R,    «  =  y=^=^Äist;  soll  für  dieses  Dreieck  der  Satz 
n  n 

in  §.  4.  Anwendung  finden,  so  muss  sich  m,  $  ganzzahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass 

4. oder  4n+1=?e^±i) 

n  ti  ti 

ist  Dazu  ist  also  erforderlich,  dass  n  eine  gerade  Zahl  =  2v 
sei;  ist  dieses  der  Fall,  so  erhält  man  als  Bedingungsgleichung: 

(4m+l).v  =  p.(2r+  1)  (A) 

Ist  also  v  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  die  Gleichung  (A)  er- 
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fallt,  wenn  man  s  =  V~  *,  p  =  4wi-f  1  (r/i  kann  jede  ganze  Zahl 

sein)  setzt;  Zr  - 1  =  0  wäre  also  die  Gleichung,  die  zwischen  a>, 
a 

d.  h.  einer  (4w-fl)ten  Diagonale  des  regulären  2vEcks  und  dem 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  gilt.  Ist  v  eine  Primzahl, 
60  giebt  es  für  s  keinen  kleinern  Werth  als  den  genannten,  durch 
den  die  Gleichung  (A)  zu  erfüllen  wäre;  ist  v  ungerade,  aber 
keine  Primzahl,  so  wird  es  für  einzelne  Werthe  von  p  (aber  der 
Werth  p  =  l  gehürt  nie  dazu)  möglich  sein,  der  Gleichung  (A) 
auch  durch  kleinere  Werthe  von  t  zu  genügen.  —  Hieraus  ergiebt 
wich  folgender  Satz: 

Setzt  man  in  der  Gleichung  Z„  =  0  ((16),  (17))  2,  ran 
die  Stelle  von  6,  o,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleichung 
die  Abhängigkeit  an,  die  stattfindet  zwischen  jeder 
(4m  +  l)ten  Diagonale  (also  auch  der  Seite)  x  des  regu* 
läreo  2(2«  + 1)- Ecks  und  dem  Radius  r  des  umschrie- 
benen Kreises. 

Soll  auf  dasselbe  Dreieck  ABC  der  Satz  in  §.  5.  angewendet 
werden,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  sich  m,  s  ganzzahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass  durch  diese  Werthe  der  Gleichung 

*<*. +  = 

11  Jl 

genügt  wird.  Damit  dieses  der  Fall  sei,  muss  n  gerade  =  2v 
sein,  dann  erhält  man  die  Gleichung: 

(4m+3).v  =  p.(2*  +  1)  (ß) 

Ist  also  v  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  (B)  erfüllt  durch  s=v~-, 

p  =  4m  +  3  (m  kann  jede  ganze  Zahl  sein).  Beachtet  man  das 
über  Gleichung  (A)  Gesagte  und  §.5.,  so  ergiebt  sich  folgender 
Satz:  b 

m 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  6  mit  — x, 
a  mit  r,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleich  uns  Zu  —  0 
die  Abhängigkeit  an,  die  statt  findet  zwischen  jeder 
(4m  +  3)ten  Diagonale  x  des  regulären  2(2» +  1)- Ecks 
und  dem  Radius  r  de»  umschriebenen  Kreises. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  offenbar  zu  folgendem  Satze 
vereinigen : 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  6  mit  x, 
a  mit  r,  sucht  die  Wurzeln  der  so  erhaltenen  Gleichung 
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Z„=0,  so  finden  sich  anter  den  positiven  Wurzeln  die 
s&mmtlichen  (4m+l)ten  Diagonalen  des  regulären  2(2«+l)- 
Ecks,  unter  den  negativen  Wurzeln  aber  befinden  sieb, 
wenn  man  dieselben  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
versieht,  sämmtliche  (Am-\  3)te  Diagonalen  dieses  Vielecks. 

Ein  reguläres  2  (2tt -f  l) •  Eck  hat»  wenn  man  vom  Durchmes- 
ser des  Kreises  als  Diagonale  absieht  (bei  diesem  als  Basis  er- 
hält man  keio  Dreieck,  kann  also  die  Sätze  aus  §.  4.  und  §.  5. 
nicht  anwenden),  2n  an  Grosse  verschiedene  Diagonalen,  davon 
haben  »  gerade  Zeiger,  die  andern  »  ungerade  Zeiger.  Die  Glei- 
chung Z»=0  [(16),  (17)]  ist  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  n;  da 
sich  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  alle  Diagonalen  mit  unge- 
radem Zeiger  finden  müssen,  so  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
reell.   Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichungen: 

(21) 

» 

Z2»  =  0=  V*<4»+i)=        [(—  1)".  (2n  -  m)m.r**jc*—*»] 

—  £m  [(-  1)- .  (2»  -  m)m-i .  r*— 1 .  3r*«-*»+»], 

Z2«fi=0=V2(4«fS)^  1  )m  •  (2n — m  +  1)M .  r*« .  x*—****1] 

o 

-  £m [(-  J )■» .  (2n -m)*.r*»+i. , 

o 

so  sind  dieselben  siromtlich  reell ;  ordnet  man  die  posi- 
tiveo  Wurzeln  der  absoluten  Grösse  nach,  so  erhält  man 
dadurch  die  1,  5,  9,  ....  (4m  +  l)te  Diagonale  des  regu- 
lären 2(4»  +  1)-  [resp.  2(4»  + 3)] «Ecks;  giebt  man  den 
negativen  Wurzeln  das  Vorzeichen  -f>  ordnet  sie  dann 
ebenfalls  der  Grösse  nach,  so  erhält  man  dadurch  die 
Werthe  für  die  3,  7,  11, ....  (4m-|-3)te  Diagonale  des 
selben  Vielecks. 

Gleichungen   der  regulären  2(2»  +  1)- Ecke. 

6-Eck:  .r—r  =  0, 

10-Eck:  ar1+xr-r*  =  0, 
14-Eck:  a:«r— 2ar*+r»  =  0, 

18-Eck:  x*  +  x*r— 3**r»— 2ar»  +  r«  =  0, 

22-Eck :  **— x+r— 4x*r*  +  3**rs  +  3:rr«  -  r»  =  0. 
Theil  XI/VI.  30 
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26-Eck:   *«  +  *«r— 5*«r»— 4*V^*M  +  3aT*-r«=ö, 

30-Eck:   x7rx*r— &r*ra+ ß*4''  +  10:rM— 6arV— 4rr«+rr  =  0. 

34-Eck :   x*  +  ^r-7*«r»— 6ar»r»  +  15**r* 

+  lOx'r*  -  10x V  -  4xrr  +  r»  =  0, 

38-Eck:   x9— 8jf'r«+7dr«rs+21x8r4—  I5*V 

-  20r»r«  +  10.r*r7  +  5xr«— r*  =  0. 

42-Eck:  xl0+x*r— kr8»*— 8*rr«-f  28jr«r4 

+ 2 1  **H>  -  35^r«  -  20r  V  +  lta*r>  +  5  *r»-r">  =  0. 

u.   8.  w. 


j.  8. 

Die  Frage,  in  welchen  Fällen  für  einzelne  Diagonalen  eines 
regulären  2(2»+ I)- Ecks  einfachere  Gleichungen  gelten  als  die 
in  §.  7.  gefundenen,  tritt  in  dem  Falle  auf,  wo  2»+l  keine  Prim- 
zahl ist.    Ist  2»  +  l  =  m.*,  wo  m  wie  s  ungerade  Zahleo  sind, 
die  zunächst  keinen  gemeinsamen  Factor  haben  mögen,  so  wer 
den  sich  sämmtlithe  Diagonalen  des  2m-  wie  des  2*- Ecks  al» 
Diagonalen  des  2(2» -f  I) -Ecks,  also  auch  die  ungeraden  Diago- 
nalen der  ersten  Vielecke  als  ungerade  Diagonalen  des  2(2»-f-I)- 
Ecks  finden.    In  dem  Falle  nun,  dass  m,  $  beides  Zahlen  von 
der  Form  4p  +  1  sind,  ist  die  sie  Diagonale  des  2(2»  -f  1)-Ecks 
die  Seite,  also  erste  Diagonale  des  2m« Ecks;  ebenso  ist  jede 
(4v  +  l).*te  Diagonale  des  2(2«  -f-l)-Ecks  die  (4v  +  l)te  Diago- 
nale des  2m- Ecks.    Beachtet  man,  dass  die  Gleichung  (21)  alle 
ungeraden  Diagonalen  des  betreffenden  Vielecks  als  Wurzeln 
enthält,  sonst  keine  andern,  so  ergiebt  sich  aus  den  vorstehen- 
den Betrachtungen  und  ähnlichen  für  den  Fall,  dass  entweder  m 
oder  $  oder  beide  von  der  Form  4/* +  3  sind,  folgender  Satz,  tu 
dessen  Verständniss  noch  zu  beachten  ist,  dass  unter  umgewan- 
delter Gleichung  eines  Vielecks  die  Gleichung  verstanden  wird, 
die  man  aus  der  Gleichung  des  Vielecks  dadurch  erhält,  dass 
man  darin  — x  statt  x  setzt: 

Ist  2»  -f  1  z=z  m.s  (es  haben  m,  t  keinen  Factor  gemein) 
und  es  sind  m  und  s  beide  von  der  Form  4p  -f  ] ,  so 
enthält  die  Gleichung  des  regulären  2(2n-f  J)- Ecks  (21) 
als  Factor  sowohl  die  Gleichung  des  2m-,  wie  des  2i- 
Ecks;  sind  m  und  s  beide  von  der  Form  4p -f  3,  so  ent- 
hält die  Gleichung  des  2(2n-f  ])-Ecks  die  umgewandelte 
Gleichung  des  2m-,  wie  des  2* -Ecks  als  Factor;  ist 
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m  von  der  Form  4f*  +  1  >  *  von  der  Form  4f*-f3,  so 
enthält  die  Gleichung  des  2(2»  +  1)-  Ecks  als  Factor  die 
Gleichung  des  2*- Ecks  und  die  umgewandelte  Gleichung 
des  2;/i-Ecks. 

Im  Wesentlichen  ändert  »ich  die  Sache  nicht»  wenn  m  und 
s  einen  Factor  gemeinsam  haben;  ist  z.  13.  2«  -f  1  =  tt*.wt.*,  so 
ist  immer  noch  jede  (4v+  1)p.?»te  Diagonale  des  2(2» -f- 1)- Ecks 
die  (4v+l)te  Diagonale  des  2p.s-Ecks;  es  wird  sich  also  in  der 
Gleichung  des  2(2» -f- 1)- Ecks  entweder  die  wirkliche  oder  die 
umgewandelte  Gleichung  des  2fi.s-Ecks,  wie  die  des  2p. m- 
Ecks  als  Factor  finden,  nur  darf  man  daraus  nicht  schliessen, 
dass  das  Produkt  beider  Gleichungen  sich  als  Factor  in  der 
Gleichung  des  2(2»  +  !)- Ecks  finden  werde. 

Beispiele.  Wir  setzen  den  Radius  =1.  In  der  Gleichung 
des  18- Ecks  ist  die  umgewandelte  des  6- Ecks  enthalten,  sie  ist: 

=  (*  +  l)(a:8-3a:+l)  =  0. 

In  der  Gleichung  des  30-Ecks  findet  sich  die  des  6-  und  die  um- 
gewandelte des  10  Ecks;  sie  ist: 

=  (x  —  1)  (**— x — 1 )  (x*  +  x3  ~  4    -  \x  +  1 )  =  0. 

In  der  Gleichung  des  42 -Ecks  findet  sich  die  umgewandelte  des 
6-  und  des  14-Ecks;  sie  ist: 

=  (*+ 1)  (x*+x2-2x—  1)  (xG-^-furHG^H&r2-^- 1) =0. 
In  der  Gleichung  des  50- Eck  findet  sich  die  des  10- Ecks;  es  ist: 

x n  +  *n_  U^io  _  IßT»  +  450:«  \ -36a? -  84a:«  -  56a:*  +  70a:*  +  35a* 

—  2Ia;*-6a:  +  1  =  0 
=  (x* + x  - 1) .  {x 10  -  10a:8  Y 35a:«  +  x*  -  50a:4 -  5a:3  +  25** -f  5a:— 1). 

In  der  Gleichung  des  70- Ecks  ist  die  Gleichung  des  14-  und  die 
umgewandelte  des  10- Ecks  enthalten;  es  i»t: 

x"—x"—Wx"  +  15a:»*  +  105a:»8-91x»*-364a:»+286a:l<>+715a:* 
—  495a;8  —  792a:7  +  462a:«  +  462a:»— 210a:4  —  120a:8  +  36a:a  +  9a:—  i 

=  0= (x* — ar-  1)  (x*  -  ar*  -  2a:  +  1) 
X(a?M+a:u  — 12x10— llx9+54a:8+43a;r—  113a:«— 71a:* -f  110a* 

+  46a:8— 40a;a-8*  +  l). 

In  der  Gleichung  des  90 -Ecks  finden  sich  die  Gleichungen  des 

3o* 
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10-  und  18- Ecks,  die  umgewandelten  des  6-  und  30 -Ecks;  soll 
aber  die  Gleichung  den  90- Ecks  als  Produkt  dargestellt  werden, 
so  ergiebt  sich: 

a:«H**i-21*W-20*iH19ar"^ 

-f  2380a:18— 6188*  »-4368*» + 8008* 10  +  5006*»— 6435*« — 3432** 
+  3003*«  + 1287**  -  7 15*«  -  220*»  +  66**  + 1 1*  —  1 
=  (*  + 1)  (**  +  *- 1)  (*»-  3*  + 1 )  (** —*» - 4*«+4*  + 1) 
X  (*»— 12*lü  -*»  +  54*«  +  9*'  -  112*«— 27*»+  105^+31*» 

-36**-12*  +  l)=0, 

u.  s.  w. 

Ist  in  der  Gleichung  eines  2(4n-f-l)«Ecks  die  Gleichung  eines 
2(4m-f-  1)-Ecks  als  Factor  enthalten,  so  ist  der  Quotient,  den 
man  erhält,  wenn  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite  <lm- 
dirt,  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  in  (21) : 

x*\n- «)  -  2  (n  —  m) . **(»->»-» )  — . ...=0; 

ist  in  der  Gleichung  eines  2(4«  +  1)-  Ecks  die  umgewandelte  eines 
2  (4m  +  3)  -  Ecks  enthalten,  so  ist  der  Quotient: 

X9(n-m)-i  ■_  [2(n-w)—  1]  .**(»-•">-*  +  ....  =  0; 

in  beiden  Fällen  also  ist  der  Coeföcient  des  zweiten  Gliedes,  der 
gleich  der  negativen  Summe  aller  Wurzeln  der  Gleichung  ist,  =0; 
mithin  ist  in  solchen  Vielecken  stets  die  Summe  einer  Anzahl 
von  ungeraden  Diagonalen  gleich  der  Summe  einer  andern  An- 
zahl von  Diagonalen.  Die  Sache  verhält  sich  ebenso,  wenn  sich 
in  der  Gleichung  eines  2(4n  +  3)-Ecks  die  Gleichung  eine« 
2(4m  +  3)-Ecks  oder  die  umgewandelte  eines  2  (4m  +  1)- Ecks  ab 
Factor  findet.  Mithin  ist  im  regulären  18- Eck:  *j  -f  *ft=*r; 
im  regulären  30 -Eck :   *,  +  *9  -f  *is  =  x7  -f  *,, ;  u.  s.  w. 

j.  9. 

Es  sei  A  Mittelpunkt  eines  Kreises,  BC=jrp  sei  in  ihm  die 
pte  Diagonale  eines  regulären  »-Ecks;  zieht  man  AB,  AC,  so  ist: 

l 

soll  auf  dieses  Dreieck  der  Satz  in  §.  4.  angewendet  werden,  so 
müssen  sich  m,  t  ganzzahlig  so  bestimmen  lassen,  dass 


i 

i 
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(A) 


sei.  tat  nun  n  zunächst  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  (A)  nur  los- 
bar, wenn  t  durch  4  theilbar  ist.   Mao  setze  also  s=4tf  und  erhält: 

p(2* +!)  =  (*- W).n,  (B) 

eine  (ileichung,  die  jedenfalls  erfüllt  ist,  wenn  man  <S~  \  (n  —  1), 
p  =  o* —  m  setzt;  somit  kann  p  jede  ganze  Zahl  =  oder  ^  tf 
sein.  Die  Gleichung  Z4<r  =  0  (18)  wäre  also  Gleichung  für  die 
Seite  und  Diagonalen  des  regulären  (2tf+  I)-Ecks ;  da  die  griisste 
Diagonale  eines  solchen  Vielecks  xa  ist,  so  enthält  Z40  =  O  unter 
seinen  Wurzeln  alle  Diagonalen  des  regulären  (2ö  +  l)-Ecks. 
Haben  p  und  n  einen  gemeinsamen  Factor,  so  wird  sich  für  ge- 
wisse Werthe  von  p  (aber  der  Werth  p  =  l  gebort  nicht  dazu) 
allerdings  ein  kleinerer  Werth  von  $  finden  lassen,  der  der  Glei- 
chung (A)  genügt   Somit  erhält  man  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

=  im  { (-!)"•  [(2»  -m  -M )» + (2n-m)m-i] .  .  r*»  |  =  0, 

■ 

so  finden  sich  unter  denselben  die  Werthe  aller  Diago- 
nalen, also  auch  der  Seite  des  regulären  (2n  +  l)-Ecks. 

Gleichungen  der  regulären  (2n-|-l)-Ecke;  Radius  ssl. 

3-Eck:         3  =  0, 

5-Eck:  *«-5*«+5  =  0, 

7-Eck:  *«-7.x«  +  14**-7  =  ü, 

9-Eck:         ö*a  +  27x*— 30** +  9  =  0, 
11-Eck :  *10  -  1  Ix«  +  44*« — 77x*  +  65**  -11=0, 
13-Eck:  *,f — l&rw  +  6&r«-  ]56jr«-rl82x«— 91**  + 13  =  0, 
I5-Eck :  *"-15*"+90**>-275*«  f  450*«-378*«+140a:*-15  =  0. 
17-Eck:  x»«-17x"+119x"-442ar»H935x«--1122xH714x«--204x« 

+  17  =  0, 

u.  s.  w. 

Ist  n  in  der  obigen  Gleichung  (A)  eine  gerade  Zahl,  etwa  =2v, 
so  gebt  (A)  Über  in: 

4*+2J!  =  to>.  (C) 
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d.  h.  entweder  ist  s  gerade  oder  v  und  p  sind  ungerade.  Bei 
der  letztern  Annahme  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  in  (21), 
bei  der  erstem,  wo  *=2tf  gesetzt  wird,  ist  p(<s  + 1)  =  v(ö— 2«), 
und  diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  v  =  o*-fl,  j»  =  <j—  2m 
nimmt,  d.  h.  man  erhält  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

=      {(-!)«  [(2n  -  m)m  +  (2n-m-lV_i]  .  r««|=ft 

o 

so  befinden  sich  darunter  die  Werthe  aller  ungerade 
Diagonalen  des  regulären  4n-Ecks. 


Gleichungen  der  regulären  4n-Ecke;  Radius  ssl. 

4-Eck:   j-*— 2  =  0, 

8-Eck:    ar*-4:rM  2  =  0, 
12-Eck :   x*— 6x*  +  9**— 2  =  0. 
Iß-Eck:   x*  —  &r«  +  20*4-  10**12  =  0, 
20-Eck :   *10  -  lO-r«  +  35j:»-50x*  4  20**— 2  =  0, 

11.  s.  w. 

Aus  den  Gleichungen  in  §.  7.  und  §.  9.  lassen  sieb  leicht 
Gleichungen  finden,  die  zwischen  bestimmten  Diagonalen  eine» 
regulären  Vielecks  gelten,  denn  im  regulären  2n-Ecke  ist  da« 
Dreieck,  dessen  Basis  xp%  dessen  gleiche  Seiten  Radien  sinti, 
ähnlich  einem  Dreiecke,  dessen  Basis  x^,  dessen  gleiche  Seite« 
Xn-p  sind. 

Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  den  reguläre: 
2(2n-f  1)-Ecken ;  sind  die  Diagonalen  eines  solchen  Vieleck» 
gefunden,  so  sind  auch  die  Diagonalen  des  (2n-fl>-,  4(2n-rk 
8(271  f  J)-,  ....  Ecks  bestimmt. 


§.  10. 

Zu  den  Gleichungen  in  (21)  kann  man  noch  auf  eine  andere 
Weise  gelangen.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

x««  +  ar*»-1  -|  -f ....  +  x*  \  x  + 1  =  0 , 

^tn+i  _  ] 

d.h.  in  — — p-  =  0 

den  Werth  ar-f- -  =y*ein,  so  ergiebt  sieb: 

x 
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UT-  (""Ol  .^-H(«~2)2.y«-*-(»-3)8.y«-«+(n-4)4.Sr-8-....] 
+  b""1  -(»- 2)l .  y»-8 + («  -  3)2 .  y-* -(«- 4)s  .y*-i  + ...♦]  =0. 

Der  allgemeine  Beweis  för  diese  üroformung  ist  gewiss  schon 
anderweit  geführt,  wenngleich  dem  Verfasser  nar  der  Beweis 
für  die  ersten  Glieder  aus  Eytclwein:  „Anweisung  zur  Auf- 
losung der  hohem  num.  Gleichungen  pp.  22.  23.  bekannt  ist;  übri- 
gens bat  der  allgemeine  Beweis  keine  Schwierigkeit.  Die  umge- 
formte Gleichung  lässt  sich  aber  auch 

iH(-i)MH-™)n..y"-^]+'^  =0 

o  0 

schreiben;  setzt  man  bierin  2n  an  die  Stelle  von  n,  so  ergiebt  sich: 

[(_  1  )« .  (<2n-m)m  .y*>-2m]  +  "iI,[(-l)m.(2w_m-l)TO.y2"-2»»-1]=0 

o  o 

oder: 

(22) 

Zm  [(— 1)».  (2n- m)m  .yi»-*»]-Zm  [(-!)»».  (2n-m)m-i.rf»-*»**]=Qt 
»  i 

d.h.  die  erste  Gleichung  in  (21),  wenn  man  darin  r  =  l  setzt 
Ebenso  geht  die  Gleichung 

x2n_x2n-i  +  x2n-2 _ x-in-* + ....  +  1  =0   oder  =0 

Ober  in: 

2>  [(-!)-.  (n-m)„ . y-«»]  -  2>  [(_  ] )» .  (n_m_i )lfl  .y-*»-i]=o, 

O  " 

and  setzt  man  bierin  2n  +  l  statt  w,  so  erhält  man: 

(23) 

n 


^[(-l)ro.(2«fl-rn)m.^+1~^]-^[(-I)m.C2n-m)>n.!/2B-2m]=0, 

o  <» 

d.  h.  es  ergiebt  sich  die  zweite  Gleichung  in  (21),  wenn  man 
darin  r  =  I  setzt. 

Wird  also  der  Radius  des  Kreises  =  1  gesetzt,  so  er- 
halt man  die  Gleichung  des  regulären  2(4n+l)-Ecks  aus 

der  Gleichung  —®>  die  Gleichung  des  regu- 


448     Sckoenborn:  Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 

2(4n  +  3)-Ecks  aus  der  Gleichung   7^—  =0,  wenn 

1  X 

man  in  denselben  x  +  —  =  w  setzt;  d.h.  ein  beliebiger 

x 

stets  imaginärer  Wurzelwerth  dieser  Gleichung  plus  dem 
umgekehrten  Werthe  dieses  Wurzel  wert  h  es  giebt  die 
Grosse  einer  ungeraden  Diagonale  des  regulären  2(4»  -f-  ])- 
resp.  2(4n +3)-Ecks,  entweder  mit  dem  Vorzeichen  + 
oder  —  versehen. 


§  II. 

Die  Gleichung 

x*»  +        +         +  a^»-3  + ....  +     \  x  + 1  =0 

bleibt  unverändert,  wenn  man  darin  x  =  Vz  einsetzt,  d.  h.  die 
neue  Gleichung  hat  dieselben  Wurzeln  als  die  gegebene.  Ist 
also  a  irgend  eine  WTurzeI  der  Gleichung,  so  ist  auch  a*  eine 

Wurzel  derselben.    Nimmt  man  nun  of  J=y,,  a*  +  ^=y*  [yv 

y%  sind  alsdann  Wurzeln  der  Gleichung  (22)],  so  folgt  aus  beiden 
Gleichungen  ^,*  =  2  es  »'"d  die  Wurzeln  der  Glei- 

chung (22)  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wur- 
zel gleich  ist  2  plus  einer  andern  Wurzel,  die  Wurzel  natürlich 
versehen  mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen. 

Wird  in  der  Gleichung 

.t**+2— +  x**  —  a-*»-«  H  . . . .  +  x9 — x  + 1  =  0 

Vz  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  man  aus  den  Wurzeln  der  gegebenen  erhält,  weno 
man  letztere  mit  —  l  multiplicirt;  ist  also  0  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung, so  ist  auch  —a1  eine  Wurzel  derselben.   Setzt  man  nun 

in  dieser  Gleichung  «  +  ]-  =  yi;  — Js  =  y*  [jh,  y%  sind  als- 
dann Wurzeln  der  Gleichung  (23)],  so  folgt  aus  beiden  Gleichun- 
gen ^i*  =  2  — yt,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung  (23)  sind  von 
der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wurzel  gleich  ist  2 
minus  einer  andern  Wurzel  derselben  Gleichung. 

Beachtet  man,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  die  un- 
geraden Diagonalen  des  regulären  2(4n  +  1)-Ecks,  die  der  Glei- 
chung (23)  die  ungeraden  Diagonalen  des  2 (4n +  3) -Ecks  sind, 
theils  versehen  mit  dem  Vorseichen  +,  tbeils  mit  dem  Vorzei- 
chen — ,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
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Die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(4» +1)- Ecks 
haben  die  Eigenschaft,  das»  das  Quadrat  jeder  dersel- 
ben gleich  ist  2  plus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks ;  bei  den  ungeraden  Diagonalen  eines  regu- 
lären 2(4n-f  3) -Eck»  aber  ist  das  Quadrat  jeder  dersel- 
ben gleich  2  minus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks. 

Naturlich  ist  hierbei  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
=  1  gesetzt  und  jede  Diagonale,  deren  Zeiger  von  der  Form 
4/i-f  3  ist,  al«  negativ  genommen. 

J.  12. 

Bezeichnet  man  mit  xlt  x9,  xb,  xt,  ....  x^—i  die  erste, 
dritte,  fünfte, .... (4n — l)te  Diagonale  eines  regulären  2(4n-f  1)-Ecks, 
wobei  also  xSt  Xj,  X\\9  ....  ^4«— 1  negativ  sind,  so  ist  X\  der  ab- 
solut kleinste  Wurzelwerth  der  Gleichung  (22),  xx%  ist  also  der 
kleinste  der  Werthe,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Quadrate  der 
ungeraden  Diagonalen  sucht;  unter  den  negativen  Diagonalen  Ist 
die  absolute  grösste  x^—x ,  also  muss  nach  §.11.  ar1*=2-f.Z4a_i 
sein;  auf  ähnliche  Weise  findet  sich: 

*a*  =  2  +  a>_5;  arÄ*  =  2  +  #4Ä-9;  .... 

allgemein: 

eine  Gleichung  die  richtig  ist,  so  lange  n>m  ist;  wird  m  = 
n  —  1,  so  ist  x^-i*  =  2  +  x9;  folglich  ist: 

*2»+l*  =  2  +  *l»  **«+3*  =  2  +  X5;   ....  Xt«+*»+l*  =s  2  +  Xvm+l. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  m=p— »,  so  ergiebt 
sich: 

Allgemein  geben  also  die  Gleichungen: 

=  2  +  ar4(«-»)-i  und  xttm+i*  =  2  +  ar^«-«) +> » 

erstere  geltend,  wenn  n>m,  letztere  wenn  n  =  oder  ^ m  ist, 
an  welche  Diagonale  man  zu  2  zu  addiren  habe  um  da»  Quadrat 
der  Diagonale  x*m+i  desselben  Vielecks  zu  erhalten. 

Sind  ar|t  ar8,  a-ft,  ....  x^+i  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4n+3>Ecks  (x,,  £r»**»»*«»+i  also  negativ)  so  zeigt 
sich  auf  gleiche  Weise,  dass 
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(gilt  wenn  a  =  oder  >  m)  und 

=  2  —  J-4(ro-n)-l 

(gilt  wenn  n<m  ist)  die  entsprechenden  Gleichungen  sind. 

§.13. 

Bringt  man  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  Viel- 
ecks in  eine  solche  Reihenfolge,  dass  jedes  Glied  der  Reihe  iifs 
Quadrat  erhoben  gleich  ist  2  plus  (respect.  minus)  dem  folgenden 
Gliede,  so  heisst  diese  Reihe  die  Periode  der  ungeraden  Diago- 
nalen. —  Man  findet  bald,  dass  die  ungeraden  Diagonalen  ein- 
zelner Vielecke  mehrere  Perioden  bilden.  —  Im  folgenden  sind 
die  Perioden  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Anzahl  von  Viel- 
ecken verzeichnet;  es  sind  dabei  die  Diagonalen  nur  mit  ihren 
Zeigern  bezeichnet. 

Per.  des  reg.  10- Ecks:  LI  L 

Per.  des  reg.  26-Ecks:  L  IL  9.  5.  3,  2.  L 

Per.  des  reg.  34 -Ecks.   Per.  L  L  11  13.  3.  L   Per.  II.  I 

IL  5.  2*  3. 

Per.  des  reg.  82-Ecks.  Per.  ^39*  32.  33,  25.  9,  23.  5. 
3L  2L  L   Per.  11.  3.3129.12,2.22,13,1111.19.3. 

Per.  des  reg.  146-Ecks.  Per.  L  L  71.  09,  05,  57,  4L  9.  55.  37.  L 
Per.  II.  1  61  OL  4Q,  21  21  27,  19.  35.  3,  Per.  HL  1  63.  53, 
33.  2,  59,  41  12.  39.  5.  Per.  IV.  11.  5L  29.  11  43.  13.  42.  21. 
3L  IL 

Per.  des  reg.  514- Ecks.  Per.  L  L  251  223.  249,  24L  221 
193.  129.  L  Per.  II.  9. 239.  22L  IS1  113.  3L  191 133.  9.  Per.  III. 
IL  231  213.  109,  8L  91  02.  123.  IL  Per.  IV.  2L  211  123.  89. 
29.  99.  59.  139.  2L  Per.  V.  liL  222.  192.  132.  12.  223-  1 89.  121. 
11  Per.  VI.  13.  23L  WL  153,  49.  159.  ßL  131 13.  Per.  VII.  23. 
21L  101  23.  11L  31  182.  112.23.  Per.  VIII.  21  202.  152.  52, 
U3.  29.  199.  14L  21  Per.  IX.  3.  25L  241  233.  m  lfiL  fil 
127.  3.  Per.  X.  22.  203,  149.  4L  121  93.  7  L  115.22.  Per.  XI. 
7.  243,  229.  201.  145.  33.  19L  125.  2.  Per.  XII.  5.  242.  232.  217- 
177.  97,  03,  13L  1  Per.  XIII.  41  162,  22,  103,  5L  155,  53.  15L 
41  Per.  XIV.  32.  183.  109.  39.  179.  101.  55.  147.  37.  Per.  XV. 
19.  219.  18L  101  42.  163,  69,  U9.  19.  Per.  XVI.  43.  171.  85. 
82.  83.  9L  75.  102.  43, 
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Die  Diagonalen  des58-,  74-,  106-,  122-Ecks  bilden  eine  Periode  j 
die  des  178-Ecks  4  Perioden,  die  des  194  Ecks  2  Perioden;  die 
des  226-Ecks  4  Perioden;  die  des  274-Ecks  2  Perioden;  die  des 
386-Ecks  2  Perioden  u.  s.  w. 

In  diesen  Beispielen  von  2(4«  + 1)- Ecken  ist  4n-f-l  eine 
Primzahl.  —  Ist  4>t-f-l  keine  Primzahl,  so  haben  die  Perioden 
nicht  alle  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern. 

Per.  des  reg.  J 8  Ecks.  Per.  I.  3.  Per.  II.  1.  7.  5.  I. 

Per.  des  reg.  42- Ecks.  Per.  I.  7.  Per.  II.  3.  15.  9.  3.  Per. 
III.  1.  19.  17.  13.  5.  11.  I. 

Per.  des  reg.  50 -Ecks.  Per.  1.  5.  15.  5.  Per.  II.  1.  23.  21. 
17.  9.  7.  11.  3.  19.  13.  1. 

Per.  des  reg.  66-Ecks.  Per.  I.  11.  Per.  11.  1.  31.  29.  25.  17.  1. 

Per.  III.  3.  27.  21.  9.  15.  3.  Per.  IV.  5.  23.  13.  7.  19.  5. 

Von  den  Perioden,  die  die  Diagonalen  der  regulären  2(4n+3)- 
Ecke  bilden,  erwähne  ich: 

Per.  des  reg.  54  Ecks.  Per.  I.  9.  Per.  II.  3.  21.  15.  3.  Per. 
III.  1.  25.  23.  19.  II.  5.  17.  7.  13.  1. 

Per.  des  reg.  62  Ecks.  Per.  I.  1.  29.  27.  23.  15.  1.  Per.  II.  3. 
25.  10.  7.  17.  3.   Per.  III.  5.  21.  11.  9.  13.  5. 

Per.  des  reg.  86-Ecks.  Per.  I.  1.  41.  39.  35.  27.  11.  21.  1. 
Per.  II.  3.  37.  31.  19.  5.  33.  23.  3.  Per.  III.  7.  29.  15.  13.  17.  9. 
25.  7.  u.  s.  w. 

Bei  einzelnen  Vielecken  lässt  sich  aus  der  Zahl  der  Seiten 
die  Zahl  der  Glieder  bestimmen,  die  in  der  Periode  vorkommen 
müssen,  in  der  sich  die  Seite  oder  Diagonale  1  beOndet.  Ist  näm- 
lich «  =  26,  das  Vieleck  also  ein  2(4.2*+l)-Eck,  so  folgt  in  der 
Periode  auf  Diagonale  1  die  Diagonale  2(2.2*  —  1) -f  I;  darauf 
Diagonale  2(2.2ö-2)+l;  darauf  Diagonale  2(2.2*-4)-fl;  u.  s.  w., 
als  gtes  Glied  folgt  der  1  offenbar  Diagonale  2(2.2* — 2s_1)-f-l  und  ist 
diese  Diagonale  die  erste,  so  wie  g  —  s-\-2  wird.  —  Setzt  man  also 
j  respective  1,  2,  3,....,  so  findet  man,  die  Periode  des  18-Ecks 
besteht  aus  3  Gliedern,  die  des  34- Ecks  aus  4,  die  des  66-Ecks 
aus  5,  die  des  130 -Ecks  aus  6,  die  des  258 -Ecks  aus  7;  die  des 
514- Ecks  aus  8;  die  des  1026 -Ecks  aus  9,  die  des  131074 -Ecks 
aus  16  Gliedern.  — 

Für  das  130- Eck  lautet  die  Per.  1.  63.  61.  57.  49.  33.  1. 
„    „     258-Eck:  1.  127.  125.  121.  113.  97.  65.  1. 
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Für  das     1026-Eck:  I.  511.  509.  505.  497.  481.  449.  386.  267.  1. 
„     „   131074- Eck:  1.  65535.   65533.  65529.   65521.  65505. 
65473.  65409.  65281.  65025.  64513.  63489.  61441.  57345.  4915& 
32769.  1.   a.0.  w. 

§.  14. 

Die  Frage  Ober  die  Gliederzabi  der  Perioden  lKsst  sich  auf 
eine  Frage  aus  der  Zahlen  Congruenz  zurückführen.  —  Wir  sahen 
§.  12.,  das«  bei  dem  regulären  2(4n  +  1)-Ecke  auf  eine  Diagonale  mit 
dem  Zeiger  2m  +  1  eine  andere  mit  dem  Zeiger  4(n  —  m)  —  1 

(wenn  n>m),  oder  4(m — n)  f  1  (wenn  n^m)  folgt;   da  aber 

4(m  — n)-f  1=  —  [4(n — wi)— 1]  ist,  so  kann  man  sagen:  auf  den 
Zeiger  2m  -f  1  folgt  stets  der  Zeiger  4(m  —  n)  +  l,  wenn  man  nur 
letztere  Grösse  ihrem  absolutem  Werthe  nach  nimmt  —  Es  ist 
ferner: 

2(2m-fl)  =  4(m-n)  +  l  (Mod.  4n  +  l); 

multiplicirt  man  also  den  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode  mit 
2,  so  ist  das  Produkt  för  den  Modulus  An  -f 1  congruent  dem 
entweder  positiv  oder  negativ  genommenen  Zeiger  des  folgenden 
Gliedes ;  ist  2m  + 1  der  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode,  so  ist 
der  Zeiger  des  folgenden  Gliedes  positiv  zu  nehmen,  wenn 
m  >  oder  =  »  ist,  negativ  wenn  m  <  n  ist. 

Die  Periode,  in  der  die  Seite  des  Vielecks  vorkommt,  in  der 
sich  also  der  Zeiger  l  findet,  heisee  Haupt- Periode  dieses  Viel- 
eckes. Die  Zeiger  der  auf  einander  folgenden  Glieder  der  Haupt» 
Periode  eines  regulären  2(4« +  1)- Ecks  seien: 

1»  Ol»         Oj,  ....  ffm,  1; 

diese  Zahlen  sind  sämmtlich  positiv,  ungerade  und  <4n;  nach 
dem  Vorhergehenden  müssen  zwischen  ihnen  für  den  Modulus 
4n-f  1  die  folgenden  Congruenzen  gelten: 

2.1=— a,;  2<?1==±at;  2at=±at;  ....  2  am_i  =  dt ;  2am  =  ±h 

Das  Zeichen  ±  deutet  an,  dass  die  Congruenz  statt  habe 
bei  der  Anwendung  des  einen  oder  des  andern  Vorzeichen«. 
Aus  diesen  Congruenzen  folgt  aber  auch: 

2*=±fl,;  2»=±a,;  2*=±*4;...  ^=±am;  2-^=^1 

(Mod.  4w  +  l). 

Es  lässt  sich  jetzt  seigen,  dass  es  keine  niedrigere  Potenz 
von  2  als  die  (m  +  l)te  geben  könne ,  die  =  ±  1  (Mod.  4n  +  1) 
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wäre.  Nimmt  man  an,  es  wäre  2^=  ±  1  (Mod.  4»+ 1)  und  p<m+l, 
ao  muss  es  in  der  obigen  Reihe  der  Zeiger  eine  Zahl  o>  ge- 
geben haben,  für  welche  1U=  ±a»(Mo<\.  4n  +  l)  wäre,  folglich 
mfisste  aM  =  ±  I  (Mod.  4«  +  1)  sein.  Nun  ist  aß  ungerade  und 
<4n,  e8  kann  also  arfX  nur  dano  durch  4»-f-l  ohne  Rest  ge- 
theilt  werden,  wenn  a^=  ±  I  ist,  in  dem  Falle  aber  schloss  die 
obige  Periode  nicht  mit  dem  Zeiger  am,  sondern  schon  mit  einem 
frühem  Gliede.   Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Lost  man  die  Congruenzen  2*  =  +  I;  2*  = — 1  (Mod.  4n 
•f  1)  und  man  findet,  dass  mit  Ausschluss  des  Werthes 
x  s=  0  der  kleinste  der  Exponenten,  der  einer  dieser 
Congruenzen  genügt  x  =  m  ist,  so  hat  die  Hauptperiode 
der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  2(4n  + 1 )  -  Ecks  m 
Glieder. 

Dass  nicht  für  jeden  Modulus  beide  Congruenzen  losbar 
sind,  dass  in  dem  Falle,  wo  beide  losbar,  die  Congruenz  2*=— 1 
den  kleinern  Werth  ftir  x  geben  wird,  ist  aus  der  Theorie  der 
Zahlen  bekannt. 

Ist 

°if  °±t  «s»  ••  •  ttf**  °i  die  Reihe  der  Zeiger  in  einer  an- 
dern Periode  des  regulären  Vielecks,  so  ist: 

2al  =  +  «2 ;  2ot  =  i:os;  2os  =  ±a4;  ....  2^=^  a,  (Mod.  4n  +  I); 

die  Periode  ist  zu  Ende,  wenn  2a*. er,  =  ±  at  (Mod.  An  +  1)  ist; 
sind  also  Oj  und  4n  f  I  relative  Primzahlen,  so  ist  die  Congruenz 
gleichbedeutend  mit  I  (Mod.  4n  + 1).   Hieraus  ergiebt  sich 

der  Satz: 

Ist  der  Zeiger  einer  ungeraden  Diagonale  relative  Prim- 
zahl zu  der  Seitenzahl  des  Vielecks,  so  hat  die  Periode, 
zu  der  diese  Diagonale  gehurt,  entweder  ebenso  viele 
Glieder  als  die  Hauptperiode,  oder  die  Diagonale  ist 
selbst  ein  Glied  der  Hauptperiode. 

Ferner  folgt  hieraus: 

Ist  (4n+l)  eine  Primzahl,  und  die  ungeraden  Diagonalen 
des  (4n -f  1)-Ecks  bilden  mehrere  Perioden,  so  haben 
alle  diese  Perioden  gleiche  Gliederzabi. 

Es  gelten  ganz  gleiche  Sätze  auch  Cur  die  Perioden,  welche 
die  ungeraden  Diagonalen  der  regulären  2(4*1+3) -Ecke  bilden,  nur 
ist  in  dem  Falle  An  -f  3  Modulus.  —  Die  vorher  gefundenen  Sätze  wer- 
den theilweise  in  §.  20.  ohne  zu  Hfilfe-Nabroe  der  Congruenzen  er- 
wiesen. 
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Sollen  alle  angeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n+l)-  Ecks 
nur  eine  Periode  bilden,  so  ist  der  kleinste  Werth  von  x  (x  =  0 
ausgeschlossen),  der  der  Congruetiz  2*= £  I  (Mod.  2n  +  1)  ge- 
nügt, der  Werth  x  =  n. 

Da  2"=i  )(Mod.  2"  ^  1)  ist,  so  bilden  die  ungeraden  Dia- 
gonalen der  regulären  2  (2"  + 1)- Ecke  Hauptperioden  von  n  Gliedern ; 
bei  den  Vielecken  deren  halbe  Seitenzahl  ein  Theiler  von  2":f:l 
ist,  wird  die  Hauptperiode  entweder  aus  n  Gliedern,  oder  aus 
einer  Zahl  von  Gliedern  bestehen,  die  ein  Theiler  von  n  ist. 

Wegen  21  =  2  hat  also  das  reguläre  2. 3 -Eck  eine  Periode 
1  Gliede. 

Wegen  2*  =  4  hat  das  2.5-Eck  eine  Periode  von  2 Gliedern. 

Wegen  2a  =  8  hat  das  2.9-  und  2.7 -Eck  eine  Periode  von 

3  Gliedern. 

Wegen  2*  =  16  haben  das  2.17-  und  2. 15- Eck  Perioden  von 

4  Gliedern. 

Wegen  2»  =  32  haben  das  2.33- und  2.31- Eck,  aber  auch  da> 
2.11-Eck  Perioden  von  5  Gliedern. 

Wegen  2«  =  64  haben  das  2.65- und  2. 63- Eck,  aberauchdas 
2.13*  und  2.21 -Eck  Perioden  von  6  Gliedern. 

Wegen  2?  =  128  haben  das  2.129-  und  2. 127 -Eck,  aber  auch 
das  2. 43 -Eck  Perioden  von  7  Gliedern. 

Wegen  2*  =  256  haben  das  2.257-  und  2.255- Eck,  aber  auch 
das  2.51-,  2. 85 -Eck  Perioden  von  8  Gliedern. 

Wegen  2»  =  512  haben  das  2.513-  und  2.511-Eck,  aber  auch 
das  2.19-,  2.27-,  2.57-,  2.171-,  2.73 -Eck  Perioden  von  9  Glie- 
dern U.  S.  «V. 

§.  15. 

Der  Gedanke,  die  Gleichung  eines  Vielecks,  dessen  Diagonalen 
mehrere  Perioden  bilden,  in  Gleichungen  niederer  Grade  zu  zer- 
legen und  zwar  der  Art,  dass  jede  der  neuen  Gleichungen  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  habe,  liegt  gewiss  nahe.  Ver- 
suchen* wir  zuerst  zu  ermitteln,  ob  nicht  das  allgemeine  Gesetz, 
das  zwischen  den  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichung  als  Glie- 
dern einer  Periode  stattfinden  muss,  Schlüsse  gestatte  auf  die 
Coeföcienten  der  zu  suchenden  Gleichung. 

Die  Gleichung 
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* 

x»+  Ai  .x»~l+A%.x—*  +  ....  +  A«-i.x  +  Au  =  0,  (24) 

enthalte  als  Wurzeln  die  Grössen  xit  x±1  x9,  ....  xn\  man  wisse, 
dass  zwischen  diesen  Grussen  die  Gleichungen  gelten: 

(25) 

<r,*=2+jr1;  J:t*=2+x,;  28*=2-f*4;  ....a-B_ia=2+a:a;ar«a  =  2+j:1. 

Aus  (25)  folgt  xS-2  =  x2,  folglich: 
xt* — 4jT|a  =  a:a2— 4;  xa4— 4arÄ*=ar3*— 4;  ars4— 4r3*= jr4*— 4;  .... 

j:«4-4xll*  =  jr1»— 4, 

folglich : 

(26) 

jtj * . ora* .  ^ja....jr*— i* ,  jr»*=  1  oder  jrt . x2 •  x9  ....  x«_ i .xn=A:^ 1=1  A%. 

Das  Produkt  derjenigen  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4n+ 1)- Ecks,  die  eine  Periode  bilden,  ist  =  >l, 
wenn  alle  Diagonalen  nach  ihrem  absoluten  Werth e  ge- 
nommen werden. 

Da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  sehen  kann,  welche 
als  positiv,  welche  als  negativ  erscheinen,  so  lässt  sich  stets 
sagen,  ob  das  Produkt  der  Diagonalen,  die  eine  Periode  bilden, 
=  +  1  oder  =  —  I  sei. 

Die  Gleichungen  in  (25)  lassen  sich  auch  schreiben: 

*  =  1+**;  *a2-l  =  l+*8;  ....  x**  —  1  =  1  +  *,; 
folglich  ist: 

(*,— —  1)   ...  (.T-—  l)al.  •  .  .(27) 

Versteht  man  unter  C«,  C»,  Ca,  ....  C»  die  Summe  der  er- 
sten, zweiten,  dritten,  ....  nten  Combinationsklasse  ohne  Wider- 
holungen  aus  den  Elementen  xlt  xt,  x9,  —  xUt  so  kann  man 
statt  (27)  auch 

f>—  Cn-i  +  c«-«— C«-3  +  ....  -f  (-.i)».Ci-(—l)*.C»  +(-1)»=  I 

setzen,  und  da  nach  bekannten  Sätzen: 

Ax  =  — Ci,  4,  =  +Ct,      =  —  Ca ,  ....  ^„  =  (— 1)».C»,  .... 

ist,  so  geht  die  letzte  Gleichung,  im  Falle  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  Ober  in: 

4  +  4  +  4+....  +  i*»«Q.  (28) 

wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist  in: 
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4  +^t  +  ^a+  ....  +  ^  =  2  (29) 

Aus  025)  erhält  man  in  Verbindung  mit  (26): 

(2  +    )  (2  +  ar%)  (2  +  xs) . . . .  (2  +  *,)  =  1 , 

oder : 


2"  ~  2-1 .  At  +  2-«.  ^4  - 2»-3  it  +  . . . .  ^  2ii_i  ±  An  =  1 ; 

die  obern  Vorzeichen  gelte wenn  n  eine  gerade,  die  untern,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Bezeichnet  man  mit  Sl9  S*,  5,,....  die  Summe  der  ersten, 
zweiten,  dritten,....  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (24). 
so  hat  man  nach  dem  Newton'schen  Satze: 

Si  =  -Ai,  St  =  ~2Ai-AlSlt  Sa=z-3At-AtSl^AlSrt 
St^-iAt-AtSt—AtSt-Ai^;  u.s.w.;  .  .  .(31) 
Aus  (25)  folgt  sogleich  Ät  =  2n-|-51,  folglich  ist: 

.  _Al*  +  Al-2n  ^ 
—  2  0® 

Aus  (25)  ergiebt  sich  ferner; 

«4=411  +  4^  +  5,,   ««=811+12^  +  65,+  ^, 
5s=16n  +  3251+245a  +  85,  +  Ä4;  u.s.w.;.  .  .(33) 

Kann  man  also  Sj,....  auf  irgend  eine  Weise  durch  £, 

bestimmen  (im  §.19.,  §.  21.,  §.  23.  werden  Mittel  dazu  angegeben 
werden),  so  sind  durch  die  Gleichungen  (31),  (33)  auch  At9  A+ 
A5, ....  zu  finden. 

Gelten  statt  der  Gleichungen  in  (25)  die  Gleichungen 

V=2— *t,  *»4=2— xZt  *,«=  2— *4, ....  «.»=2— «, 

(sie  finden  bei  den  Diagonalen  statt,  die  die  Periode  eines  regu- 
lären 2(4* +  3) -Ecks  bilden),  so  Obersieht  man  sogleich,  da« 
hier 


xl.xt.xt....xn=±l  =  An;  (an+l)(xt+l)(ars+l)....(jr.+l)=:(-l)* 
oder 

(-l)-^+(-I)--l.^,+(-l)«-2^„2+....-Jf+^_4+1:^_,n 

2»  +  2"-» .  Ax  +  2«-».  ^,  +  2»-«.  4  + ....  +         +  An  es  1; 
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At=A,,~^l~~i   S,  =  2»-S,;    S<=4«  -  4S,  +  St  ; 

u.  s.  w. 

sein  werde. 

§.  16. 

Die  Gleichungen  von  §.  15.  genügen,  um  die  Gleichung  des 
regulären  34- Ecks  in  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  zu  zerle- 
gen. —  Aus  §.  13.  und  §.  14.  weiss  man,  dass  die  ungeraden  Dia- 
gonalen des  regulären  34-  Ecks  zwei  Perioden  zu  4  Gliedern  bil- 
den.   Es  sei 

+  Ax      +  A*.x*+  A*.x+  ^4  =  6 

die  Gleichung,  welche  die  Diagonalen  1.  15.  13.  9  als  Wurzeln 
enthält;  da  nur  die  Diagonale  18  negativ  ist,  so  ist  A4  nach  (26) 
=—  1;  die  Gleichungen  (28),  (30),  (32)  geben  also  jetzt: 

^.-M.+^a  =  +  l;  8-4^+2^-^  =  1;  ^  =  4"J^C78. 
Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgt  : 

A%=AX  -2,  folglich  4,-2  =  ^t4—  0(Jer  ^«-^»4  =  0, 
d.  h.: 

^i=i(l±Vl7); 

da  nun  xx  +  xt9  +  2*9  >  xXb  ist,  so  ist  Ax  negativ,  folglich: 

Jl=i(l-Vl7);    ^  =  i(-3-Vl7);   4,  =  2  +  Vl7;  A4=-L 

Man  hätte  genau  dieselben  drei  Bedingungsgleichungen  erhal- 
ten, hatte  die  obige  Gleichung  als  Wurzeln  enthalten  sollen  die 
Diagonalen  3.  11.  5.  7;  da  hier  drei  negative  Wurzeln  vorhanden 
sind  und  dem  absoluten  Wrerthe  nach  grösser  ist 

als  x4f  so  ist  jetzt  für  At  der  positive  Werth  zu  nehmen;  man 
erhielte  für  diesen  Fall: 

^1==i(l  +  Vl7);  ,4a  =  $(-3+Vl7);  <*,=2-vl7;  A4=~\; 
oder 

die  Gleichung: 
x*  +  l(l-vl7)a:s-i(3  +  Vl7)x»  +  (2+Vl7)x-I=0 
hat  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  I.  0.  13.  15, 

die  Gleichung: 
a*  +  *(l+Vl7)*»-i(3-Vl7)*a+(2-Vl7):r-l=() 
hat  zu  WTurzeln  die  Diagonalen  3.  5  7.  11  des  regulären  34-Ecks. 
Thtil  XLVI.  31 
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§.  17. 

Ist  n  in  der  Gleichung  (24)  keine  Primzahl,  so  geben  die 
Gleichungen  in  §.  15.  Mittel  an  die  Hand,  durch  welche  die  Zer- 
legung der  Gleichung  (24)  in  Gleichungen  niederer  Grade  erleich- 
tert wird.  Es  sei  zunächst  n  =  2v.  Man  versuche  es,  (24)  der 
Art  zu  zerlegen ,  dass  sich  in  der  einen  Gleichung  die  Wurzeln 
jr,,  ar8,  x&, ....  xn— i .  io  der  andern  die  Wurzeln  xtt  x4,  xt,....  jrm 
finden.    Zwischen  den  Wurzeln  gelten  entweder  die  Gleichungen: 

(35) 

:r1*  =  2+*«.  art*=2-ror,,  jra*=2+ar4,  ....xn-it  =  %+Xu,  jr„*=2+jr,. 
oder: 

*ia=2-:rt,  jrt«=2-a:8,  x8*=2-a:4, .....a:w_i»=2— xn.  jr«*=2— x,. 
Die  zu  bildenden  Gleichungen  seien : 

arv-f  ax  xv~l  +  fft-ar^-r-  ....  ■+  av-i.x\av  =  üf 

und : 

xv  +  6|  .a:»-1  +  bt.x9~*  +  ....  +  b*-i.x  +  6r  =.  0. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vier- 
ten,.... Potenzen  der  Wurzeln  xit  3*3,  :r8,  j*7,....  mit  St ,  Sj,  «Sj, 
jS4  ,  die  entsprechenden  Summen  bei  den  Wurzeln  x8,  x4. 

x8,...  mit  Si,  5f ,  53,  S4,....,  so  ergiebt  sich  aus  (35): 

Äa=2vi51;   5a  =  2v+Äi;    ^=4^+45, +5,;  54=4v±45,+S1; 
S8  =  8v;t  12S,+65t±S3;   S6  =  8v  +  12S,  +GS%±  S>; 

u.  s.  w. 

■Sj,  S8,....  S3,  56,....  kann  man  nach  g.  19.  bestimmen,  kann 
man  also  nur  Slt  $t  Gnden,  so  sind  die  Coeflicienten  der  bei- 
den obigen  Gleichungen  bestimmt.  Der  Gleichung  (32)  ent- 
sprechen in  diesem  Falle  die  Gleichungen: 

/i,»^6l-2v  +  2v 

a,  =        -j  .     o*  =s   ^  

Ist  die  Gleichung  (24)  vom  Grade  3m  und  man  will  sie  zerlegen 
in  die  drei  Gleichungen: 

xm-\r Oi.xm-l+<ia.x",-*+...+Om  =  0  mit  den  Würz.  xlt  x^  x7t...x3m-^ 

Jfm+6l.Xw-1-f  Äjt.-5Cm"a+-+Om=0    „      „        „     X*,X&,  Xs,...X3m-l, 
.rm+Cl.Xm-,+Ca.Xn,-H...+  Cm=0    „      „        „     XZt  X6,  X9t...Xsm, 
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so  folgt  aus  (35): 

■*t*  +  xf  +  x7*  +  ••••  +  *3»»-**  =  2m ±        +  x6  +  -*8  +       +  ^sm-i), 

+      +  +  ^jfli-i2  =  2m  ±  (*3  +  x6  +  a:9  -f-  ....  +  *3„,), 

+  #<j2  +      +••••+  ^3»'    =  2m  ±  (x,  -f  ar4 -f  x7  + ....  +  a-ji»-^), 

ebenso  wie  andere,  den  vorher  gegebenen  ähnliche  Gleichungen 
für  die  Summen  der  4ten,  6ten,....  Potenzen  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung.    Es  ist  in  diesem  Falle: 

al*±(>l-(2m            61*±c,-2m            ct*±at  —  2m 
a2  —     — 2         *    öa—  7      2         *    c*  ~"  2  ' 

Die  Sache  verhält  sich  ganz  ebenso,  wenn  n  In  der  Gleichung  (24) 
eine  durch  5,  7,   t  heilbare  Zahl  ist.  und  man  soll  die  Glei- 
chung in  5,  7,  Gleichungen  zerlegen. 

§.  18. 

Man  kann  jetzt  jede  der  beiden  Gleichungen  in  (34)  in  zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen.  Es  enthalte  die  Gleichung 
jr*+«r, .x+a2  =  0  die  Wurzeln  ,r, ,  xlB  und  Gleichung  x*+bt.x+bi 
=  0  die  Wurzeln  xls,  x9. 

Nach  §.  17.  muss 

«,  =  *(*,■ +  6, -4),    6.  =  4(6,*  +  ^ -4) 

sein;  wir  wissen  ferner,  dass 

ot  +  6,  =*(!  — V17).    n,.A,foa.6l=2  +  Vl7 

ist;  setzen  wir  in  letztere  Gleichung  die  Werthe  für  at,  64  ein, 
so  ergiebt  sich: 

iK-M*!  *      +  («,*  + +6|)]  =  2+VI7 

oder 

o1.Ä1.i(-3-Vl7)  =  i(3  f  V17),  d.  h.  «t . 6t  =  —  1 , 
folglich : 

Da  der  Annahme  nach  o,  =  —  (a:, -f  .r,3)  negativ,  6,  =  —  (j:9  -M,3) 
positiv  ist,  so  folgt: 

«,  =|(1-V17  — V34^2VT7),   6,  =i(l-V!7  + V34-W17). 

31* 


Digitized  by  Google 


400     Schoenborn:  Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 

Hätte  man  die  zweite  Gleichung  in  (34)  auf  gleiche  Weise 
zerlegt,  so  würde  man 

-  (x,  +  x6)  =  i(l  +  vl7-<Vr34  +  2Vl7), 

-(*r  +  *ii)=i(l  +  VI7+  V34+WI7) 

gefunden  haben. 

In  §.  25.  wird  die  Zerlegung  auf  andere  noch  einfachere  Weise 
vorgenommen  werden. 

$.  19. 

Ist  xm  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulÄren  2(2n+l>Ecks, 
und  m  ist  von  der  Form  4jt-f  I,  ist  ferner  2a  der  zur  Diagonale 
zugehörige  Centriwinkel ,  so  ist  der  zu  den  Diagonalen  xtm,  x&mt 

xrmt...,  zugehörige  Centriwinkel  resp.  =  3.2a,  5.2a,  7.2a  ; 

wird  dabei  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  ist: 

xm=%8\na,   —  J7taa=2sin3a,   jr6m  =  2stn5a,   —  xTm  =  2sin7a,._ 

(da  x9mf  Xjm        negativ  erscheinen  in  den  Gleichungen  des  VW- 

eckes,  so  sind  —xim,  — ary»,....  positiv).   Nun  ist  bekanntlich: 

sin3a  =  3sina— 4sin3a,    sin  5a  =  Ös'raa  —  20  sin  3«  +  16  sin  »a, 
sin  7a  =  7  sin  a  —  56  sin  3a  -f-  1 12 sin  *a— 64  sin 'a, 

sin9a  =  9sina  — 120sio»a  +  432sin*a— 576sin'a  +  256sin»a,.... 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  statt  sina,  sin 3a,  sin  5a   die 

Werthe  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

(36) 

Xim=  —  Zxm  +  Xmz,    XSm  =  5*»  —  5xm  3  +  3:  „, a , 

x7m  =  —  7xm+  14xm*—7xm*  +  xmrt 

X9m  =  9xm  —  3Qxm*  +  27xm*  —  9xm7  -f  Xm*.  .... 

War  m  von  der  Form  4p  -f  3,  so  hat  man  —  xM  =  2sina,  x^m 
=  2 sin 3a,  — xbm  =  2sin5a,  u.  s.  w.  zu  setzen;  in  den  Glei- 
chungen (36)  ändert  sich  dadurch  Nichts.  — 

Sind  zwei  Gleichungen  desselben  Grades,  etwa: 

x*  +  At . xm~*  +  A% . + ....  +  Am-i .x  +  Am=Q,\  _ 
t»  +  Bx       +  + ....  +        j+  B„=0,  { 

gegeben,  deren  Wurzeln  xit  x%,  ,xm  und  jr,,  jt,  jr3,....r„ 

dem  durch  Gleichung  (25)  ausgesprochenen  Gesetze  genügen,  and 
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die  wir  jede  als  Gleichung  zwischen  m  angeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4;*  + 1)- Ecks,  die  eine  Periode  bilden,  auffassen  wol- 
len (die  Zeiger  geben  hier  nur  die  Stelle  an,  die  jede  der  Dia- 
gonalen in  der  Periode  einnimmt),  und  es  gilt  ausserdem  noch 
die  Gleichung 

*i  =  V— 3*i, 

so  lässt  sich  zeigen,  das«  ra  =  jr9* — &rs,  r8  =  :ras — &rg  u.  s.  w. 
sei.   Denn  es  ist: 

jrÄ  =  jrl« — 2  =  (V-3ar,)*-2  =         6*i4  +  9*,*  —  2 
=  (x*  +  2)3  -  6(x%  +  2)«+  9(art  +  2)-2  = *t»-3*t. 

Ebenso  zeigt  sich: 

r3  =  xz*  —  &r8  ,    r4  =  ar4*  —  3x4  u.  s.  w. 

Mitbin  ist  auch: 

rl  -r*«+*3  +•■«+*■ = *\  *+*«H*8,+     -f*m3-3(jri  +  JTt+ar8+....+a:OT). 

Bezeichnet  man  nun  mit  <$t,  5*,  58,....&,,  die  Summe  der 
1.,  2.,  3. ,....«ten  Potenzen  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  in 
(37)  und  versteht  unter  $lt  $%t  S8,....SR  die  entsprechenden 
Summen  der  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  in  (37),  so  lässt 
sich  die  letzte  Gleichung  auch 

S9  =  Sl  +35,  (38) 

schreiben.  Die  Gleichung  (38)  ergiebt  sich  auch,  wenn  statt  der 
Gleichungen  in  (25)  die  Gleichungen 

*,*=2— x2,  ar*Ä=2-a:8,....  xm*=2-xl ;  ^«=2-^  fm*=2-rl 

zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  (37)  gelten.  Bilden  also  die 
ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n  +  1)-Ecks  mehrere 
Perioden  jede  von  wt  Gliedern,  und  es  ist  ein  Zeiger  eines  Glie- 
des der  einen  Periode  das  Dreifache  von  einem  Zeiger  eines 
Gliedes  einer  andern  Periode,  so  ist  die  Summe  der  dritten  Po- 
tenzen der  Glieder  dieser  Periode  gleich  der  dreifachen  Summe 
der  Glieder  dieser  Periode  plus  der  Summe  der  Glieder  der 
andern  Periode.  Ist  also  in  den  Gleichungen  (37)  AXt  Ait  Bx 
bekannt,  so  lässt  sich  auch  Az  Gaden,   cf.  §.  15. 

Der  Beweis  verlangt  durchaus  nicht,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen in  (37)  verschieden  seien ;  sind  beide  dieselbe  Gleichung, 
findet  sich  also  unter  den  Zeigern  einer  Periode  einer,  der  das 
Dreifache  ist  von  einem  andern  Zeiger  derselben  Periode,  so  ist: 

Sz  =  45,. 
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Findet  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  in  (37)  ausser 
den  Gleichungen  (35)  auch  die  Gleichung 

jr,  =      —  5:r,s  +5*! 

statt  (es  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  ein  Zeiger  der  Diagona- 
len, die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  sind,  das  Fünffache  ist 
von  einem  Zeiger  der  Diagonalen,  die  zur  ersten  Gleichung  ge- 
hören), so  folgt  ganz  ebenso  wie  vorher: 

55=5,-55,   (39) 

Ganz  ebenso  wird  gezeigt,  dass  auch  die  Gleichung 

St  =  5,  +  75,  — 1453  +  75a  (40) 

zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  (37)  statt  habe,  wenn  für 
dieselben  ausser  den  Gleichungen  in  (35)  noch 

r,  =  xt7  —  7jt,6+  14jt,3  —  7ar, 

gilt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  auf  gleiche  Weise  59,  5,,  

desgl.  53,  5a,  5Ö,....  finden  könne,  und  ebenso  ersichtlich,  das* 
auch  in  diesen  Fällen  die  beiden  Gleichungen  in  (37)  ein  uirf 
dieselbe  sein  können. 

Nachdem  in  15.  gezeigt  wurde,  wie  man  die  Summen  der 
geraden  Potenzen  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Periode  finde« 
kann,  wenn  die  Summe  derselben  bekannt  ist,  im  Vorhergeheoden 
aber  die  Summen  der  ungeraden  Potenzen  aus  derselben  Summe 
hergeleitet  wurden,  so  ist  als  erwiesen  anzusehen,  dass  man  jede 
Gleichung  eines  regulären  2(2»  +  1) -Ecks,  dessen  ungerade  Dia- 
gonalen in  mehrere  Perioden  von  gleicher  Gliederzabi  zerfallen, 
in  eben  so  viele  Gleichungen,  als  Perioden  vorhanden  sind,  zer- 
lallen kann,  so  wie  nur  die  Summen  der  Glieder  in  jeder  Periode 
gefunden  sind. 

Ebenso  wie  wir  in  §.18.  gesehen,  dass  die  Glieder  einer 
Periode,  wenn  sich  ihre  Zahl  durch  2,  3,....  theilen  lässt,  «sieb 
jn  2,  3,  ....  Abtheilungen  bringen  lassen,  für  welche  roao  die 
Summen  der  graden  Potenzen  der  Glieder  jeder  Abtheilung  finden 
kann,  »venu  man  nur  die  Summe  der  Glieder  jeder  Ahtheilnn? 
kennt,  so  lässt  sich  jetzt  dasselbe  auch  von  den  Summen  der 
ungeraden  Potenzen  jeder  Abtheilung  zeigen.  Ist  etwa  m  in 
Gleichungen  (37)  eine  durch  2  theilbare  Zahl,  2j?  =  m,  so  bilde 
man  aus  den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen  folgende  Abtbei- 
lungen.     Zu   der  einen  gehören:    or, ,  a:3,  0"6 ,  . . . .  #2p-i ,  *u  "er 

zweiten        x*>  x<>>  -**2;»,  zu  der  folgenden  jr, ,  jrs,  J4 , .... ttf-i' 

zu  der  lot/.ten  r4,  JT4,  r6,  ur>iv.    Besteht  nun  zwischen  diesen 

Grössen  noch  die  Gleichung: 


i 
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so  ist  klar,  dass  dann  auch 

^Hi4S+^H.-.+itr,=r,  +  r4  +  r6  + ....  +  r2P+3(.T2+ar4+... -r^sP) 

sei     Oder  wenn  die  Gleichung  r,  =  xxb  — 5V  +  5xx  gütig  ist, 
so  muss : 

+      +  *s6  +  ••••  +  J2/»-iö 
=  Xx  +  r3  +  r5  i     +  JT4P-i  +  5(jr,s -f  V  +  x68  +       +  **p_i3) 
—  5(3:,  +  a:3  +  a*5  +  ....  +  attji— i) , 

*a*  +  *4ft  +  V  +       +  -**PÄ 

=  U  +  U  +     +     +  »P  +  5  (*t*  +  *43  +  V  +     +  *»p') 
—  5(.t,  +  a:4  +  x6  +  ....  +  a*P) 

»ein.  Bestehen  nun  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Abtheilun- 
gen aus  einer  Zahl  von  Gliedern,  die  keine  Primzahl  ist,  so  las- 
sen sich  dieselben  wieder  in  neue  Abtheilungen  zerlegen.  Wäre 
z.B.  im  vorher  erwähnten  Falle  p  =  6nt  so  hätte  man  aus  den 
Gliedern  xx ,  x9 ,  x6,  x7 , . ...  xlQn-\  folgende  Abtheilungen  zu 
machen     Es  gehören  zusammen  xx  •  X\\>  xu ,  ••••  ^io»-o«  ferner 

x*9  *is>  *«3»  ^io*-r»  desgleichen  ar6,  xx5,  x96,....  xlon-3, 

desgleichen  x7,  xl7,  x^t  ^iox-s*  endlich  x9,  xx9,  xi9,.... 

xl07x-i  i  auf  ähnücne  Weise  sind  die  andern  Abtheilungen  zu  zer- 
legen, und  es  ist  einleuchtend,  dass  wenn  noch  tl  =  x19— 
ist,  dann 

*i,  +  *u,  +  *n,  +  —  +  ario»V 
=  *i  +  'n  +  *«  +--+*io*-9  +  3(*i  +      +       +     +  *n>*-»)> 

=  r s  +  r,8  -f  jr»  +  .     +  *iox-7  +  3(arB  +  *i  j  +  *n  +  •  •  •  •  +  ar10* -7) 

u.  s.  w. 

ist,  so  dass  man  auch  in  diesem  Falle,  wie  in  allen  ähnlichen, 
die  Summen  der  geraden  und  der  ungeraden  Potenzen  der  Glie- 
der jeder  Abtheilung  finden  wird,  so  wie  man  die  Summe  der 
Glieder  jeder  Abtheilung  kennt. 

Fasst  man  das  im  Vorhergehenden  Erwiesene  zusammen,  so 
dürfte  es  genügen ,  um  als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung 
Folgendes  aufzustellen  Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(2«  + 1)- Ecks  eine  oder  mehrere  Perioden,   die  im 
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letztern  Falle  zunächst  gleiche  Gliederzahl  haben  mögen ,  so  kann 
man  die  Coefficienten  der  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  sammt- 
liehen  Glieder  einer  Periode  sind,  finden,  so  wie  man  die  Summe 
der  Glieder  jeder  Periode  kennt.    Enthält  jede  der   auf  die«« 
Weise  für  ein  bestimmtes  Vieleck  erhaltenen  Gleicbungeu  a.b 
Wurzeln,  so  kann  man  jede  derselben  wieder  entweder  in  a  Glei- 
chungen vom  Grade  b  oder  in  b  Gleichungen  vom  Grade  a  zerle- 
gen, und  die  Coefficienten  der  Gleichungen  bestimmen,  so  wie 
man  für  jede  der  zu  suchenden  Gleichungen  die  Summe  ihrer 
Wurzeln  kennt,  wenn  man  nur  im  ersten  Falle  jedesmal  6,  in 
zweiten  Falle  jedesmal  «  bestimmte  Diagonalen  als  Wurzeln  jeder 
der  Gleichungen  nimmt.    Welche  Diagonalen  als  Wurzeln  einer 
Gleichung  zu  nehmen,  ergiebt  sich  mit  Bestimmtheit  aus  der 
bekannten  Reihenfolge  derselben  in  der  Periode.   Ist  b  (oder  o) 
selbst  wieder  eine  durch  c  theilbare  Zahl,  also  6  =  c.rf,  so  kann 
man  wieder  jede  der  b  Gleichungen ,  sei  es  in  c  Gleichungen  vom 
Grade  d  oder  in  d  Gleichungen  vom  Grade  c  zerlegen  und  dereo 
Coefficienten  aus  den  bekannten  Summen   der  Wurzeln  jeder 
Gleichung  finden,  so  wie  man  nur  wieder  d  resp.  c  ganz  be- 
stimmte Diagonalen  als  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichung* 
nimmt.    Ist  d  oder  c  wieder  theilbar,  so  kann  man  mit  dem  Z* 
legen  auf  gleiche  Weise  und  zwar  so  lange  fortfahren ,  bis  nu 
Gleichungen  erhält,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 


Fälle,  wie  sie  im  Vorhergehenden  behandelt  wurden,  treten 
ein ,  so  wie  die  Perioden ,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  eine* 
regulären  2(2«  +  1)- Ecks  bilden,  säramtlich  von  gleicher  Glieder- 
zahl sind.  Allein  aus  §.  13.  ist  bekannt,  dass  bei  einzelnen  die- 
ser Vielecke  die  Diagonalen  mehrere  Perioden  bilden,  die  nicht 
alle  dieselbe  Zahl  von  Gliedern  haben.   Es  seien  xx,  x^ 

auf  einander  folgende  Glieder  einer  Periode,  jr, ,  rÄ,  jr9,  r4  r« 

die  Glieder  einer  andern  Periode  desselben  Vielecks  (die  Zeiger 
geben  mithin  an,  das  wievielste  Glied  der  Periode  eine  Diago- 
nale sei),  und  sei  n  <  m.  W?enn  nun  zwischen  xx  und  tx  etwa 
eine  der  Gleichungen 

%i  —  xxz — 3jTj ,  X\  =  ari5— 5a?!8 +  5ari,  °-  s-  w- 

statt  findet ,  so  gilt  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  ra  und  h 
jr3  und  .t3  u.s.  w.,  also  auch  zwischen  jr„  und  xn;  da  jr^+i  auftt 
und  xx  auf  xn  folgt,  so  musste  dieselbe  Gleichung  auch  zwisebeo 
rB+i  und  xx  gelten,  d.  h.  man  erbie  te  aus  demselben  Werthe  von 
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xx  durch  dieselbe  Rechnung  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe 
JT|  und  r«+i,  wa«  unmöglich  ist    Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  xm  irgend  eine  angerade  Diagonale  eines  regulären 
2(2«+  1)-Ecks  und  findet  sich  x3m  oder  x^n  oder  Xjm~» 
nicht  in  derselben  Periode,  in  der  sich  xm  findet,  so 
kann  die  Periode,  zu  der  x%mt  x&mt  Xjm  gehurt,  nie  aus 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Periode,  zu  der  xm 
gehurt. 

Ferner  folgt: 

Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n+I)- 
Ecks  mehrere  Perioden,  so  kann  keine  derselben  aus 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Hauptperiode  dieses 
Vielecks,  d.  b.  diejenige,  in  der  sich  die  Seite  des  Viel- 
ecks findet. 

Ist  n^m  (es  ist  angenommen,  zwischen  xx  und  xx  besteht 
eine  der  Gleichungen  xx~xxz— &xx ,  xxz=:xx6 — 5xx*+$xx  u. s.  w.), 
so  wird  zwischen  Xm  und  xm  dieselbe  Gleichung  besteben  wie 
zwischen  xx  und  xx,  dann  muss  aber  auch  diese  Gleichung  be- 
steben zwischen  JT|  unddTifrfi,  zwischen  rs  und  Xm+%*  und  so  fort; 
finde  sich  auf  diese  Weise,  dass  zwischen  jcy,  und  xn  auch  diese 
Gleichung  gilt,  so  mflsste  sie  auch  zwischen  fy+i  und  xx  statt 
haben ;  allein  x»+i  kann  aus  dem  schon  erwähnten  Grunde  keine 
von  jr,  verschiedene  Grosse  sein,  somit  ist  n  ein  ganzzahliges 
Vielfache  von  m.    Demnach  erhält  man  den  Satz: 

Ist  xm  irgend  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären 
2  (2n  + 1 )  -  Ecks  und  findet  sich  x$m,  x&m,  x7m,--  nicht 
in  der  Periode,  in  der  sich  xm  befindet,  so  ist  die  Zahl 
der  Glieder  in  der  Periode,  zu  der  xm  gehurt,  ein  ganz- 
zahlig Vielfaches  (kann  auch  das  Einfache  sein)  der 
Gliederzahl  der  Perioden,  in  denen  sich  •2*3 ro ,  X^rat  •••• 
finden. 

1 R 

Ist  xx  Seite  eines  regulären  2(2n  +  ])-Ecks,  <*  =  2n4-V  Xl 

also  =  2  sin  er,  kommt  ferner  xm  nicht  in  der  Periode  vor,  in 
der  sich  xx  findet,  und  hat  die  Periode,  in  der  sich  xm  findet, 
weniger  Glieder  als  die  Periode,  in  der  xx  vorkommt,  so  muss 
sich  in  letzterer  mindestens  noch  ein  Glied  befinden,  dessen  Zei- 
ger p  ungerade  und  so  beschaffen  ist,  dass  sin (mp.a)  =  sin (tna) 
ist,  es  muss  also 

9^1«=2f*Ä±äiTi«  ^er  m(p?l)  =  2*(2n+l) 
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«ein.  Ist  mithin  2n  -f  1  eine  Primzahl ,  so  lässt  sich  diese  Glei- 
chung nie  erfüllen,  da  m  wie  p  <  2/i  sind.  Somit  ergieiit  sich 
der  Satz : 

Ist  2n  -f  I  eine  Primzahl  und  es  besteht  die  Haupt- 
periode  der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  2(2n+l)- 
Ecks  aus  m  Gliedern,  so  muss  jede  der  Perioden,  die 
sich  aus  den  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  bilden 
lässt,  aus  m  Gliedern  bestehen,  es  ist  also  m  ein  Tbei 
ler  von  n,  der  Anzahl  der  ungeraden  Diagonalen  des 
Vielecks. 

Liu  Theil  der  Satze  dieses  Paragraphen  ist  bereits  §.  14. 
erwiesen;  hier  ohne  Anwendung  von  Lehren  derZahleu-Congrueoi. 


In  §.  11).  sahen  wir,  wie  man  die  Summe  der  ungeraden  Po- 
tenzen bestimmter  Diagonalen  e'nes  regulären  2(2w-+I)-Ecb 
ausdrücken  könne,  wenn  die  sa'mmtlichen  ungeraden  Diagonal« 
des  Vielecks  nur  eine  Periode  oder  auch  mehrere  Perioden  tö- 
den,  doch  mussten  im  letztem  Falle  alle  Perioden  dieselbe  A« 
zahl  von  Gliedern  haben.  Wie  sich  die  Sache  stellt,  wenn  die 
letztere  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  wird  sich  am  Leichtesten  aus 
einem  Beispiele  ersehen  lassen.  Es  habe  die  Hauptperiode  m.z 
Glieder,  xl ,  x2J  xZi ... .  xm.n  seien  die  auf  einander  folgenden 
Glieder  derselben ;  eine  andere  Periode  desselben  Vielecks  habe 
nur  in  Glieder,  nämlich  jrt ,  r2,  f3,....jm;  besteht  zwischen  Jj 
und  jr,  die  Gleichung  tt  =  a*,3  — 3a*j  (oder  eine  ähnliche),  so  ist 
auch : 


rt  =  JTt*  — 3?*,  ....  Xm  =  Xm3—3xm,     Xt  —  Xmll*  — 

r4  =  xm+2z— 3j:m+*,  ...  rm  —  a*«,3— 3a:*«,  u.  s.  w. , 
und  es  ist  nun : 

x, 3  +  xas  +     +  Xm»3  =n  (jr,  +  Xt  +  • .. .  +  Jj»)  +  3  (ar,  -|- x%  + ....  \ xmd 

und  ahnliche  Gleichungen  weiter,  wenn  zwischen  xx  und  xx 
andern  Gleichungen  aus  §.  19.  bestehen. 

Soll  die  Hauptperiode  des  Vielecks  in  m  Gleichungen  zerlegt 
werden,  wo  also  die  eine  Gleichung  nach  §.  19.  die  Diagonalen 
x1yXm±i,  X2m+i,-.~  X(7t-.\)m+i  als  Wurzeln  enthalten  wird,  «° 
ist  unter  der  Annahme  r|=X|3  — 3aT|  auch 
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•  +  ar«+i8  + ....  +  x{n-\)m±i*  =  TT .  r,  -f  3(ar, +*m+i  + ....  +  ar(n-i)mf  1) 

Soll  die  Hauptperiode  in  n  Gleichungen  zerlegt  werden,  wo  mithin 
die  eine  Gleichung  die  Diagonalen  xx ,  :r*+i,  x*tt\i,  ....  X(m_i)7r-|) 
als  Wurzeln  enthalten  wird,  so  wird  sich  auch  eine  in  jedem 
bestimmten  Falle  leicht  zu  ermittelnde  Reihe  Diagonalen  aus  der 
andern  Periode  ergeben,  deren  Summe  vermehrt  um  die  dreifache 
Summe  der  genannten  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe  der  drit- 
ten Potenzen  dieser  letztern  Diagonalen. 

Man  kann  diesen  Fall  übrigens  ganz  auf  den  Fall  in  §.  19. 
zurückführen,  wenn  man  die  zweite  Periode,  die  nur  wi  Glieder 
hat,  Trmal  hinter  einander  schreibt  und  die  so  erhaltene  Reihe 
als  Periode  betrachtet,  die  mit  der  Hauptperiode  gleiche  Glieder- 
zahl hat. 

§.  22. 

Als  Beispiel,  wie  man  die  bisher  erwähnten  Sätze  zur  Zer- 
legung der  Gleichung  eines  regulären  2(2»  -f  1)  -  Ecks  benutzen 
könne,  diene  die  Zerlegung  der  Gleichung  des  regulären  82-Eck* 
in  zwei  Gleichungen.    Die  gesuchten  Gleichungen  seien: 

+  Ax  .z9+  j42.x8  +  ...  +  i*9.jr  \  Aln  =  0 
mit  den  Diagonalen  J.  39.  37.  33  25.  9.  23.  5.  31.  21  und 

x10+  Bt  ....  +  B9.x+  Bl0  =  0 

mit  den  Diagonalen  3.  33.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11.  19  als  Wurzeln. 
Es  sei  gefunden: 

i|I=-S1  =  4(l-V4l)  und    Bl  =  -Sl  =i(l  +  V41), 

und  habe  Slt  £2,  S3,  —  dieselbe  Bedeutung  [Gleichung  (31)]  für 
die  erste,  wie  Sj ,  52,  53,....  für  die  zweite  Gleichung.  —  Nach 
Gleichung  (32)  ist : 

«,  =  4(39  +  V41),  SÄ  =  i(39-V4l); 
nach  Gleichung  (38)  ist: 

S3=  — 2  + V41,  s8  =  -2-V41; 
nach  Gleichung  (33): 

Ä4  =  i(115  +  5V41),  S4  =  4(115 -5V41); 
nach  Gleichung  (3ü): 

S!=-8f3V41,  5>  =  -8-3V41, 


Digitized  by  Google 


468     schoenborn:   Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 


nach  Gleichung  (33): 

S6  =  189  +  IÖV41 ,  S„  =  189  -  I0V41 ; 
nach  Gleichung  (40) : 

Sr  =  -  32  +  10V41 ,  Sr  =  -  32  -  10V41 ; 
nach  Gleichung  (33) : 

Ss  =  4(1307  +  77^41),  58  =  4(1307- 77 V41). 

Mittelst  der  Newton'schen  Gleichungen  und  der  Gleichungen  (20) 
und  (28)  Gndet  man  nun : 

A*  =i(-9-V4l),  B*  =i(-9  +  V41); 

Az  =i(7  +  7V41),  ß3  =i(7-7V41); 

A4  =-2  +  2V41,  B4  =  ~2-2V41; 

Ab  =  -28—8^41,  B„  =  -28  +  8V4I; 

A6  =  33,  ß6  =  33 ; 

AT  =i(71  +  llV41),  Bj  =  i(71  — 11V4I); 

A8  =-42— 4V41,  B9  =-42  +  4V41; 

A9  =  5  +  2V4l,  B9  =  5-2V4l; 

=  — 1»  ü?10  =  —  1. 

Man  sieht,  dass  man  die  wirkliche  Gleichung  des  regulären 
82-Ecks  nicht  zu  kennen  braucht,  um  die  Zerlegung  zu  bewirken; 
dass  sich  Al9  Bx,  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Gleichung 
des  82-Ecks  nur  die  ersten  Glieder  ar^-f  ar19—  19a:18  — ....  kennt, 
werden  wir  §.  24.  sehen. 


§.  23. 

Zieht  man  in  irgend  einem  regulären  Vielecke  alle  Seiten  and 
Diagonalen,  so  lassen  sich  irgend  zwei  Diagonalen  desselben  stets 
als  Gegenseiten  (oder  Diagonalen)  eines  Sehnenvierecks  aufTassen 
und  darauf  der  Ptolemäische  Lehrsatz  anwenden.  —  Sind  xm,  Xp 
(wofür  man  auch  m,  p  setzen  kann)  zwei  ungerade  Diagonalen 
eines  regulären  2(2n  + 1)-Ecks,  so  giebt  es  unter  den  verschie- 
denen Sehnenvierecken,  in  denen  xm,  xp  Gegenseiten  sein  kön- 
nen, zwei,   die  zugleich  Parallel -Trapeze  sind.    In  dem  einen 
liegen  xm,  xp  auf  verschiedenen,  in  dem  andern  auf  derselben 
Seite  des  Mittelpunktes.    Im  letzteren  sind,  wenn  m>*  ist,  die 
beiden  andern  Gegenseiten  =jr4(fn-#);   die  beiden  Diagonalen 
=  *i(«t+«)»  nacn  dem  Ptolemäer  also: 


> 

\ 
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eine  Gleichung,  die  richtig  bleibt,  wenn  man  bloss  die  Zeiger  schreibt : 

Diagonalen,  deren  Zeiger  die  Form  4;»  + 3  haben,  sind  als  negativ 
zu  betrachten;  sind  beide  Zeiger  m,  s  von  der  Form  4p -f  1  oder 
4p+3,  so  ist  das  Produkt  xm.x,  positiv;  in  der  Differenz  der 
Quadrate,  die  dem  Produkte  gleich  ist,  ist  das  Quadrat  der 
Diagooale  mit  geradem  Zeiger  abzuziehen,  denn 

(4,*  + 1)  (4a  + 1)  =      +  2«  + 1)*-  (2p-  2*)* 

und 

(4p+3)  (4<j+3)  =  (2fi+2cr+3)«-(2fi— 2*)« 

Sind  die  Zeiger  m,  s  nicht  von  gleicher  Form,  so  ist  das  Pro- 
dukt xm.x,  als  negativ  aufzufassen;  in  der  Differenz  der  Qua- 
drate aber,  welcher  das  Produkt  gleich  wird,  ist  das  Quadrat 
der  Diagonale  mit  geradem  Zeiger  wiederum  abzuziehen,  denn 

—  (4f»  +  3)(4<r-f  1)  =  (2|*-2(j  +  ])*  —  (2f4  +  2o+2)2. 

Im  regulären  2(2« + 1)  -  Ecke  ist  jede  Diagonale  mit  geradem  Zei- 
ger, wie  x*mt  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Hypotenuse  der  Durchmesser  2,  dessen  andere  Katbete  aber 
=zxim+\-im  ist;  mitbin  kann  man  das  Produkt  zweier  ungeraden 
Diagonalen  immer  gleich  setzen  der  Summe  der  Quadrate  zweier 
ungeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks  weniger  4.  Da  aber 
das  Quadrat  jeder  ungeraden  Diagonale  eines  regulären  2(2n-fl)- 
Ecks  gleich  ist  2  plus  (oder  minus)  einer  andern  ungeraden  Dia- 
gonale des  Vielecks,  so  ist  das  Produkt  zweier  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  regulären  2 {An  -f  l) •  Ecks  stets  gleich  der  positiven 
Summe  [beim  2(4n-f3)-Ecke  der  negativen  Summe]  zweier  andern 
ungeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  sich  das  Produkt  beliebig  vieler 
ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-f  1)-Ecks  im  Allge- 
meinen stets  als  gleich  ergeben  wird  mit  der  positiven  oder  nega- 
tiven Summe  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks.  Es  wird 
der  Summe  bisweilen  noch  2  oder  ein  Vielfaches  von  2  als  Sum- 
mand zuzusetzen  sein ;  wäre  z.B.  xm.xr  =:  ar^-f  x„  gefunden  und 
es  soll  xß.xm.xp  gefunden  werden,  so  ist  dieses  -=x^- \ x^.Xn^ 
ist  nun  Xfi.Xn  =  Xr*-\-X,%—A,  SO  ist  Xp.Xm.  xv~Xf?  ■{■  x^-t  x,* —  4, 
setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jeder  Diagonale  2  plus  dem 
folgenden  Gliede  der  Periode,  so  ist  das  Produkt  der  drei  Diago- 
nalen gleich  2  plus  der  Summe  dreier  Diagonalen. 
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Sind  xm*  xpt  xr»  xtt  xt,         beliebige  ungerade  Diagonalen 

eines  regulären  2(2»+))- Ecks  die  Wurzeln  der  Gleichung 

xv+  Ax . xv~l  +  A2 . x*-*  +  ....+  Av-i . x  +  Ar  =  0, 

so  werden  sich  die  Coefficienten  A2,  A9,  A^  A9  nicht 

bloss  als  Summen  der  zweiten,  dritten,  vierten, ....  (v — I)ten,  vten 
Combinationsklassen  der  Wurzeln  darstellen  lassen,  sie  werden 
sich  auch  als  positive  oder  negative  Summen  bestimmter  ungera- 
der Diagonalen  desselben  Vielecks  ergeben. 

Mau  sieht  auch,  wie  man  jetzt  die  Summen  der  2,  3,  4,  5,. ...(er. 
Potenzeu  beliebiger  ungerader  Diagonalen  eines  regulären  2(2n+l)- 
Ecks  als  Summen  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks  wird 
darstellen  können. 


§.  24. 

Die  Sätze  in  §.  23.  geben  das  Mittel  an  die  Hand ,  in  eiaer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bestimmte  ungerade  Diagonalen  eine» 
regulären  2(2w  +  I)-Ecks  sind,  den  Coefficienten  des  dritten  Glie- 
des (A^)  als  Summe  von  Diagonalen  darzustellen.  Beim  regulä- 
ren 82- Eck  ist  (cfr.  §.22.): 

Ax  =  -  (1  +5  +  9  +  21  +  23+25+31  +33  +  37+39), 

wenn  man  nur  die  Zeiger  statt  der  Diagonalen  setzt.  A%  ist  die 
Summe  der  zweiten  Combinations - Classe  der  Wurzeln,  jede  ein- 
zelne Combination  als  Produkt  betrachtet.  Bekanntlich  erhält  man 
45  solcher  Produkte;  jedes  der  Produkte  verwandle  man  naefc 
}.  23.  in  eine  Summe  von  Quadraten.  Um  die  dabei  sich  erge- 
bende Summe  zu  finden,  addire  man  jeden  Zeiger  zu  jedem  fol- 
genden und  subtrahire  ihn  davon,  dividire  die  Summe  (Differeni) 
durch  2  und  notire  den  Quotienten,  wenn  er  eine  ungerade  Zihi 
ist;  ziehe  den  Quotienten,  wenn  er  eine  gerade  Zahl  ist,  von  41 
ab  und  notire  die  Differenz;  man  erhält  so  eine  Reihe  Zeiger; 
die  zugehörigen  Diagonalen  in's  Quadrat  erhoben  und  addirt  geben 
yf4+4.45.    Die  dazu  nöthige  Rechnung  sieht  wie  folgt  aus: 


3.  5.11.29  13.25.17.19.21. 
39.37.31.11.29.15.25.23.19 


7. 13.27.15.23.19.  21.19.  | 
39.33.  9.31.13.27.25,17  | 


15.25.17.21.21.23.17. 
35.  7.33.11.29.27.15 


19.23.15.27.29.11.  I  17.27.13  11.31. 
1.39.  5.35.33.  9      1.37.  5.  7.33 


13.29.31.9. 
3.37.35.7 


9.7.35.  I  35.5. 
1.3.37  39.3 


3. 
1. 


■ 
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Man  überzeugt  sich  bald,  das»  jedes  Glied  der  ersten  Periode 
sich  viermal  in  der  Reihe  findet,  jodos  Glied  der  zweiten  Periode 
aber  fünfmal;  setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jedes  Gliedes 
2  plus  dem  folgenden  Gliede  der  Periode,  so  ist: 

A%—-AAX-SBX  =  -  A-Bt,  da  Ax  +  Bx  =  \  ist. 

folglich : 

4(4*+^, -fc20)--4  — Ä,    oder    /!,*  +  &,  =  11: 
ebenso: 

^  +  ^  =  11, 

folglich : 

4.*!=  — 10   und    ^,=i(l-V4l),    Bx  =i(l  +  VAX). 

da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  abnehmen  kann,  dass 
AXs  welches  nur  die  drei  negativen  Diagonalen  xt3%  x3J,  x$9 
enthält,  negativ,  Bx  aber  positiv  sein  muss. 

Statt  At,  B2  zu  suchen,  konnte  man  auch  direkt  AX.BX 
auf  gleiche  Weise  finden. 

§.  25. 

Beispiele    dxe  r  Zerlegung. 

■ 

1.    Die  Gleichung  des  26 -Ecks: 

5*4-4;i;H6**+3:r  -1=0  (Periode  1.  11.  9.  5.  3.  7.) 

soll  in  zwei  Gleichungen 

x*  +  At.x*+A2.x  +  A2  =  0   (Wurzeln  1.9.3.) 

und 

xHBx.x*+B%  x+B*  =0  (Wurzeln  11.5.7.) 

5.  1 1.  7 

zerlegt  werden.    Um  A9  zu  finden,  bildet  man  die  Reihe  ^  ^  ^ 

also  ist  Az  =  -\  =  Bi.  Da  A%  =  \{AX*  +  BX -6)  (§.16.),  so 
ergiebtsich:  Ax*  +  Bx  =4,  desgleichen  Bx*+ Ax  =4,  folglich: 
Al*+Bl*  =  7  und  ^.^,=-3,  Al-Bl  =  ±V\Z.  Da  Ax  ne- 
gativ ist  (xt+x9+x9  ist  positiv),  so  folgt: 

^1==t(i-vi3),  Bl  =  w  +  vm. 

Will  man  As  nach  §.  23.  berechnen,  so  ergiebt  sich : 
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i 

A9  =  —  xx.x9.x9  =  —  Xi{xt+xb)  =  —  (*s,+arg*  +  ari*-4) 
=  -  C2+xT+x6+xlx)  =  -  (2- Bx)  =-i(3-  V13), 

oder  die  beiden  Gleichungen  sind: 

**  +  *(!  —  V13). **-*  +  ,(—  3  +  Vl3)  =  0 

und 

+      +  Vl3).ar*— *  +  *(— 3- V13)  =  0. 

Mao  konnte  natürlich  auch  Ax .  Bx  direkt  aus  den  Zeigern  berechnen. 

Die  obige  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des zerlegt  werden. 

Die  gesuchten  Gleichungen  seien: 

x*+Ax.x+At=Q  (Würz.  1.  5.),    x*+B.xx+B%=0  (Würz.  H.3.), 

ar»+Cl.o;  +  Ci  =  0  (Würz.  9.7.).  — 

■ 

Man  findet: 

A% = :r7 -+.2\> r=  —  Ci ,    B^=sxx  -f  x6  —  —  Ax ,       =ara+a:,1=— Ä/. 

d.  h.  die  drei  Gleichungen  lauten : 

a*  +  Ax.x—  C,=0,       +  ^,=0,  + 

Auf  dem  gewöhnlichen  Wege  der  Elimination  findet  sich  nun, 
dass  die  Gleichung  Ax*  —  Ax*  —  4AX  —  1  =0  zu  lösen,  um  du 
Werthe  für  Ax,  BXtCx  zu  erhalten;  da  Bx  positiv,  Ax,  (\  nega- 
tiv sein  müssen,  der  absolute  Werth  von  Ax  aber  grösser  aU  der 
von  (\,  so  sieht  man  auch,  wie  die  drei  Werthe  der  obigeo  Glei- 
chungen zu  vertheilen  seien. 

11.  Die  Gleichung  des  34- Ecks  (cfr.  §§.  16.,  17.)  ist  nach 
der  Metbode  der  §§.  23.,  24.  zu  zerlegen.  Die  eine  Gleichung  ent- 
halte die  Diagonalen  1.  15.  13.  9.  als  Wurzeln;  man  bildet  die  Reibe: 
9.  7.  5.13.5. 
7. 11.  13  1 1.  3 

A%  —  —  Al—1Bl=  —  \  ~  Blt  desgleichen  Bl  —  —  \—Av 


II. 

Ig    und  erhalt: 


da  A%-^B%^AX  .Bx=— 7  ist,  so  folgt  AX.BX=— 4,  und  hieraus 
^l  =  i(l— V17),  #,  =  i(l  +  Vl7).  Dass  Ait  #4=-l  sei,  *» 
sen  wir  aus  §.  15.  Zerlegen  wir  nun  die  Gleichung  in  vier  Glei- 
chungen zweiten  Grades,  nämlich  in: 

a;a  +  ol.a:+oa  =  0  (mit  den  Wurzeln  xx,  xl9), 
x*  +  bx.x-{-b%  =  0  (mit  den  Wurzeln  xX6,  x9), 
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x%  +  «, . x  +  c,  =  0  (mit  den  Wurzeln  xt,  xt)y 
x*  +  & . x  -f  &  =r  0  (mit  den  Wurzeln  aru ,  xT) . 
no  erhält  man: 

da  0^.^  = — ]=rcr,./?,  ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

«i+ft  =  ;(i-fvn),  *,./*,  =-1. 

folglich  : 

«i-Ä=±\   2  =±  2  ' 

da  ot|  negativ,  ßx  positiv  ist,  so  ergiebt  sich: 

«1  =i(l  +  Vl7-V"34  +  2Vl7),  ßx  =  ,(1  +  VJ7  +  V34+2V17). 

Man  findet  ebenso  0*  =  — 6, ,  ßjsr  — at,  folglich  0|.^s=  — lt 
ai+6,=i(l-Vl7),  d.  h.  «i-*!  =±1^34—^17);  da  a, 
negativ,  6a  positiv  ist,  so  ist: 

«i         -  VYJ— V34— 2VJ7),   6Ä  =  1  (I  -  V17  +  V  34— 2V17), 

d.h.  die  CoefBcienten  der  vier  gesuchten  Gleichungen  sind  jetzt 
bestimmt 

III.  Die  Gleichung  des  42- Ecks  ist  bereits  in  §.  8.  in  Fa- 
ctoren  zerlegt  worden.  Der  Factor  x%— xh— Gx*-t6x*+8x*— 8x+l=0 
enthält  als  Wurzeln  die  Periode  (1. 19. 17. 13.5. 11.).  Man  zerlege  in 

x*  +  Ax  .x*+ A*.x  +  Az  =  0  (Wurzeln  1. 17. 5.) 

und 

*»+J?i  .a?«  +  Bt.x^Bt  =  0  (Wurzeln  19. 13.  11.). 

Man  erhält  nach  der  Methode  des  §.  24. : 

A%  =  x*  +  x9  -f  xi6+xl  -f  arft -+ #17. 

Die  Diagonalen  ar8,  £15  sind  Wurzeln  der  Gleichung  x*  +  x% 
— 2x — 1=0,  folglich  arj-f X9+j:j5  =  —  1,  also  ist  A2— — 1  —  AX9 
Bt~ — 1«— B|,  und  da  A2  +  B2-\-Ax  .Bx  = — 6  ist,  so  ist  wei- 
ter Al.Bl=  —  5,  folglich  Ax — Bx  =  ±V2l;  Ax  muss  negativ, 
Bx  positiv  sein,  also  ist: 

Ax  =  i(-l-V21),  Bx  =  i(-l  +  V21); 
^  =  ,(-l+V21),    ffi  =  ¥(-l-V21). 

Es  findet  sieht 

Th.ll  XLTI.  32 

* 


Digitized  by  Google 


474     Scäoenöorn:  Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 

=  -02-tfi)  =  -i(5-V21), 
die  beiden  Gleichungen  aind  also: 

a:»-i(l+V21)a:»  +  i(-l-»-  V21)*  -i(5-V21)=0  ' 

und 

—  V21)**  +  i(—  1  -  V21)*  -  i(5  +  V21)  =  0. 

Soll  dieselbe  Gleichung  in  drei  Gleichungen  zweiten  Grades  zer- 
legt werden,  so  seien  dieselben  i 

xt  +  Ai.x  +  At^zO  (mit  den  Wurzeln  1.  13.) f 
x*+Bl.x+B*  =  0  (Wurzeln  ltt.fi.), 
*2  +  CVx+C^O  (Wurzeln  17.  11.). 
Man  erhält: 

A%=:—l  +  xg,    1^  =  — l-f:rs,    C2  =  —  1+«,». 

Ist  also  die  Gleichung  ar9+ara  —  2x — 1=0,  deren  Wurzeln  jj, 
x9,  xlA  sind,  gelöst,  so  ist  At,  fi2,  t\  bestimmt,  und  wird  sich 
dann  Alt  Blt  (\  aus  den  Gleichungen  finden,  die  man  erhält, 
wenn  man  die  drei  gesuchten  Gleichungen  multiplicirt  und  die 
erhaltenen  Coefficienten  mit  denen  der  gegebenen  Gleichung  zu- 
sammenhält. 

IV.  Die  Gleichung  des  50- Ecks  lautet,  nachdem  die  Glei- 
chung des  10- Ecks  entfernt  ist: 

ario_       +  35^« + x*  _  so*«  _  6x9 + 2ox* + 5  x  —  1  =  0 ; 

ihre  Wurzeln  bilden  die  Periode :  1.  23.  21.  17.  9.  7.  II.  3.  19. 13. 
Die  Gleichung  soll  zerlegt  werden  in : 

x*\Ax .x*+A*x*\Az .x*+A4.x+Ab=0  (mit  den  Würz.  1.21.9.11.19.) 
und  in: 

xa+B1.x*+B2jc*+Bs^:H Bt.x+B,=0  (mit  den  Würz. 23. 17.7.3.  Ii). 
Es  ist  Ax-\  Z?j=0;  nach  §.24  findet  man: 

^t  =  2(a^,  +ar17  +  x7  +  ar8  -f  xti)  +  5(a:6  +  *15)  =  —  2Bt  —5, 
desgleichen : 

#,  =  —2,4,-5; 

da  nun : 

A*  +  B%  +  AX.BX  =  —  2(Al+Bl)-\0+Al.Bt  =  — 1 
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ist,  so  ist: 

Ay.Bx  =  0,   Ax~Bx~0,   A%  =.  ~  5,   /?2=  — 5. 

Aus  AZ+A*.BX  +  Ax.B^B9  =  0  folgt  <4.,  +  #3=0;  aus  A4+Bt 
+  25  =  36  folgt  ^4+^4=10;  aus  A. ,  Y A4.BX  +  A9.Bt  +  A%.Bz 
+  AX.B4  +  B%=zl  folgt  i<ft  +  Ä5  =  l;  da  A^.B^—l,  so  folgt 

y<Ä  =  4(J db V5) ;  es  ist  <d5= — a*i .  jt^i  •«a"»'a:ii  "^19  negativ,  da 
Xu  und  a;^  negativ  sind,  also  ist  A9  =  l(\ — V5),  /?5  =  f(l-f  V5); 
aus  AA.B%  +  A&.B4  =  5,  im  Verein  mit  ^4  -f  2?4  =  10,  folgt 
A4  =  B4  =  5;  aus  ^3 . £f3  - 5^4-  5Z?4  =  —  50  folgt  >43.i?a=:0, 
folglich  A%  =  J3g  =  0,  oder  die  gesuchten  Gleichungen  sind : 

ar»— 5*»+5a:+l(l  — V5)  =  0  und  a:*—  5a:s+5a:  +  Ul  + V5)  =  0. 

Weil  ^i  =  Ä,=0,  so  folgt  für  das  reguläre  50-Eck,  wenn  man 
die  Diagonalen  nur  nach  ihrem  absoluten  Werthe  nimmt,  dass 
X\  +  *9  +  a:M  =  arn  +  xl9  und  a-3  +  xr  -f  a:»  =:a:,3  +arl7  sei. 

V.  Ist  aus  der  Gleichung  des  54-Ecks  die  des  18  Ecks  ent- 
fernt, so  bleibt: 

x9—  9a:7  +  27a:a—  30a:3  +  9ar  —  1  =  0; 

die  Wurzeln  dieser  Gleichung  bilden  die  Periode 

1.  25.  23.  19.  11.  5.  17.  7.  13. 

Die  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

a*  +  Ax.x*  +  A»x  +  AZ  =  Q  (mit  den  Wurzeln  1.  19.  17.), 
x9  +  Bl.x*+B%.x  +  Bz  =  Q  (mit  den  Wurzeln  25.  11.7.), 
d.x*+  Ct.a?  +  C,  =0  (mit  den  Wurzeln  23.  5.  13.). 

Man  findet: 

AX.BX  =  — 3(a?8  +  xu  +  a?18)  —  3(a-,  -f  xl9  +  a:17)  =  —  3At , 
i4| .  Cj  =z  —  3C| ,   Z?i .  C |  =  —  '>SBX ; 

da  aber  Ax  +  ßt  +  p=  0,  so  ist  ^,  =  ^  =  Ct  =  0.  Ferner 
ist  A%  =  — 12  +  3ar9»  +  a:,2  +  a:,,2  -f  arir2  =  —  3,  Ä2  =  —  3, 
Ct  =  —  3 ;  endlich  4,  =  —  a, .  xl9  .  o:, 7  =  —  xlt  (—  a*102  -f  a*92) 
=  a:17(l  +  x7)  =  a:I7  +  arÄ2  —  a:l22  =  j:17  +  x,2  +  s2  -  4  =  —  x3> 
desgleichen  /?s  =  — a*4l,  C3  = —  .T,it  d.h.  es  sind  A3,  Bs,  C3 
die  Wurzelo  der  Gleichung  x9— 3a: -|  1  =0;  sind  diese  gefunden, 
so  sind 

ara— 3ar  — ar8  =  0,   a:a  —  3a:  —  x2x  =  0,    a9  -  3a*  —  ar,  s  =  0 
die  drei  gesuchten  Gleichungen. 

3>« 
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VI.  Die  Gleichung  des  62 -Eck«: 

«ift— sM_14x"  -f  13a-1»  +  78a;11— 66a:10— 220a:*  +  168x« 
f  330*7-210*«— 255*H  126**  +  84*«— 28a:»— 8a?+l  =  0 

bat  15  Wurzele,  die  drei  Perioden  bilden.  Die  Gleichung  soll 
in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

^+^»^+^a*H^*+^5=0  (Würz.  av>«s»*ii)' 
j++BtJc*+BiJtHB4X+ Bt  =  0  (Würz.  ar„  a^,  a;«,  Xjt  *ir). 
x*+ .a*+ C*x*  +|Ct^r*  +  dur-f Cö=0  (Würz.  xh% xtl txUtx*  *n). 

Man  findet: 

A%  =  4  +  2Bt  +  Cj  =  Bx - 1  =  4(4»-  At  - 10); 
folglich: 

4«  =  8+4 +94; 

desgleichen : 

2^  =  8  +  ^+2^;   Q»  =  8+Q+24; 

hieraus  ergeben  sich  im  Verein  mit  Ax  +  Bl  +  Ci  =  —  1  *■« 
Gleichungen : 

und  eliminirt  man  Blt  Ci,  so  erhält  man: 

4* -Mi*-  104 -8  =  0; 

die  Gleichung  hat  drei  reelle  "Wurzeln,  die  positive  bezeichne  man 
mit  z«,  sie  giebt  den  Werth  für  4,  denn  es  ist 

Ax  =  -      +  ar»  +  4*7+3«  +  *«) 

positiv;  von  den  negativen  Wurzeln  bezeichne  man  die  absolut 
grossere  mit  u,  die  kleinere  mit  z»,  so  ist: 

Cx  =  Zc,   4  =  zjj 

4>  ^z.  C»  sind  «ach  bekannt;   A5,  B5t  C6  sindsf1- 

4,  4»   Bs,  B4;   Cj,  C4  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  w« 
den  Gleichungen  des  §.  15.  gegen  Ende. 

VII.  Die  Gleichung  des  66-Ecks  lautet,  nachdem  der  ftd* 
x  -f-  1  entfernt : 

x"-  15a:13  +  a:1*  +  90a:11-12a:1''-274a:HS4a:« 
+44Ia:7  - 11  Ix« - 351**  +  99a:4  +  1  IIa:'  -  27a:»  —  9ar  +  I  = 
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Nach  }.  13.  bilden  die  15  Wurzeln  drei  Perioden  zu  fünf  Gliedern. 
—  Man  soll  die  Gleichung  zerlegen  in: 

(Wurzeln  xXt  x9Xt  xt9,  xUi  xxr), 

ar»+  Bx  ,x*+Bt.x*+  £4. =  0 

(Wurzeln  xt,  xv>  xtx,  x9,  xX6)9 

*•+  Q .x*  +  C^.x*  +  Ci.x*  +  C4.*  +  CÄ  as  0 
(Wurzeln  ara,  d^,  X||f  jr7,  ar19). 

* 

Man  findet: 

At=~Ax  ~2BX  _  ^  =  — ;   B%  =  —  iBx ;    C.  =  — B,. 
Aua  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt: 
N  +     -10  =  -8*. 

oder: 

Da  die  Summe  der  Wurzeln  x9,  xv,  xtl>  Xg,  xXh  negativ,  Bx  also 
positiv  sein  muss,  so  folgt: 

tf,=+l,   B2  =  -4; 

aus  den  Gleichungen  (29),  (30)  ergiebt  sich: 

^3  =  —  3,    /?4  =  -f-3,  ' 

d.  h.  die  Gleichung  lautet: 

jr«  +  ^-4*>— 3x»  +  3ar  +  1=0, 

eine  Gleichung,  die  sich  auch  daraus  ergiebt,  dass  die  Wurzeln 
derselben  die  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  22 -Ecks  sind. 
Aas      —  —  By  folgt : 

4* -Mi  =8  oder   Ax  =  *  (- 1  ±  V33) ; 

da  Ax  negativ  sein  muss,  so  ist: 

Ax  =         -V33),    Cx  =  i(- 1  -f  V33),   A±  =  C,  =  - 1. 

Es  findet  sich  aus  (29),  (30): 

4,  =i(9  +  3V33),   J4  =  —  6—  V33  u.  s.  w.; 

die  gesuchten  Gleichungen  sind  also: 

**  -  4(1  +  V33)    -  *•  *  K9  +  3  V33)*«  -  (6  +  V33)  *  + 1  =  0 

I 
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und 

x6  -  4(1  -  V33)  x«  -  x J  +  *(9  -  3 V33)  x*  -  (6  -  V33)  x  + 1  ss  0. 


Gegen  die  im  Vorhergebenden  angewendete  Zerlegung  lässt 
sich  der  Einwand  erheben,  sie  sei  in  vielen  Fällen  sehr  breit  und 
ihre  Benutzung  zeilraubend.  Wollte  man  nach  ihr  z.  B.  die 
Gleichung  des  regulären  386- Koks,  dessen  Diagonalen  zwei  Pe- 
rioden von  48  Gliedern  bilden,  in  zwei  Gleichungen: 

.r»8+/lI.:r"  +  ....  =  ü   und    **8  +  Ä,.*"+....  =  0 

zerlegen,  so  müsste  man  zur  Berechnung  von  At.BJt  selbst  wenn 
man  die  nothigen  Additionen,  Subtractionen,  Divisionen  durch  2 
nicht  rechnet,  4608  Zahlen  schreiben.  —  Diese  allerdings  bedeu- 
tende Arbeit  wird  aber  durch  Anwendung  des  folgenden  Salzes 
und  der  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  sehr  verringert: 

Bezeichnet  man  die  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-f  Ij- 
Ecks  nur  mit  ihren  Zeigern,  und  sind  a,  b  xwei  der  m* 
geraden  Diagonalen  des  Vielecks,  die  entweder  derselben 
oder  verschiedenen  Perioden  angehören,  hat  man  ferner 
gefunden,  es  sei  u.h  =  r*  +  s'J — 4,  es  sind  also  r,  t  nn» 
gerade  Diagonalen  desselben  Vielecks,  folgt  auf  a  in 
seiner  Periode  e.  auf  b  aber  d  und  es  ist  c.d  =  .a;2+#*— 4, 
so  folgt  in  der  Periode,  zu  der  r  gehört,  auf  r  entweder 
x,  und  dann  folgt  auf  x  auch  y,  oder  es  folgt  y  auf  r 
und  x  auf  *  in  den  betreffenden  Perioden. 

Die  Diagonalen  a.  b  haben  entweder  die  Form  4p+l  oder  4ft+3; 
auf  jede  Diagonale  2m +  ]  folgt  im  2(4m  4  1)-Ecke  (für  dieses  soll 
der  Beweis  geführt  werden,  er  ist  ganz  ähnlich  für  die  2 (4it  +  3)- 
Ecke  zu  führen)  entweder  \{n — ///)  —  1  oder  4(m— n)  +  l.  —  D'c 
verschiedenen  hier  möglichen  Falle  sind: 

1.    Es  ist: 

«  =  4m  +  I,  6=4*1+1.  ö.A  =  (2m+2/i+!)H(4w+l— 2i»+2/*)«-^ 
nun  sei: 

])  e  =  4(n-2m)  —  l    und    tl  =  4(n  -  2p)  - 1, 

dann  ist: 

f .  f/  ~  (-)  n  —  •  *»•■•  --  ' :\  —})■'■  \  (  Ui  \  \  -4/h-M^i)1  —  4; 
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2)  c  =  4(n  — 2m) -1  und  d  =  4(2p-n)  + 1, 

dann  ist: 

c .  d  =  (4n  -f- 1  +  4m  —  4p)*  -f  (4it  -  4m  —  4p  —  1)»  —  4 ; 

3)  c  =  4(2m-*)-f  1  und  d  =  4(2p- n)  +  lf 

dann  ist: 

cd  =  (4m  +  4p—  4w-f  1)*  +  (4n  +  1  — 4m  +  4p)4  —  4. 
II.    Es  ist: 

a  =  4m+I,  6=4p+3,  a.6=(2m— 2f»  — 1— 2m— 2^)»-^ 
nun  sei: 

1)  c  =  4(rt-2m)-l  und  d  =  4(n -2p—  1)- 1, 
dann  ist: 

c .  d  =  (4it — 4m — 4p — 3)» + (4« + 4m  —  4p  —  1)«  —  4 ; 

2)  c  =  4(n— 2m)-l  und  d  =  4(2p  +  l  -»)  +  1, 
dann  ist: 

c .  d  =  (4n + 4m  -  4p  —  !  )*  +  (4»  —  4m  —  4/»  —  3)* — 4 ; 

3)  c  =  4(2m— n)  +  l  und  d  =  4(2p  +  l  ~n)  + 1. 

dann  ist: 

cd  =  (4m  +  4p-4n+3)H(4»  +  l  +  4m-4p)*~4. 
IU.   Es  ist: 

a=4ro+3,  6  =  4p+3,  a.  6=(2m+2^+3)2+  (4»+l  —  2m+2p)2-4 
nun  sei: 

1)  c  =  4(n-2m-l)  — I  und  d  =  4(n- 2p—  1) -  1, 
dann  ist: 

cd  =  (4n— 4m  -4p— 5)*  +  (4h  +  1  —  4m  +  4p)a -  4 ; 

2)  c  =  4(n— 2m-l)-l  und  d  =  4(2p  + 1 -n)  +  I, 
dann  ist: 

cd  =  (4«  +  1  -  4m  +  4p)2  +  (4n  —4m  —4p  -  5)*— 4 ; 

3)  c  =  4(2m  +  l  —  »)  +  l  und  d  =  4(2p  +  l  -  m)  + 1, 
dann  ist; 
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cd  =  (4ro  +  4f*-4»  +  5)*+(4n  + 1  —  4m  +  4p)»-  4, 

and  man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  in  der  That  die  Glieder,  die 
dem  Produkte  cd  entsprechen,  in  ihren  Perioden  folgen  den 
Gliedern,  die  dem  Produkte  a.b  gleich  sind.    Cfr.  §.  14. 

Statt  r9,  **,  x*>  y*  aber  lässt  sich  setzen  2  ±  dem  in  der 
Periode  folgenden  Gliede,  und  geschieht  dieses,  so  kann  man 
folgenden  Satz  aufstellen: 

Folgt  in  einer  der  Perioden  der  ungeraden  Diagonalen 
eines  regulären  Vielecks  xe  auf  xa,  und  in  derselbe** 
oder  in  einer  anderen  Periode  desselben  Vielecks  X4 
auf  Xbt  setzt  man  statt  der  Produkte  x0.xt  und  sc*.Xd 
die  ihr  gleiche  positive  (negative)  Summe  zweier  ange- 
raden Diagonalen  desselben  Vielecks,  ist  also: 

Xa>Xb  =  ±  {Xa  +  Xß) ,    Xe . XA  —  ±  (xr  +  X*), 

so  folgt  in  der  betreffenden  Periode  xY  entweder  auf 
und  dann  folgt  xd  auf  Xßt  oder  es  folgt  xy  auf  xp  and 
dann  folgt  xa  auf  xa. 

Es  seien  xm>  xn,  xp,  xr, ....  a*«,  ort  die  auf  einander  folgen- 
den Glieder  einer  Periode,  ihre  Summe  =  —  Ax\  xMt  Xz. 
Xq,  ....  Xot  Xj  die  auf  einander  folgenden  Glieder  einer  anderer. 
Periode  desselben  Vielecks,  ihre  Summe  — —  Jix ;  das  Produkt 
AX.BX  kann  man  dann  schreiben: 

Xfi.Xm  +  XvXn  +  Xn -Xp-\- Xq.  Xr-\-  ...  +  X0  •  X»  -f  X  T  •  -f- 

Xß.Xn-Y-Xv-Xp-^  Xn-Xr  f  +      . +  Xr- + 

Xß.  Xp -\- Xr  .  Tr  +  +  Xa .  Xm+  X% .  Xn  + 


•  art  +  Xp.Xm  +         ^«  f-  +Xr  .X». 

Dass  diese  Summe  das  verlangte  Produkt  darstellt,  gebt  darau* 
hervor,  dass  jede  Vertikalreihe  die  Produkte  enthält  aus  dem- 
selben Summanden  der  zweiten  Periode  in  die  shmmtlicben  Sum- 
manden der  ersten  Periode.  Die  Produkte  jeder  Horizontalreib« 
stehen  aber  in  solcher  Ordnung  hintereinander,  dass  die  Factoren 
des  folgenden  Produktes  die  Glieder  der  Perioden  siud,  die  auf 
die  Factoren  des  vorhergehenden  Produktes  folgen;  denkt  man 
also  statt  jedes  Produktes  die  positive  oder  negative  Summe  der 
beiden  Diagonalen  gesetzt,  mit  der  das  Produkt  gleich  ist,  & 
bilden  diese  Summen  die  auf  einander  folgenden  Glieder  zwei« 
Perioden  des  Vielecks,  statt  jeder  Horizontalreibe  ist  also  die 
positive  oder  negative  Summe  zweier  Perioden  des  Vielecks  ot 
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setzen;  um  aber  zu  wissen,  welche  Perioden  man  zu  addiren  habe, 
braucht  man  nur  ein  Glied  der  Periode  zu  kennen,  d.h.  man  hat 
nur  eine  der  Vertikalreiben  etwa  die  erste  in  der  Art  umzuformeu, 
das«  man  statt  jedes  Produktes  die  ihm  gleiche  Summe  sucht. 
Setzt  man  dann  statt  jedes  dabei  sich  ergebenden  Gliedes  die 
Summe  der  zugehörigen  Periode,  so  ergiebt  sieb  durch  Addition 
dieser  Perioden  die  Grosse  Al.Bl.  Hierbei  ist  angenommen,  es 
hätten  alle  Perioden  des  Vielecks  gleiche  Gliederzalil ;  haben 
einzelne  Perioden  weniger  Glieder,  so  weiss  man  doch,  dass  die 
Zahl  ihrer  Glieder  ein  Theiler  ist  von  der  Gliederzahl  der  Haupt» 
periode;  Gndet  sich  also  ein  Glied  ans  einer  dieser  Perioden,  so 
wird  sich  leicht  berechnen  lassen,  das  Wievielfache  der  Summe 
der  Periode  statt  des  betreffenden  Gliedes  zu  setzen  sei 

Hätte  man  in  §.24.  beim  regulären  82- Eck  Al.Bl  finden 
wollen  nach  der  dort  angewandten  Methode,  so  hatte  man  20Q 
Zahlen  zu  schreiben.  Die  Kechuung  stellt  sich  jetzt  einfacher. 
Aus  der  ersten  Periode  nehme  man  den  Zeiger  1;  und  verbinde 
ihn  mit  den  Zeigern  3.  35.  29.  17.  7.  27. 13.  15.  II.  19  der  zweiten 
Periode;  und  bilde  folgende  Reibe: 

39.  23.  15.  9.  37.  27.  7  33.  35.  31. 
I.  17.  27.  33.  3.  13.  35.  7.  5.  9. 

Es  6nden  sich  in  derselben  10  Zeiger  der  ersten,  10  Zeiger  der 
zweiten  Periode,  mithin  ist: 

Ax.Bl  =  -10(4+4)  =  —  10.   Cfr.  §.  28. 

Beim  regulären  66-  Eck  (cfr.  §.  25.  Vif,  die  dasigen  Bezeich- 
nungen sollen  beibehalten  werden)  soll  Ax.Ci  gefunden  werden. 
Aus  dem  Zeiger  1  der  ersten  und  den  Zeigern  5.  23.  13.  7.  19 

3.  21.  7.  29.  23. 
der  dritten  Periode  bilde  man  die  Reihe  31  u  oj    3    9  ^we* 

Zeiger  31.  29.  finden  sich  aus  der  ersten  Periode,  sie  gehen 

—  2At ;  zwei  Zeiger  7.  23.  aus  der  dritten  Periode ,  sie  geben 

—  2C,;  fönf  Zeiger  3.  3.  27.  21.  9.  geboren  der  zweiten  Periode 
ao,  sie  geben  — 52?4,  oder  da  Bt  =  1  ist  — 5;  ausserdem  findet 
sich  der  Zeiger  11;  xxl  bildet  eine  Periode  von  einem  Gliede, 
der  Zeiger  ist  also  gleichbedeutend  mit  5jrn  =  —  5  oder  es  ist: 

At.d  =  -10  -2(4  +  ^)  =  -8. 
}.27. 

Eine  Periode  der  Diagonalen  eines  regulären  Vielecks  habe 
3m  Glieder;  die  verschiedenen  Diagonalen  unterscheide  man  durch 
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die  Zahlen  1,  2,  3,  4, ...  3m,  welche  also  nur  die  Stelle  angeben, 
an  der  die  einzelnen  Diagonalen  in  der  Periode  stehen;  die 
Gleichung,  deren  Wurzeln  diese  3m  Diagonalen  sind,  soll  in  drei 
Gleichungen  zerlegt  werden,  nämlich  in: 

x™  +  aI.a?w-1  +  n^,xm-'t-{- ...  =  0 
mit  den  Wurzeln  1,  4,  7,  10,... 3m — 5,  3m  — 2, 

x~  \  6i .  xm~l  +  6, .        +  . . .  ss  0 
mit  den  Wurzeln  2,  5,  8,  11,... 3m  —  4,  3m-  1, 

xm  -f-  c1 . -f- ct . x"*"9  -f  ...  =0 
mit  den  Wurzeln  3,  6.  9,  12,  ...3m— 3,  3m. 

Da  0|  -f-6|-fCi  bekannt,  so  ist  aa,  6t,  c%  bestimmt,  so  wie  0|.6|, 
öt .  C| ,  C| .  «|  bekannt  sind.  Man  denke  aus  den  Diagonalen  fol- 
gende Reihen  von  Produkten  gebildet : 

1.2,  2.3,  3.4,  4.5,  ...  (3m -2)  (3m-l),  (3m— l).(3m).  (3ro).l, 
1.5,  2.6,  3.7,  4.8,  ...(3m-2).2,  (3m-l).3,  (3m).4, 
1.8,  2.9,  3.10,  4. II,. ..(3m—  2). 5,  (3m— 1). 6,  (3m).7, 
1.11,  2.12,  3.13,  4.14,...(3m-2).8,        (3m— 1). 9,  (3m).ll 


l.(3m-l),  2.(3m),  3.1,  4.2, ....  (3m-2)(3m-4),  (3m— l)(3m-3j, 

(3m).  (3m -2). 

Man  übersieht,  dass  die  Summen  der  Produkte  aus  den  Vertikal- 
reihen 1,4,7,  10,...3m-5,  3m  — 2  die  Grösse  o,.o„  die  Summ« 
der  Vertikalreihen  2,  5,  8,  11, ...  3m  — 4,  3m-l  die  Grösse  bx.cx, 
die  Summe  der  übrigen  Vertikalreihen  aber  c, .  at  giebt.  —  Setzt 
man  statt  jedes  Produktes  die  ihr  gleiche  positive  oder  negative 
Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen,  so  stellt  jede  HorizootaJ- 
reihe  zwei  Perioden  dar;  welche  Perioden  es  seien,  sieht  man 
aus  einem  ihrer  Glieder;  d.  h.  die  Perioden  sind«  gefunden,  so 
wie  man  jedes  Produkt  einer  der  Vertikalreihen,  etwa  der  ersten 
in  eine  Summe  zweier  Diagonalen  verwandelt.  Man  habe  also 
etwa  gefundeo 

1.2  =  ±  (:*>  +  **);  l.6  =  ±(xp  +  xn);  1 .8  =  ±(x.  +  xa)  u. •.»• 

Ist  nun  xr  ein  Glied  der  Periode,  deren  Gleichung  eben  zerleg1 
werden  soll  und  es  gehörte  zu  den  Gliedern,  deren  negative 
Summe  =  — ax  gesetzt  wurde,  so  ist  wegen  dieses  Gliedes  unter 
die  Summanden,  deren  Summe  =aj.6|  ist,  aufzunehmen  -f^v 
unter  die  Sammanden,  deren  Summe  =bl.Ci  ist,  gehört  dann  T  »i» 
und  zu  den  Summanden,  deren  Summe  =e,  .a,  ist,  T  <V 
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Xr  ein  Glied  aus  der  Zahl  derer,  deren  negative  Summe  =  — bx 
war,  so  gehört  ^  bx  als  ein  Summand  zu  «i.A, ;  -f  cx  desgj.  zu 
bfCi*  T<*i  aber  zu  cl.ai  u.  s.  w.  Die  Sache  verhält  sieb  auf 
ähnliche  Weise,  wenn  xT  zu  einer  Periode  gebort,  die  mit  der 
Periode,  deren  Gleichung  wir  zerlegen  wollen,  gleiche  Gliederzahl 
hat;  aus  dem  einen  Gliede  ergeben  sich  unmittelbar  die  Diago- 
nalen, deren  Summe  unter  die  Summanden  von  a,  .6,,  6,  .cJf  Ci.at 
aufzunehmen  sind.  —  Ist  aber  xT  einer  Periode  angehurig,  die 
weniger  Glieder  hat,  so  wird  sich  leicht  bestimmen  lassen,  welche 
Glieder  derselben  und  in  welcher  Zahl  jedes  den  Suramen  zuzu- 
zahlen sind,  die  gleich  ax.bXt  bx.cx,  cx.ax  sind. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  aber  auch  anwenden,  wenn 
die  Periode  5m,  7m,  ....  Glieder  hat,  man  hat  nur  bei  5m 
Gliedern  z.  B.  die  erste  Vertikal- Reihe  in  1.2,  1.7,  1.12,  1.17 
....  umzuändern,  und  findet  durch  Verwandlung  dieser  Produkte 
in  Summen  unmittelbar  die  Werthe  von  ax.bx,  bx.cx,  cx.dx, 
tlx.eXt  ex.ax. 

Die  Diagonalen  des  70 -Ecks  bilden  3  Perioden.  Periode  I. 
enthält  die  Diagonalen  4.  21 ;  Periode  II.  die  Diagonalen  5. 25. 15  (14- 
Eck);  Periode  III.  die  Diagonalen  1.  33.  31.  27.  19.  3.  29.  23.  11. 
13.  9.  17.  Die  negative  Summe  der  Glieder  der  dritten  Periode 
ist  nach  §.  8.  =  1.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Glieder 
der  dritten  Periode  sind,  soll  in  3  Gleichungen  zerlegt  werden. 
Man  setze: 

—a,  z=xx  +      + *w-f  *ia;  —  &i  =*a3  +  *i9-f**s  +  *»; 

» 

—  c  =  xu  +  x9  -f  xxx  -f- xxr. 

Verbindet  man  den  Zeiger  1  mit  den  Zeigern  33,  19  ,  23  ,  9 
so  erhält  man  die  Reihen: 

17.  25.  23.  5. 
19.  9.  II.  31.' 

oder  wenn  man  statt  der  Quadrate  die  in  der  Periode  folgenden 
Glieder  setzt: 

1.  15.  11.  25. 
3.  17.  13.  27. 

Die  Zahlen  1,  13,  27  gehören  zu  ax;  3,  17,  II  zu  c, ;  15,  25 
gehören  der  Periode  II.  zu,  die  aus  drei  Gliedern  besteht,  wäh- 
rend Periode  III.  12  Glieder  enthält,  mitbin  ist: 

oj.6,  =3o,-f  3c,-4(*J6-f  x&);    bx.cx  =  3bx  +  3«,  ~4(jr6  +  xlb) ; 

c,  .C|  =  3ei  -f  36,  —  4(jrM  +  xb) ; 
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sind  also  xa,  xl6,  arM  bestimmt,  so  lassen  sich  aoch  au  bt,  c, 
finden. 

}.  28. 

Bei  einer  Anzahl  regulärer  2(4n -f  1)-Ecke  bilden  säramtliche 
2n  ungerade  Diagonalen  eine  einzige  Periode.  (26,  58,  74,  106, 
122,  ....  -Eck  gehören  dazu.)  Die  Summe  aller  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  solchen  Vielecks  ist  =  - 1  [Gleichung  (21)].  Die 
negative  Summe  der  an  den  ungeraden  Stellen  der  Periode  ste- 
henden Diagooalen  sei  ax;  die  negative  Summe  der  an  den  ge- 
raden Stellen  stehenden  Diagonalen  sei  6t;  also  «i -fA  =  1. 
Man  bilde  folgende  Reihe  von  Produkten : 

I.2,2.3,3.4,4.5,....(2n-3)(2ii-2),(2»-2)(2n-l),  (2»-l)(2n),  2a.l, 
l.4,2.5,3.6,4.7,....(2«-3)(2n),  (2n-2).  1,  (2«-l).2,  2*.3, 
1.6, 2.7, 3.8, 4.9,  ....(2n3).  2,  (2»-2).3,        (2n-l).4,  2».5, 


1.2»,  2.1,  a2,  4.3,  ....(2n-3)(2n-4),  (2it-2)(2n-3), 

(2n-l)(2n-2),  2it(2»-l). 

Die  n  Vertikalreihen,  die  an  den  ungeraden  Stellen  stehen, 
addirt  geben  Q\.bii  ebenso  gross  ist  die  Summe  der  n  Vertikal- 
reihen, die  an  den  geraden  Stellen  stehen;  die  Gesammtheit 
aller  Produkte  ist  also  2al.bl.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes 
die  Summe  der  beiden  Diagonalen ,  die  dem  Produkte  gleich  ist, 
so  ist  die  Summe  jeder  Horizontalreihe  gleich  der  doppelten 
Summe  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks;  da  also  n  Ho- 
rizontalreihen vorhanden  sind,  so  ist: 

«,.6,=-»  oder  ol  =  i(li:VTT4«),  6,  =  4(1? V*HF4«). 

}.  29. 

Die  Zusammenstellung  von  Produkten  immer  zweier  Diago- 
oalen, wie  sie  in  §.  27.  gegeben,  zeigt  in  dem  Falle,  wo  das  be- 
treffende Vieleck  3m  Diagonalen  hat,  die  sämmtlich  nur  eine 
Periode  bilden  (ein  Fall,  der  bei  dem  38,  74,  122,  134,  ....  -Eck 
vorliegt),  dass  at.bi  +6i-c,  +Ci.ai  =  —  2m  sei.  Dass  die  Summe 
aller  jener  Produkte  =  a|.6t -f  6t.c, -f-ct.a,  sei,  ist  schon  §.  27. 
gezeigt.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes  die  entsprechende 
Summe  zweier  Diagooalen,  so  stellt  jede  der  m  Horizontalreihen 
dieselbe  Periode  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  zwei« 
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mal  genommen  dar;  bei  den  2(4n  +  1)- Ecken  tat  diese  Summe 
mit  dem  Vorzeichen  +,  bei  den  2 (in  +  3) •  Ecken  mit  dem  Vor- 
zeichen —  zu  verseben;  da  aber  im  2(4»-f  1)-Ecke  die  negative 
Summe  dieser  Diagonalen  = -f  1 ,  bei  dem  2(4n+3)-Ecke  =r— 1 
ist,  eo  ist  in  beiden  Fällen  al.bl-\-bi,ci  +  ct. ax  =  —  2m. 

Diese  Summe  lässt  sich  aber  in  diesem  Falle  noch  auf  an« 
dere  Art  linden.  Bedeuten  a,  ß,  y  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen,  auch  0,  so  ergiebt  sich  nach  §.  27.: 

o,.6,  =«.ci-f /J.6,  +  y.C!  \ 

bl.cl  =  a.6i  +  ß.Ct  +  y.Oi  >  (A) 

Cj.a,  =  a.ct  + c.^ +  y.Aj  J 

«i  •  6i  JA  •  Ci + «!.  at  s  («+ j?+y)  (fli +6, + ct) = ±  (a-f  jj  f  y). 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  in  (A)  respective  mit 
ri>  ai>  ^i»  80  ergiebt  sich: 

3^.^.0,  =(ö+/J)(al.61+6i.Ci+c1.a1)  +  y(fll«+6l*+cl*). 

Nun  ist: 

folglich : 

3at.6i.ct  =  (a  +  /J— 2y)(a1.6,+61.c1  +  tft.a,)+y, 

d.  h.  ot,  6t,  ct  ergeben  sich  als  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades. 

Hat  ein  reguläres  2(2n-f  1)-Eck  5m  ungerade  Diagonalen, 
die  nur  eine  Periode  bilden,  so  kann  man  sich  durch  ein  dem 
Vorhergehenden  ahnliches  Verfahren  überzeugen,  dass  die  Zer- 
legung der  Gleichung  des  Vielecks  in  5  Gleichungen  von  der 
Lösung  einer  Gleichung  fünften  Grades  abhängig  ist. 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulären  38 -Ecks  lautet: 

L  17.  15.  11.  3.  13.  7.  6.  9; 

man  setze: 

—Ol  =  xx  -f  aru  +  xr ;  —6t  =  xxr +x%  +  xt ;  —  c,  =  a:|8+  xx%  +  x9. 
Man  findet: 

o,  .6,  =  lot  +26i+3c,, 

folglich  ist: 

0|.6ff6i.Ci  +C|.fli  sr:  —  6,   da  oJ+61+c1=:  — 1 
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ist;  und 

Sag.*!.  c,=  21, 

also  ist: 

+        6:r— 7  =  0 

su  lösen;  die  Wurzeln  der  Gleichungen  geben  die  Werthe  för 
«i»  *i»  cx.  — 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulären  74- Ecks  lautet: 
1.  35.  33.  29.  21.  5.  27.  17.  3.  31.  25.  13.  11.  15.  7.  23.  9.  19: 
man  setze: 

— «i  =  *i  \xv  +*n  ; 
—  d  =  xn  +  xft  -f  ar8  +  ar,s  +  J>  -f  x,9. 

Es  ist: 

«i  +  ©i+<?i  =1;  o,.*,  =  — Öaj— 4*j  — 3cÄ; 
also:  • 
at  .*i  +  *pCt  -f-C! . Oj  = —  12;  Oj.6i.Ci  =11; 

oder  die  Wurzeln  von  ar*— 12«-— 11  =  0  geben  die  Werthe 
von  at,  *i,  C|.  — 

§.  30. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146- Ecks  bilden  4  Perioden 
(cfr.  §.  13.);  während  sich  in  Periode  I.  der  Zeiger  1  findet,  bat 
man  in  Periode  III.  den  Zeiger  5,  in  Periode  II.  den  Zeiger  25, 
dabei  aber  auch  den  Zeiger  3,  in  Periode  IV.  den  Zeiger  15,  da- 
bei auch  den  Zeiger  II;  in  Periode  I.  ist  auch  der  Zeiger  55; 
stellt  man  also  die  Perioden  in  folgender  Reibe  hinter  einander: 
I.,  III.,  II.,  IV.,  I.,  so  findet  sich  in  jeder  Periode  ein  Zeiger,  der 
das  Fünffache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden  Periode. 
Stellt  man  die  Perioden  des  regulären  514  -  Ecks  in  folgender 
Reihe  hinter  einander  I.,  IX.,  II.,  X.,  III.,  XI.,  IV.,  XII.,  V.,  XIJI.f 
VI.,  XIV.,  VII.,  XV.,  VIII.,  XVI.,  I.,  so  ist  in  jeder  Periode  ein 
Zeiger,  der  das  Dreifache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden 
Periode.  —  Es  seien  alf  o*,  «j, ....  Zeiger  auf  einander  folgender 
Glieder  einer;  *lf  *t,  ....  eben  solche  Zeiger  einer  andern 
oder  auch  derselben  Periode  eines  regulären  2(2/1  +  1)- Ecks;  fer- 
ner sei  *i  =  (2w -f  l)aj.   Aus  §.  14.  ist  bekannt,  das 8 

2al=±a.;  2otEE:fca8;  ....2*,=±*t;  26,= ±6,;  ....  (Mod.2«+l), 
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folglich  ist  auch: 

i6,=26l=2(wi+l)al=(2m+l)ot;  +6t=2(2m+lo1=(2ii!+l)fla;  .... 

(Mod.  2»  +  l); 
oder  man  erhält  den  Satz: 

Sind  a,  6  die  Zeiger  irgend  zweier  ungeraden  Diagonalen 
eines  regulären  2(2»  -f  1)  -  Ecks,  auf  welche  in  ihren 
Perioden  respective  a,  ß  folgen,  und  es  gilt  zwischen 
a,  6  die  Congruenz  ±  6  =  (2m  +  \)a  (Mod.  2»t  +  1),  so 
Ut  auch  ±/J  =  (2i»+l)a  (Mod.2»+l). 

Schreibt  man  die  Zeiger  einer  Periode  eines  regulären  2(2n  +  1)- 
Ecks  in  eine  Horizontal -Reihe,  erstes  Glied  sei  a,  darunter 
schreibe  man  die  Zeiger  sei  es  desselben  sei  es  einer  andern 
Periode  desselben  Vielecks,  das  erste  unter  a  stehende  Glied 
sei  positiv  oder  negativ  genommen  =(2m-f-l)a  (Mod.  2n-fl),  so 
giebt  jeder  Zeiger  der  ersteu  Pertode  mit  (2m -fl)  roultiplicirt 
eine  Zahl,  die  dem  darunter  stehenden  positiven  oder  negativen 
Zeiger  congruent  ist  (Mod.  2n-f  1).  Um  kurz  die  Art  auszu- 
drücken, wie  hiernach  die  Perioden  unter  einander  zu  stellen, 
sage  man,  sie  seien  nach  dem  Factor  (2m +  1)  unter  einander 
geordnet. 

Sind  a,  6  die  Zeiger  zweier  ungeraden  Diagonalen  eines  re- 
gulären 2(2>M-l)*Ecks,  dessen  Perioden  nach  dem  Factor  (2m+l) 
unter  einander  geordnet  sind,  er,  ß  sind  die  Zeiger  der  Diagonalen, 

die  unter  den  vorigen  stehen,  so  ist:  a.6=  —  (<Sp) 

und  «.|J=((2m  +  l)^~by  -  ((2w+l)^yi  d.  h.  die  Zeiger 
(2m-|-l)^^,  (2m-fl).^^»  oder  die  nach  §.  14.  an  ihre  Stelle  tre- 
tenden Zahlen  stehen  in  ihren  Perioden  unter  den  Zeigern 

und  — 2~ '  dass  eine  der  beiden  Zahlen  gerade  ist,  sich  also  in 

der  Periode  nicht  findet,  ändert  an  der  $ache  Nichts,  da  statt 
der  geraden  Zahl  die  Differenz  zwischen  ihr  und  2n  +  l  zu  setzen 
ist.  Verbindet  man  hiermit  das,  was  über  Verwandlung  des  Pro- 
duktes zweier  ungeraden  Diagonalen  in  die  positiv  oder  negativ 
zu  nehmende  Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen  gesagt  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2« -f  1)-Ecks  nach 
dem  Factor  2wi  -f  1  anter  einander  geordnet,  und  man 
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hat* gefunden,  es  sei  das  Produkt  irgend  zweier  dieser 
Diagonalen  x^.Xb  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Summe  der  Diagonalen  xm  und  x»,  so  ist  das  Produkt 
der  unter  Xa>  Xh  stehenden  Diagonalen  gefunden,  wenn 
man  die  positive  oder  negative  Summe  der  beiden  unter 
xm,  x*  stehenden  Diagonalen  nimmt 

Der  Satz  lasst  sich  übrigens  auch  gans  in  der  Art  beweisen, 
wie  es  bei  dem  entsprechenden  in  §.  26.  geschehen ;  der  letztere 
Satz  ergiebt  sich  aus  dem  obigen,  wenn  man  Perioden  nach  dem 
Factor  2  unter  einander  ordnet  —  Es  ergiebt  sich  nun  aber  auch 
folgender  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2* -f- 1) -Ecks  nacb 
dem  Factor  2m  +  1  unter  einander  geordnet,  nnd  sind 
xx,  x+t  xt*  ....  beliebige  Diagonalen  einer,  jrt,  X%»  t%,  ~~ 
beliebige  Diagonalen,  sei  es  derselben  sei  es  einer  an* 
dern  Periode  dieses  Vielecks;  sind  ferner  zt,  z*,  ig,«., 
die  unter  xXt  x^,  x9,  ....  und  ft,  }%,  j,,  ....  die  unter 
t\9  f%*  H*  stehenden  Diagonalen;    ist  endlich 

a*+ar8+....)  (*,+ lyf  rs  +....)  =  +0»i +  ) 
gefunden,  wo  pXt  p.lf  fo,  ....  beliebige  Diagonalen  des- 
selben Vielecks  sind,  so  erhält  man  die  Summe,  welche 
gleich  dem  Produkte  (xt  +  ••••) 

wenn  man  die  Summe  der  Diagonalen  nimmt,  die  unter 
Pi>  P*  P*>  — •  »t«hen. 

§.  31. 

Wir  wollen  im  Folgenden  nur  Vielecke  betrachten,  bei  deoeo 
4n  +  l  oder  4n-f  3  eine  Primzahl  ist.  Die  2n  ungeraden  Diago- 
nalen eines  2(4n+l)-Ecks  bilden  zwei  Perioden;  AXt  Bx  seien  die 
negativen  Summen  der  Glieder  dieser  Perioden ;  nach  §.  26.  ergiebt 
sich: 

Ax  .  Bx     a .  Ax  -f-  ß .  ßi , 

folglich  nach  §.  30. : 

Bx.Al  =  a.Bx+ß.Ax, 

d.  h.  es  ist  a  =  ß,  und  da  c  +  ß  dem  absoluten  Warthe  nacb 
=  2*  sein  muse,  so  ist: 

AX.BX  =  — n;  Ax  +  Bx  s  1.  cfr.  §.  28. 

Die  n  ungeraden  Diagonalen  eines  2(2n+  1)-Ecks  bilden  3  Pe- 
rioden; AXt  ßXt  Cx  seien  die  negativen  Summen  der  Glied*' 
jeder  dieser  Perioden,  auch  mögen  sie  nach  einem  Factor  2m +l 
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unter  einander  geordnet,  in  der  genannten  Reibe  einander  folgen. 
Nach  {.  26.  habe  man  erhalten: 

AX.BX  =«.^i  +  /J.Ä,+  y.Q, 
dann  ist  nach  $.  30.: 

CX.AX  =a.Cl+ß.Al+y.Blt 

folglich: 

AX.BX+BX.CX  +  CX .Ax  =  ±(*+ß+v)  cfr.  J. 29. 

Ebenso  wie  in  §.  29.  kann  man  jetzt  zeigen,  dass  auch 
AX.BX,CX  gleich  einer  nur  von  «,  ß,  y  abhängigen  Grosse  sei; 
^i»  ^i»      »nd  also  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung. 

Die  2n  ungeraden  Diagonalen  eines  2  (in  +  1)  -  Ecks  bilden 
vier  Perioden;  AXt  ßx,  Cx,  Dx  seien  die  negativen  Summen  der 
Glieder  dieser  Perioden,  die  nach  dem  Factor  (2m  +1)  unter  ein- 
ander geordnet  in  der  Reihe  Alt  ßx,  Cx,  DXt  Ax  einander  folgen 
mögen.   Nach  §.  26.  habe  sich  ergeben: 

AX.BX  ==«  .^l  +  /J.Ä1  +  y.Q+a.A. 

dann  ist: 

Bl.Cl  =  a.Bx-\-  ß  .Cx  -fy.Z^  +  d.if, , 
Cx.Dx  =  a.Cl  +ß.Dx  +  y.Ax  +  &.BXt 
Dl.Al  =  a.Dx+ß.Ax  +y.Ä,  +d. (\ ; 

folglich : 

(4+ A>  =  «+|5+y+d  = 

und  da: 

4+4+4+4  =  l, 

so  findet  man  4+4  und  4  +  4  durch  eine  quadratische  Glei- 
chung. 

Es  sei  ferner  erhalten  worden: 

4*4=fft-4  +  V'4  +  *4  +  t-  4> 

folglich : 

4«4  =  p  .4  +  *4+«'4  +  *-4> 
d.Ax  =  |4.€i  +  v.Dx  +  n.  Ax  +9.BX, 

4-4  =P'4+v.4  +  *-4  +  o.Ci; 
mithin  ergiebt  sich: 

(f»-*)(4-Ci)  =  (o-v)  (B,-/),) 
Thdl  XLVL  33 
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und 

d.  b.  es  ist  entweder  ft=a  und  q  =  v  oder  (Ax  —  Q)*=(/*i—  Z^)". 
Da  die  letzte  Gleichung  entweder  Ax — CX  =  BX — Dx  oder^,  —  (\ 
es  Dl  —  ßl  »iebt,  so  erhält  man  aus  ihr  und  -f/?!  +  r?,  ■}•/>,=  1. 
dass  entweder  <  J,  |  =  },  also  Ax  +  lix  =  Cx-\-  l)x  oder  das» 
ila  +  /)t  es  Bx  +  C}  ist.  Da  beide  Gleichungen  unmöglich  sind, 
so  muss  fx  —  7s  und  o  =  v  sein;  alsdann  aber  ist: 

At.Cx  =  f*(^i  +  Cl)+v(^+A) 

und 

Bt.Dx  =f»(Ä1+D1)  +  v(^1  +  C1), 

also  /i,,  /jfj,  r,,  Z>,  sind  durch  quadratische  Gleichungen  io 
finden. 

Dieselben  Gleichungen  ergeben  sich  bei  der  Gleichung  eine» 
regulären  2  (in  -f  1)  -  Keks,  wenn  die  ungeradeo  Diagonalen  eise 
Periode  bilden,  deren  Gliederzahl  durch  4  theilbar  ist  uod  diese 
Gleichung  in  vier  neue  Gleichungen  zerlegt  werden  soll.  — 

Uebrigens  lassen  sich  die  Werths  von  Ax,  BXt  Cx,  Dx  aotk 
ohne  Berechnung  der  Produkte  Al.Cl  ,  BX.DX  linden;  denn  u» 
den  ersten  vier  Gleichungen  kann  man  — Cx)(Bl  —  Dx)  wie 
( Ax  -f  Cx)  (Bx  —Dx)  berechnen. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146-Ecks  bilden  vier  Perioden 
(§.  13.).  Die  negativen  Summen  der  Perioden  I.,  II.,  II!.,  IV.  be- 
zeichne man  respective  mit  AXf  (\,  Bx,  Dx ;  die  Perioden  nach 
dem  Factor  5  unter  einander  geordnet  folgen  dann  Ax,  Bt,  t\,  Di- 
to* n  =  18,  so  ist  (i<i+Ci)(^1+A)  =  -18  und  da  Ax  +  Bx 
+  Cj-f  Z>,  =  1  ist,  so  ergiebt  sieb: 

(4  +  Cx)  ~(BX  +  />,)  =  ±  V73 ; 

aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  folgt,  dass  Ax  +  C\  negativ  «ein 
muss,  folglich  ist: 

Ax  +  d  =  *(1-V73);   Bx  +  ^  =  4(1  +  V73). 

Es  ist  ferner: 

Ax.i\  =  —44-54,-46,— 5£|  =  4  (_9— V73) , 

folglich : 

Mi-C»)»  =  i(73  +  3V73);   {Bx-Dx)*  =  4(73-3V73). 
und  daher: 
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Ax=i (1—V73- V 146  +  6V73";  Q  =*(1  -  V73 + V 146  +  6y73) ; 
^1=i(l+V73— V  146-MJW3;      =      +  V73 +  Vl46  - 6V73). 

Die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(4n -f  1)-Ecks 
mögen  sechs  Perioden  bilden;  oder  eine  Periode,  deren  Glieder- 
zahl durch  6  tbeilbar  ist;  oder  zwei  Perioden,  die  Zahl  der  Glie- 
der in  jeder  Periode  aber  durch  3  tbeilbar  sein,  in  jedem  Falle 
läset  sich  die  Gleichung  des  Vielecks  in  sechs  Gleichungen  zer- 
legen und  zwar  hat  man  dazu  eine  quadratische  und  eine  kubi- 
sche Gleichung  zu  losen.  —  Im  ersten  Falle  mögen  Ax,  Bx%  Cx, 
Dx,  EXf  F|  die  negativen  Summen  der  sechs  Perioden  bezeichnen, 
die  nach  dem  Factor  (2m +1)  unter  einander  geordnet  sind;  im 
zweiten  Falle  bezeichne  Ax  die  negative  Summe  der  Glieder 
1,  7,  13,  19  u.  s.  w.,  Bx  die  negative  Summe  der  Glieder  2,  8, 
14,  20  u.    w.;  im  dritten  Falle  ist  4  +  die  negative 

Summe  der  Glieder  der  einen,  Bx+Dx+Fx  die  entsprechende 
Summe  der  andern  Periode,  und  zwar  At  die  negative  Summe 
der  Glieder  1,  4,  7,  10  u.  s.  w.  —  Aus 

AVBX  =  a.Ax  +  ß.Bx  +  y.Cx  +  ö.Dx+e.Ex  +|.Ft 

ergeben  sich  B^C^  CX.DX  u.  s.  w.,  und  daraus: 

Aua 

kx.Dx  =ti.Ax  +v.Bx  +  o.Cl+it.Dx+Q.Ex  +  o.Fx 

folgt: 
also: 

Ax .  Dx  +  Bx  Ex  +  Cx .  Fx  =  \  (* + v + o  +  n + o  +  c ) . 
Addirt  man  diese  beiden  Summen,  so  ist 
4+Ci  +£i)(B, +DX+FX)  =  «r+/J+y+«+«+Hl(ri+v+o+*4  e+a); 

also 

il,  +  Q  +  Ex  und  Ä,  +  D,+  F, 
durch  eine  quadratische  Gleichung  zu  flnden. 
Es  sei  ferner: 

Ax.Cx  =  p.Al+v.Bx  +  o.Cx+*.Dx+Q.Ex  +  e.Fx, 
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(ft,  vt  o,  «,  p,  <s  haben  natürlich  andere  Bedeutung  als  vorher), 
so  folgt: 

CX.EX  =  ,i.    +  o.£i  +  *.fi  + f. 4+0.£|. 

EX.AX  =  p.Ex  +  v.Fx  +  o.Ax+  n.Bl-\-       +o\Z)|  ; 
folglich  ist: 

Al.Cl+Cl.El+El.Al  =  0i-ro+p)(4 + 

+  (v  +  w-KJ)(i?1  +  Z>1  +  ^i)> 

d.  b.  diese  Summe  ist  durch  bekannte  Zahlen  zu  bestimmen. 
Das  Gleiche  gilt  von  Bx .Dx  +  Z),  .Fj + F, ,BX .  Multiplicirt  man  die 
drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  Ex,  AXt  Cx  und  addirt, 
so  erhält  man: 

Z.AX.CX.EX  =  p(AlAl+Al.Cl+ClJEl)+v{Bl£l+Al.Dl  +  €\.F1) 

+  o(Q.Fl+4.£i+Cl./l1)  +  n{Dx.Ex  + AX.FX  + 

+  q (Ex*  f  4«+  C,«)  +  <J(F, F,  +  ^  Bx  -f  C|. A ). 

Die  Summen  Ax  Ex+At.Cx+Cx.Ex,  desgleichen  Bx.Ex+Al.Dx 
+Ct.Flv  desgleichen  4a+Äa+^i*  ^ann  man  durch  bekannte  von 
Alt  Bx,  Cx  u.  8.  w.  unabhängige  Grössen  ausdrücken.  Aus  den 
für  Ax.BXf  ßx.Cx  u.  s.  w.  angenommenen  Gleichungen  folgt  aber: 

A^i+4^i+0i^=(«+y+O(0i+M+^i)+(^+l)(4+0i+Q). 

desgleichen : 

4-A+£i  ^i+Ci  A=(«+y+O(4+c1+F1)+(^+(5+|)(01+z>1+Fl)> 

d.  b.  das  Produkt  AX.CX.EX%  ebenso  ßx.Dx.Fx  lässt  sieb  dureb 
bekannte  von  Ax,  BXt  Cx  u.  s.  w.  unabhängige  Grossen  aas- 
drücken; oder  AXt  Cx,  wie  Bx,  DXt  Fx  ergeben  sieb  als 
Wurzeln  kubischer  Gleichungen. 

j.  32. 

Die  16  Perioden,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  des  re- 
gulären 514- Ecks  bilden,  finden  sieb  in  $.  13.  Mit  A  und  ver- 
schiedenen Reigern  bezeichne  man  die  Coefßcienten  der  Glei- 
chung, deren  Wurzeln  die  Glieder  der  ersten  Periode  sind. 
xt+Ai.xt+At.xt+Ai.x'+Ai.xi+Ai  .x*+J6.x*+Ar.x+A9  =  0 
habe  die  Wurzeln  xXt  xi6&i  &tai>  *ui9»  xmi*  *tti>  xm»  xitt 

Es  sollen  B,  C,  D,  E,  F,  G,  ü,  K,  L,  if,  N,  O,  P,  R,  T 
an  die  Stelle  von  A  treten  bei  den  Gleichungen  deren  Wurzeln 
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Diagonalen  der  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  löten 
Periode  siud.  Werden  die  Perioden  nach  dem  Factor  3  unter 
einander  geordnet,  so  folgen  auf  einander:  A,  K,  ß,  L,  C,  M,  D, 
iV,  E,  O,  F,  P,  G\  Ä,  ff,  T,  A.  Man  bilde  nach  §.27.  AX.BX 
aus  dem  Zeiger  1  und  den  Zeigern  von  Bx  und  erhält: 

AX.BX  +2AX + Cx  +  2F, +F,  +26\ + llx +L,  \IMX  +22V, \PX + Rx= 0. 

Nach  §.  31.  erhält  man  hieraus  sogleich  die  Werthe  für 
KX.LX  BX.CX%  LX.MX  u.  s.  w.;  es  ergiebt  sich  z.  B.: 

BX.CX  +2i?t  +  Dx  +2Ft  +  6l+2^1+^1+Äfl+2^+2Ol+Ä1+T1=0 

u.  s.  w., 

i^1X1+2^l+ilf1+2O1+Pl+2Äl+rl+^+2D1+2E1+(?1+£fl==0, 

JL,  Jt^+SL,  +     +  2P1+ß1+27T1+/:1+A+2£i+2F1+Ä1+^,  =0 

u.  s.  w. 

Ferner  suche  man  nach  §.  27.  Ax.CXt  und  erhält: 
4.  C,  +  Bx  +2/)j  +F,  +  Fx  +  G,  +2*,  +  Lx  +  ^  +2iV,  +  O,  +  ß, 

+2rl==o, 

folglich  nach  §.  31.: 

BX.DX  +  Q+2JBJ+  Ft+  G^tf,  +2L,+       /V,+20k+  7\ 

+  2lf|  =  0  u.  s.  w„ 

desgleichen: 

Kx.  Mx  +  Z,,  +22V\  +Ot  +  F,  +  F,  +2»,  +  C,  +  Dx  +  2F,+  F,  +  Hx 

+2AX  =  0, 

+20t  +  A+  ß,  +  7,  +2Q  +  A  +    +2^  +  G.  +  4 
+2ß,  =  0  u.  s.  w. 

Ferner  suche  man  nach  §.  27. : 
J1.iD1+2Cl+£l+F1+(?l+2Ä1+LI+22Vl  +  O1+Fl+ff1+3rl=0, 

folglich : 

Ä1.F1+2Z)1+F1+G1+Af1+2^1+iH1+20I+Fl+ÄI  +  rI+3^1  =  0 
u.  e.  w.,  desgleichen: 

Ä1./Vl  +  2Af1+Ol+F1+ß,+2rl+C1  +  2£1+F1+Cl+^1+3^1  =  0, 
L1.Ol+2iVl+F1+l?i+  r1+2Ari+Dl+2FI+(;l+Fl+^1+3Ä1  =0 

U.  8.  W. 

Ebenso  findet  sich: 
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Jl.£?,+2^l+2Äl+Cl+/)I+2E1+2Fl  +  C?l+^1+i2^i+2«1  =0, 
folglich : 

B^.F, Dx  +EX  +2F.+2G,  +  i7t+ Ax  +21V»  +  27\  =  0 
a.  s.  w.,  desgleichen: 

^l.01+2^l+2L1+  Mx  +^,+20,^+1^+  r1+2D1+2i?1  =  0, 

I,1.P1+2Ll+2A#l+2Vl+  0,  +2P1+2/?l  +  T,  +  KX+2EX+2AX  =  0 

u.  s.  w. 

Sucht  man  nach  $.  24.  -4»,  so  ergeben  sich  2?,,  £«,  A*  .. 
nach  §.  31.;  man  erhält: 

4+if|  +  *i  +  £|  +2l^l+Äfl+iV1  =0, 

J?B  +  FI  +  C^  +  F1+2Z,1+iV1  +  Ol  =  0u.  s.  w., 

L»+L,  +  A/1  +  Pi+2Cl+£:1  +  Fl  =0  o.  s.  w. 

Die  Gleichung  de«  regulären  514 -Ecks,  die  vom  128t» 
Grade  ist»  zerlege  man  zunächst  in  zwei  Gleichungen,  deren  eine 
die  in  deo  Perioden  I.— VIII.,  die  andere  die  in  den  Periodet 
IX.— XVI.  enthaltenen  Diagonalen  zu  Wurzeln  hat.    Da  nach  $.15. 

^*  =  i(V  +  ^i-16),  tfa  =  i(#i*  +  *i--10)  «.  «•  w. 
giebt  sich  aus  der  letzten  Reihe  der  vorher  entwickelten  Glei- 
chungen : 

Af  +  ß,H  C\2  +  Dx*  +£,*  -f  Fj*  +  G',*  + 
=  -7(J,+^l+C,+/)1+^i  +  ^i  +  ^i 

=  — (ATt  +  L,  +      +     +0,  +  Fj  +  f?,  +  Ii)  +  ML 

Da  man  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  das  Produkt 
je  zweier  der  Grössen  Ax,  Bx  ....  Hx  bestimmen  kann,  so  fiflM 
mau: 

(if,  +  Ät  +  C,  +  0.  +  Ej  +F,  +  G,  + 
=  65  —  (Afj  +  ii  +  Mi  +  iVj  +  0|  +  Fi  +  Ät+  Tx) 

» 

=  644  (4 +  A+Ci+A+£i  +  *\ +  <?,+»,), 
oder  es  ist: 

Ax  +  Bx+Cx  \  Dx  +£,  +  Fx  +  G\  +  tf,  =  1(1  ± V257); 
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beachtet  man  die  Vorzeichen  der  Wurzeln,  die  io  vorhergehender 
Summe  enthalten  sind,  so  ist: 

(A) 

Ax  +  A  +  Q  +  A  +  £1  +  *\  +  4  4  Hi  =  W  - VW); 
A  +  J'i+A+A  +  A+A  +  A  +  T,  =4(1  +  V257). 
Aus 

(4  +  Q  +  A  +      +  (  A  +  A  +  *\  +  4  )  =  *(  1  -  V257) 

und 

(4 + q + a + A)(*i +4+ *i +4)  = 

welche  letztere  Gleichung  sich  aus  den  früher  entwickelten  Glei- 
chungen ergiebt,  folgt: 

(B) 

^t  +  Q+A  +  4  =  *(1-V257-V5I4-2V257); 
A  +  A  +  *V  +  R\  =  Hl  -  V257  +  V  514-2  V257). 
Auf  gleichem  Wege  ergiebt  sich: 

(C)   

A+*i+<>i  +  ffi  =  *(1  +  V257-V*514+2V257); 

A+A+A+^i  =  i(l  +  V257+ V" 514+ 2V267). 


( 4+  A  +  ^1  +  ^i)  +  (Ci  +  A  +  A  +  A)  =  *  (1  -  V257) 

und 

(4+A+£i  +  *i)(Q  +  4+4  +  A) 
-  -12-4  (A + A  +  *i  +  A)-4  ( A + A  +  4  +  4) 

-8(A+A+A+*\) 

=  -16-2  ( V257 -  V5T4T2V^7-  V  514-2VOT 

folgt: 

(D) 

4+A+A+*i 


=K1-V257-  V 514+30V257+16V5U+2V257+16V514-2V257). 

C^+A  +  A+A 


=K1-V257+V 614+30V2Ö7+16V  514+2*/257+16V 514-2V257). 
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Aus 

+    +  A)+(A  +  Q  +F,  +  d)  =  V257) 

ond 

(4  +  A     \  +  AMA  +  {\+Ft  + 
= - 12  -4     +  d  +  A  +  A )  -  4L,  +  A  +Pt + TV) 

-8(A+A+Ox+-A) 
=-16-2v257+  V* 514+2V257  +  V  514-2V257 

folgt: 

(E) 

4+A+A+A 

=i(l-V257-V  514+3(^267-16^  5 14+2  V257- 16^514^111), 

A+5+4+A 

=i(l-V257+V  514+3(^257-16^4+2^257-16^514^7^7). 
Aus  den  Gleichungen  ß.D.E  ergiebt  sieb: 

(F) 

^!  +  £i  =  *(li-V257-V514-2v257 

-2V257+15V257+ V226.257+  3614%/fc7), 

Q  +  A  =5(1-V257-  V514-2V257 

+2^257+15^257+  V  226.257  +  3614V257), 

A  +  *i  =  |(1— V257+V 514—2^257 

-2  V"257+  15V257—  ^^257  +  3614^7), 

A  +  A  =4(1  -V257  +  V 514— 2V257 

+2  V  257+15V257  -  V  ^Oö7+36T4V«7). 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich: 

(G) 

Ä1  +  01  =  Ä(1+V257-V*514  +  2V257 

+  2  V  257—  15V257  —  V22Ö .257— "3614  v^7). 
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Z^+P,  =4(1  +  v257  +  V614+2v257 

+  2V  257-15V257  +  V  226. 257-  3614  V257), 

MX\RX  =  i(l  +V257-V514  +  2V257 

-  2  V257 — 15 V257  -  V  226 . 257  -  3614  V257), 

A,+  T%  =  4(1  +  V257  +  V  514  +  2V257 

-  2  V  257— 15V257  +  V  226.257  -  3614  V257). 

Fährt  man  folgende  Bezeichnnngen  ein: 
A  ss  V 514-2V2571  B  =  \T 514+2V257;  Z>  =  257+15V257; 
£  =  257-15V257;  F  =  V226. 257  +  3614  V257; 
H-  V 226.257 — 3614 v257 , 
so  kann  man  statt  F,  (7  setzen: 

(H) 

^+^=$(l-V257-i*-2V"5+F);  Ar,+01=|(1+V257-Ä+2V£-Ä) 
ß1+F1=l(l-V257+i<-2VP5=f);  X1+Pl=2(l+V257+J?+2V"£+Ö) 
A +£i  =i (1- V257-^+2 V ZHF);  ^ +Ät -\ (1+V257-Ä-2 V^Ö) 
0l+fl1=S(l-V257+ J+2  V^F);  iV>  r,=4(l+V257+J?-2  yTEfÖ) 

Ans  den  Werthen  von  At*9  Eg*  (die  sich  ans  4,  £t  ergeben) 
and  Ax.Ei  findet  man: 

(4 -Ei)»  =  -(^1+F,)+2(Ä1+F1)+2(Cl  +  G,)+2(A+^i) 
+  2(iV1+Ä1)-2(Ar1+r1)-4(Ol  +AT|)  +  32, 

und  da  A%  absolut  genommen  >£,  aber  negativ  ist,  so  ergiebt 
sieb: 
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(K) 

Av-Ex  =  -i V*öT4-18V267+6^+  12  V  D+F-2i\T E=ä+*ST E+H, 
desgleichen : 

■ 

ßl-Fl  =  -iVn5l4_i8v257-6^+ 12  V  £^-8\^EP#-24  V~  E+H, 
Ct—Gi  =  -i  V514^T8V257+  6A  -12  ^T^F+MSTE^^^E+Ü, 
Dt -Hx  =  +  jV  514-18V267-6^-12V^  Z>^  8V£^+24\T  £+Zf, 
Ä,-Ol==-iVniil8v257+^^ 

Lt  -  P,  =  -  \  V  514+l8V257-6£+8VZ>^-24V#+F-12 

if/» -Ä,=-iV514+18V257+6Ä~24V*^^^^B+f>12V^Ä, 

At  -  7,  =-1^ 614+I8V257-6ß-8^ZP/>24\^^F+12V^^fH. 

Durch  die  Gleichungen  (H)  und  (K)  sind  Au  Blt  Ct  ..  .  be» 
stimmt. 

Alan  zerlege  die  erste  und  fünfte  Gleichung  in  zwei  Glei- 
chungen vierten  Grades;  es  enthalte 

x*  +  atjrs+atjB*  +  Ot.x  +  at  =  0  die  Diag.  1,  253,  241,  193, 
+  +  «r**  +  as.*  +  «i  =  0  „  „  255,249,225,  129, 
+  MH  «a*  +  «4  =  0  .,  15.197,  17,189, 

+  e,.*»  +  etuc*  +  f,jf  +  e4  =  0  „     „  227,  137,  223.  121 

als  Wurzeln.  Aus  den  Zeigern  der  Wurzeln  findet  man:  Mi  **i 
rr-C^  +  Bj  +  ff.  +  Af,);  «i.f,  =-(£,  +  ^+^+0,),  und  da 
Üj-f  a4  =  4;  (^-f ex  =  JBi  sind,  so  sind  Ül#  Of,  <^lf  fÄ  als  ge- 
funden anzusehen.   Durch  die  Gleichungen  des  $.  17.  sind  nno 

aber  auch  i^,    zu  bestimmen.   Endlich  bestimme  man  die 

Gleichungen : 

x*  +  altVx  +a%tl  =  0(ari,  arMi) J  *i      +      =  (K*^, 

**+<ii,8-*+fl«*  =0(arlw,  ar,OT);  af'+aj^.x+ii^  =  0(*w  Iis); 

+  «14  =0(jrjÄ>  x,y);    jr^+ei^x+e,,»  =  0(^4,,,  x«); 

^*  +  «t,t^+<?«.8  =  0(*m.ar,w);  «*+e„4.x-f      =  0(*llf,  xl%x)\ 
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die  Wurzeln  die  jeder  Gleichung  zogehören,  stehen  dabei  In  Par- 
enthesen.  Ans  den  Zeigern  findet  man  nach  }.  23. : 

«a.i=— at*%== — <W  o«.8=— *i»s»  a«*= — *1»4*»  e*>l  =  "~al»»i 
«a»a  =  — Oi>8>       =  — öi»4*  «t»4  = —"0i»i J 

setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  letzten  Gleichungen  ein  und 
multiplicirt  dann  paarweise  diese  acht  Gleichungen,  damit  man 
dadurch  die  vier  unmittelbar  vorher  bestimmten  Gleichungen  er- 
halte, so  ergiebt  sich: 

«i»i+fliti=Ä,;  ftt,i.<i|,s=4t+Ci;  altt^alt4=ai;  a^.a^^^^; 

<w*i.i=fc*+«r*  «i*+'i»4=fi;  4ir4«fl*M'4i 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  CoefBcienten  der  obigen  acht 
Gleichungen  ergeben,  so  dass  also  nachgewiesen,  wie  sich  die 
Seite  des  regulären  614  -  Ecks  als  Wurzel  einer  quadratischen 
Gleichung  ergiebt 

$.  33. 

Als  Resultat  der  vorstehenden  Abhandlung  in  Bezug  auf  die 
Zerlegung  der  Gleichungen  der  regulären  2(2n-|-l)  Ecke  und  zwar 
fiBr  den  Fall,  wo  2»+l  eine  Primzahl  ist,  ergäbe  sich  Folgendes: 

Ist  rt  selbst  eine  Primzahl,  so  lässt  sich  die  betreffende 
Gleichung  nicht  weiter  zerlegen.  Ist  n  theilbar,  so  bilden  die 
ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks,  die  sämmtlich  Wurzeln  der 
betreffenden  Gleichung  sind,  entweder  eine  oder  mehrere  Pe- 
rioden. Bilden  die  n  Diagonalen  eine  Periode,  so  kann  man  die 
Gleichung  des  Vielecks,  je  nachdem  n  durch  2,  3,  4,  5,  6,  7,  .... 
theilbar  ist  in  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ....  Gleichungen  zerlegen.  Die 
Wurzeln  jeder  der  neuen  Gleichungen  sind  ganz  bestimmte 
Diagonalen  des  Vielecks,  die  man  angeben  kann,  so  wie  man 
die  Reihenfolge  der  Diagonalen  in  der  Periode  kennt.  Die  Coef* 
ücienten  der  Gleichungen  sind  zu  bestimmen,  so  wie  man  die 
Summe  der  Diagonalen  kennt,  welche  sich  in  jeder  der  Glei- 
chungen als  Wurzeln  finden.  Diese  Summen  findet  man,  wenn 
n  durch  2  theilbar  ist,  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades;  ist 
n  durch  3  theilbar,  durch  eine  Gleichung  dritten  Grades,  ist  n 
durch  4  theilbar,  durch  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades,  ist  n 
durch  6  theilbar,  durch  eine  Gleichung  zweiten  und  eine  Glei- 
chung dritten  Grades.  Ist  n  durch  5,  7,  11  ....  theilbar  und 
a,  b,  c,  d,  ....  sind  die  negativen  Summen  der  Wurzeln  der  zu 
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suchenden  Gleichungen,  so  sind  die  Produkte  aus  je  zweien 
dieser  Grossen  stets  gleich  einer  Grosse  von  der  Form  a.a  +  ß.6 
+  y.c  +  d.d  worin  er,  ßt  y,  d  ....  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind.  —  Enthält  jede  der  so  erhaltenen  Gleichungen  wie- 
der eine  durch  2  oder  3  oder  5  ....  tbeilbare  Anzahl  von  Wur- 
zeln, so  lässt  sich  jede  der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2  oder 
3  oder  5  ....  Gleichungen  zerlegen  u.  s.  w.  —  Bilden  die  n  un- 
geraden Diagonalen  mehrere  Perioden,  so  hat  jede  Periode  die- 
selbe Anzahl   von  Gliedern  und  lässt  sich  die  Gleichung  des 
Vielecks,  je  nachdem  die  Diagonalen  2,  3,  4,  5,  ....  Perioden 
bilden  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zerlegen,  deren  jede  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  hat.    Bei  zwei  Perioden  hängt 
die  Zerlegung  von  einer  Gleichung  zweiten,  bei  drei  Perioden 
von  einer  Gleichung  dritten,  bei  vier  Perioden  von  zwei  Glei- 
chungen zweiten,  bei  sechs  Perioden  von  einer  Gleichung  zweiten 
und  einer  Gleichung  dritten  Grades  ab.    Ist  die  Zabl  der  Glieder 
einer  Periode  durch  2,  3,  4,  5,  ....  theilbar,  so  kann  man  jede 
der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zer- 
legen, deren  jede  ganz  bestimmte  Diagonalen  des  Vielecks  zu 
Wurzeln  hat  u.  s.  w. 

Ob  und  in  wie  weit  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  im  Vor- 
hergehenden einzelne  Theile  des  Gauss'ischen  Satzes  über  regu- 
läre Vielecke  auf  elementare  Weise  zu  beweisen,  muss  er  der 
Beurtheilung  Anderer  überlassen.  Dem  Verfasser  kam  es  übrigens 
weniger  darauf  an,  einzelne  Stucke  dieses  Satzes  zu  erweisen 
(bei  einer  Verallgemeinerung  der  angewendeten  Beweisführung 
dürfte  sich  der  ganze  Satz  ergeben),  als  eine  Methode  anzugeben, 
durch  welche  es  möglich  wird,  auch  einem  mit  derZahlentbeorie 
nicht  Vertrauten  zu  zeigen,  von  welchen  Beziehungen  und  Rech- 
nungen die  Zerlegung  der  Gleichungen,  also  in  einzelnen  Fällen 
die  Coostruirbarkeit  der  betreffenden  Vielecke  abhängig  ist.  — 
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XXIV. 

Bestimmung  des  kürzesten  Abstandes  zweier  im  Räume 
gelegener  nicht  paralleler  Geraden. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschnetder 

am  Gymnasium  zu  Gotha. 


Die  ausführlicheren  Lehrbucher  der  Geometrie  enthalten  ge- 
wöhnlich die  Auflösung  der  Aufgabe,  den  senkrechten  Abstand 
zweier  im  Räume  liegender,  nicht  paralleler,  Geraden  zn  finden, 
zeigen  aber  nicht,  wie  der  Zahhverth  dieses  Abstandes  gefunden 
werden  könne,  für  welchen  immer  auf  die  Hfilfsmittel  der  analy- 
tischen Geometrie  verwiesen  wird.  Legendre  in  seiner  Geometrie 
(p.  378  der  Cre  II  eschen  Uebersetzung)  giebt  zwar  einen  ziemlich 
einfachen  Ausdruck  für  diesen  Zahlwerth,  verwendet  aber  zu 
dessen  Herleitung  doch  Vorstellungen,  welche  der  synthetischen 
Geometrie  fremd  sind.  Das  nachfolgende  einfache  Verfahren  zur 
Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  dürfte  daher  für  den  Elementar- 
unterricht vielleicht  nicht  ohne  Werth  sein. 

Sind  AB  und  CD  (Taf.  IX.  Fig.  16.)  zwei  im  Räume  gele- 
gene Gerade,  welche  einander  nicht  parallel  laufen,  so  fälle  man 
aus  einem  beliebigen  Punkte  J  der  Geraden  AB  ein  Loth  JK—a 
auf  CD,  aus  dem  Fusspunkte  K  desselben  ein  zweites  Loth 
KL  —  b  auf  AB,  und  aus  dem  Fusspunkte  L  wiederum  ein  drittes 
Loth  LM  =  e  auf  die  CD,  Dann  erhält  man  für  das  Quadrat 
des  kleinsten  Abstandes  d  beider  Geraden  den  Werth: 

a*cf— 6*  „rtm 
**  =  ä._2i.+ ?  = 

Für  den  Werth  der  Entfernungen  JG  und  KH  der  beiden 
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Endpunkte  des  ersten  Lothes  von  den  betreffenden  Endpunkten 
der  auf  beiden  Geraden  senkrecht  stehenden  Strecke  GH  er- 
giebt  sich : 

 r         ■  q*  fäS 

Ist  endlich  <o  der  spitze  Winkel,  den  beide  Gerade  AB  ood 
CD  zusammen  bilden,  so  wird 

sina>=;\     fl»_6>    »     cosf0  =  \ 

gefanden.  Fällt  man  von  M  aus  =  d  senkrecht  auf  AB, 
von  JV  aus  wiederum  NO  =  e  senkrecht  auf  CD  u.  s.  f.,  so  nä- 
hern sich  diese  Lothe  rasch  dem  Werthe  d,  und  hängen  durch 
folgende  Gleichungen  unter  einander 


o»— 6»  ~~  &*— c» c>— d»  —  d2-c» 


e1— /* 

=  -= — ^  =  u.  s.  w. 


6*-e«  6*-/"» 

£s  bilden  daher  die  Differenzen  o»— b%,  6*— c*,  c*— d1,  u.a.*. 
eine  fallende  geometrische  Progression. 

Der  Beweis  dieser  Ausdrücke  wird  buchst  einfach  dadurch 
geführt,  dass  man  durch  die  AB  eine  Ebene  -XF  parallel  n 
CA  sodann  durch  CD  eine  zweite  Ebene  legt,  welche  aof  Xf 
senkrecht  steht  und  letztere  in  der  Geraden  EF  schneidet  Zieht 
man  dann  von  den  Punkten  K  und  M  aus  die  Geraden  KP  oßd 
MQ  senkrecht  auf  EF,  so  ist  J£>=a«—  6»  K3P=PQ* =(>*-<?, 
woraus  dann  das  Uebrige  ohne  alle  Weitläufigkeit  gefnnde» 
werden  kann. 
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XXV. 

Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligonski 

in  Berlin 

an  den  Herausgeber. 

Durch  die  Lösungen  der  Aufgabe,  Band  45.  den  Archivs, 
Seite  220.,  bin  ich  veranlasst  worden,  ebenfalls  eine  Lösung  zu 
versuchen. 

Dreiecke,  in  welchen  a,  6,  c,  r,  q  und  F  rationale 
Zahlen  sind. 

Nach  den  gebräuchlichen  Bezeichnungen  ist: 

1)  .  .  .  .    F  =  VS(S-a)(S-b)(S-c)  =  g.St 
aleto  auch: 

2)  (S-a)0S-6)(S-c)  =  o*S. 

Setzt  man: 

3)  5  —  a  =  Qx, 

5—6  =  oy, 
S  —  e  3=  Q2 ; 

daon  ist: 

4)  S=a(*+3f-H) 

=  a-rex, 

=  C  + ff. 

Nach  3)  und  4)  wird  aus  2); 

5)   xy*  ^jc  +  jf-f  x 
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Mithin  ist  auch: 

a 

h 

e 

d.  b.: 

6)  a:6:c  =  (y+r):(#+z):(*-fy). 

Aus  5)  ergiebt  sich: 

a?  +  y 

Dieseo  Werth  von  s  in  6)  eingesetzt  ergiebt: 

8)  .  .  .  «:6:«aB*(jf»+l):y(*,+l):(«+3f)(^-l)- 

Setzt  man: 

9)   a  =  *(y*+l), 

*dann  ist: 

10)   b=sH*+l), 

11)   c  =  (*+y)(ay— 1). 

Hieraas  ergiebt  sich  nach  der  Formel  1): 

12)  F=xy(x+y)(xy—l). 

Ferner  ist: 

13)  o  =  a#— 1, 

14)  r  =  i(*»  +  l)(y»+D. 

15)  «to^^i+r 

16)  •  •    8i^  =  ^' 

För  x  =a  4  und  y  =s  3  erhält  man: 

a  =s  40,         51,  c  =  77; 

F=V24,  o  =  ll,    r  =  42,5 ; 

8  .  „     3         .  77 

sioa=j7,       8inp=  gf       stn  y  =:  • 
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Gustav  Skr i van, 

ordentl.  Professor  der  Mathematik  am  polytechnischen  Landes- 
institut in  Prag,  welcher  am  6.  Jänner  des   laufenden  Jahres*) 
nach  verhältnissmässig  kurzem  Krankenlager  verschied,  und  in 
welchem  das  reorganisirte  Institut,  namentlich  die  böhmischen 
Lehrer  desselben,  eine  ihrer  tüchtigsten  Kräfte  verloren,  wurde 
am  11.  April  1831  in   dem   buhmischen  Städtchen  Krucembusk 
(deutsch  Kreuzberg)  geboren,  und  war  der  einzige  Sohn  eines 
Lohgerbers,  zugleich  Gemeindevorstandes  im  Orte.    Der  Sohn 
war  für  dasselbe  Geschäft  bestimmt  und  erlernte  dasselbe  auch 
regelrecht,  so  dass  er  seinem  Vater  bereits  Beihilfe  leisten  konnte. 
Allein  der  unwiderstehliche  Drang  nach  geistiger  Fortbildung, 
welcher  der  junge  Skfivan  seine  freie  Zeit  widmete,  sowie  die 
fortwährenden  Bitten  des  Sohnes  bewogen  den  Vater,  denselben, 
und  zwar  erst  in  seinen  Jünglingsjahren,  nach  Prag  zu  geben, 
um  sich  dort  für  die  technischen  Studien  vorzubereiten.  Gustav 
Skfivan  überwand  durch  eisernen  Fleiss  bald  alle  Schwierig- 
keiten, welche  ihm  die  Mangelhaftigkeit  der  ersten  Schulbildung 
bereitete,  wurde  nach  abgelegter  Aufnahmeprüfung  an  die  poly- 
technische Schule  in  Prag  aufgenommen,  wo  er  im  Jahre  1850 
und    1851  studirte,   und   gieng  hierauf  zur  Fortsetzung  seiner 
Studien  an  die  polytechnische  Schule  nach  Wien,  welche  er  bis 
zum  Jahre  1855  besuchte.   In  Wien  erwachte  in  ihm  eine  be- 
sondere Vorliebe  für  mathematische  Studien,  er  beschloss,  sich 
denselben  sowie  dem  Lehrfache  zu  widmen,  und  hörte  zu  diesem 
Behufe  auch  alle  einschlägigen  Collegien  an  der  Universität.  Der 
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Eifer  und  Flciss,  mit  welchem  Skrivan  sieb  «einem  Berufe  wk 
mete,  fand  bald  Anerkennung.    Er  wurde  im  Jahre  1856  Lehre; 
un  der  Coniruunal-Oberrealschule  in  Wien,  und,   nachdem  er  im 
Jahre  1858  das»  Staatsexamen  für  Oberreallehrer  mit  bestem  Er 
folge  bestanden,    wurde  ihm  in  demselben  Jahre   die  Directioi 
der  Obcrrealsehule  am  Hauernmarkte  in  Wien  anvertraut,  weich« 
Schule  er   in   kurzer  Zeit   durch  Heranziehung  ausgezeichneter 
Lehrkräfte,  sowie  durch  sein  eigenes  Wirken,  einen  sehr  guter 
Ruf  erwarb.    Sein  Streben  war  jedoch  immer  eine  Lehrkanzel 
au  einer  Hochschule,   namentlich  io  seinem  Vaterlande  Böhmer 
zu  erhalten,   und  er  verwendete  seine  ganze  Müsse  auf  mathe- 
matische Studieu.     Aus  dieser  Zeit  datirt    sein   Buch:  Die 
Grund  lehren  der  Zahlentheorie  18(r2,  sowie  einige  kleinere 
Aufsätze.    Als  mit  Schluss  des  Jahres  1862,   um  die  Reorgani- 
siruug  des  Landespolvtechnikums  in  Prag  anzubahnen,  eine  zweite 
Lehrkanzel  für  Riathematik  uud  zwar  mit  böhmischer  Unterricht* 
spräche  daselbst  errichtet  wurde,  schlug  der  Lehrkörper  Gustav 
Skfivau  als  den  würdigsten  vor.    Er  erhielt  diese  Stelle  wirk- 
lich, übersiedelte  nach  Frag,  und  gab  sich  nun  ganz  mit  gewohn- 
tem Eifer  seinem  neuen  Berufe  hin.    Er  machte  sich  vor  Allem 
an's  Werk,  dem  nunmehr  auftretenden  Bedürfnis»-  der  böhmischen 
Studirenden  nach  guten  mathematischen  Lehrbüchern  Rechnung 
zu  tragen,  und  es  erschienen  von  ihm  im  Jahre  1854  ein  Lehr- 
buch der  analy  tischen  Geometrie,  und  im  Jahre  1865  seine 
Vorlesungen  über  algebraische  Analysis,  beide  in  böh- 
mischer Sprache,  ausserdem  kleinere  Aufsätze  in  diesem  Archive, 
sowie  in  der  böhmischen  Zeitschrift:  Krok.    Ausserdem  nahm  er 
grossen  Antheil  an  der  Durchführung  der  Reform  der  polytech- 
nischen Schule,  welcher  er  nun  angehörte.    Sein  Körper  war  je- 
doch den  vielfachen  Anstrengungen  nicht  gewachsen,  namentlich 
schadeten  ihm  die  nächtlichen  Arbeiten,  und  er  musste  im  letzten 
Jahre  zu  wiederholten  Malen  längere  Zeit  wegen  obwohl  nicht 
bedenklichen  Unwohlseins  seine  Vorträge   unterbrechen.    Im  No- 
vember 1865  begann  er  an  einem  Lehrbuch  der  Differenzialrech- 
uung  zu  arbeiten,  in  welcher  Arbeit  ihn  ein  heftiger  Blutsturz 
unterbrach,  der  ihn  aufs   Krankenlager  warf,  von  welchem  er 
zur  tiefsten  Bctrübniss  seiner  zahlreichen  Schüler  und  Freunde 
leider  nicht  mehr  aufstand.    Die  königl.  böhm.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  wählte  Skfivau  zu  ihrem  ausserord.  Mitgltede, 
und  der  Lehrkörper  der  polytechnischen  Schule  wählte  ihn  bei 
der  ersten  Wahl  der  Functionäre  zum  Vorstaude  der  Ingenieur- 
Abtheilung.  K. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Sciences  inathematiques  et  physiques  chez  les 
Beiges  au  commencement  du  XIXe  siöcle;  par  Ad.  Que- 
telet,  Directeur  de  l'Observatoire  Royal  de  ßruxelles, 
etc.  etc.  Bruxelles,  H.  Thiry-Vau  Buggenhoudt,  Impri- 
meur  &  diteur.    1866.  8. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXV.  S.  3.  haben  wir  die  treffliche, 
in  so  vielen  Beziehungen  das  griisste  Interesse  darbietende,  für 
die  Geschichte  der  Mathematik-  im  Allgemeinen  sehr  wichtige 
Histoire  des  seien ces  mathe'matiques  et  physiques 
chez  les  Beiges.    186-1."  von  Herrn  Ad.  Quetelet  anzuzeigen 
das  Vergnügen   gehabt.    In  der  Vorrede  zu   dem  vorliegenden 
neueren  Werke  sagt  derselbe  mit  grosser,  jeden  wahren  Gelehrten 
so  sehr  zierenden  Bescheidenheit,  dass  er  nicht  die  Absicht  ge- 
habt habe,  sein  früheres  Werk  für  das  laufende  Jahrhundert  fort- 
zusetzen,  vielmehr  habe  er   nur  Documente  sammeln  wollen, 
welche  später  die  Geschichte  d  er  mathematischen  und  physischen 
Wissenschaften   in  dem   jetzigen  Jahrhundert  zu  schreiben  be- 
nutzt werden  können.    Wie  dem  auch  sein  möge,   so  sind  wir 
doch  der  Meinung,  dass  Herr  Quetelet  in  seinem  jetzigen  Werke 
die  vielfachen  und  grossen  Verdienste,  welche  sich  die  neueren 
belgischen  Mathematiker  und  Physiker,  insbesondere  und  nament- 
lich die  Mitglieder  der  „Ciasse  des  Sciences"  der  mit  so 
grossem  Erfolg  wirkenden  Belgischen  Akademie  der  Wis- 
sen sc*  haften,   erworben  haben  —  wobei  auch  selbst  die  Ver- 
dienste ausländischer  Gelehrten  nicht  unberücksichtigt  geblieben 
sind  —  so  vollständig  und  lehrreich  charakterisirt  und  gewürdigt 
bat,  dass  dadurch  allerdings  die  trefflichsten  Bausteine  Rir  eine 
künftige  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Wis- 
senschaften in  dem  jetzigen  Jahrhundert  zusammengetragen  wor- 
den sind,  wodurch  diesem  Werke  auch  für  die  neuere  Geschichte 
der  genannten  Wissenschaften  überhaupt  eine  sehr  grosse  Be- 
deutung gesichert  worden  ist,    so  dass  dasselbe  von  keinem 
Bearbeiter    derselben    entbehrt    werden    kann.     Zugleich  sind 
die  einzelnen  Gelehrten ,  deren    Leben ,  wissenschaftliche  Ar- 
beiten  und  Verdienste  ausführlich   mitgetheiit  und  besprochen 
werden,  so  vollständig  und  in  so  lebhafter  Weise  charakterisirt, 
so  viele  einzelne  Züge  aus  deren  Leben  sind  mitgetheiit  worden, 
dass  das  Werk  namentlich  auch  in  dieser  Rücksicht  das  höchste 
Interesse  gewährt,  und  von  Niemandem  ohne  die  grüsste  Befrie- 
digung gelesen  werden  wird,  woran  auch  noch  ausserdem  die 
bei  Herrn  Quetelet  selbstverständliche  sehr  elegante  Sprache 
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und  meisterhafte  Darstellung  einen  wesentlichen  Antheil  habe* 
Neben  «lern  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Interesse, 
welches  das  Werk  vorzugsweise  in  Anspruch  nimmt,  bietet  das- 
selbe aber  auch  ein  weiteres  und  allgemeineres  Interesse  Itir  die 
neuere  beschichte  der  Wissenschaften  in  Belgien  überhaupt  dar. 
indem  in  demselben  auch  noch  viele  andere  Gelehrte,  die 
anderen  wissenschaftlichen  Gebieten  sich  verdient  und  berühmt 
gemacht  haben,  wie  z.  B.  der  Dichter  Baron  von  Stassart,  der 
Philologe  und  Archäologe  Baron  von  Reiffenberg,  u.  s.  w.  cha 
rakterisirt  werden,  in  einer  Weise,  die  anch  das  Interesse  jedes 
Mathematikers  u.  s.  w.,  der  zugleich  ausserhalb  seines  engeren 
wissenschaftlichen  Gebietes  auf  anderen  Feldern  sich  umzusehen 
gewohnt  ist,  in  Anspruch  zu  nehmen  in  hohem  Grade  geeignet 
ist;  ja  selbst  för  die  Geschichte  des  Vaterlandes  des  geehrten 
Herrn  Verlassers  überhaupt  scheint  uns  das  sehr  schöne  Werk 
wegen  mancher  in  demselben  vorkommenden  historischen  Excurse 
keineswegs  ohne  Bedeutung  zu  sein. 

Wir  schliessen  mit  einer  "Uebersicbt  des  Inhalts  des  in  so 
vielen  Beziehungen  so  sehr  zu  beachtenden  Werkes:  I*lvre  Pre- 
mier.   £tat  gonöral  des  sciences,  p.  1—96.    Wir  können 
uns  nicht  versagen,  den  Herrn  Verfasser  über  das,  was  er  in 
diesem  ersten  Buche  bezweckt  hat,  selbst  sprechen  zu  lassen; 
er  sa^t  darüber  in  der  Vorrede,  p.  11.:  „Dans  le  premier  Ii  vre, 
j  appelle  I' attention  sur  un  sujet  qui  ne  parait  pas  avoir  et« 
sulfisamment  etudie.    Par  suite  de  l'avancement  des  sciences,  il 
devieut  facile  aujourd'hui  de  sentendie  avec  d'autres  savants  et 
de  concerter   ensemble  ses  recherches  pour  e*lucider  un  mime 
point  scientifique,   contre  lequel  venait  eebouer  autrefois  toute 
la  capacite*  d  un  seul  homme,  quelle  que  füt  son  ardeur  au  travatl: 
je  citerai,  par  exemple,  les  perturbations  simultanees  du  magne 
tisme  sur  les  diflferents  points  du  globe  et  leur  raode  d'aetion  dao» 
uu  instant  donne.   II  faut  evidemment  substituer  ä  un  seul  ob- 
servateur,  quel  que  soit  son  me>ite,  une  reunion  d'observateurs 
actifs,  repandus  sur  les  diffcrentes  parties  du  globe,  qui,  avec 
toute  1'attcntion  possible,  constatent  les  memes  faits  d'apres  les 
memes  metbodes  et  avec  les  inämes  Instruments.   Notre  Belgiqoe, 
si  ralentie  dans  sa  marche,  par   plusieurs  causes  independante« 
d'elle,  a  tfte"  l'une  des  nations  qui  est  entree  avec  le  plus  d  ar- 
deur dans  cette    voie.   J'ai  täch£  de  faire  comprendre  ensuite 
quels  ont  4i6  les  prineipaux  travaux  execute*s  dans  ce  pays,  soit 
individuellement,  soit  collectivement  et  en  dirigeant  l'attention  de 
plusieurs  savants  a  la  fois  vers  une  difficulre*  qu'il  s'agissait  d'era- 
dier  et  de  surmonter."    Der  Herr  Verfasser,  der  bekanntlich 
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selbst  so  sehr  und  nach  so  verschiedenen  Richtungen  hin  zur 
Förderang  wissenschaftlicher  Associationen  beigetragen  und  dafür 
in  seinem  ganzen  Leben  gewirkt  hat,  verbreitet  sich  darüber  in 
diesem  ersten  Buche  sehr  vollständig  und  in  höchst  lehrreicher 
Weise,  wobei  er  auch  die  verschiedenen  wissenschaftlichen  Ar- 
beiten, welche  vorzugsweise  auf  dem  Wege  der  Association  theils 
hervorgerufen,  theils  gefördert  worden  sind,  sämratlich  besonders 
hervorhebt  und  ausführlicher  bespricht.    Dass  in  dieser  Beziehung 
die  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  einen  ganz  besonders 
hervorragenden  Platz  einnimmt,  ist  allgemein  genug  bekannt,  und 
daher  auch  vollständig  gerechtfertigt,  dass  Herr  Quetelet  derei 
Arbeiten  sowohl  im  Allgemeinen,  als  auch  die  ihrer  Mitglieder  im 
Besonderen  mit  grosserer  Ausführlichkeit  bespricht.  —  Iiivre  II. 
Sciences.  Savants  Beiges:  Charles-Franc,  ois  Le Prud'homme 
d'Hailly,  vicomte  de  N  i eu port.  —  Jean-Baptiste  Van  M  o ns.  — 
Le  colouel  G.  -  P.  Dandelin.  —  Pierre-  Francis  V  er  hu  Ist. — 
Gaspard-Michel  Pagani.  —  Jean-Guillaume  Garnier.  —  Jacques- 
(auillaume  Crahay.  —   Pierre  Simons.  —   Francois  •  Philippe 
Cauchy.  —  Antoine  ßelpaire.  —  Jean  Kickx  pere.  —  Jean 
Kickx  Iiis  —  Daniel- Joscph-ßenoit  Mareska. —  Henri-Guillaume 
Galeotti.  p.  07. — p.  316.    Ganz  besonders  machen  wir  die  Leser 
des  Archivs  auf  die  in   diesem  zweiten  Buche  gegebenen  sehr 
ausführlichen  Lebensbeschreibungen  der  Mathematiker  und  Phy- 
siker: Vicomte  de  Nieuport.    p.  99.  —  p  109.    Van  Möns, 
p.  110.— p.  137.  —  Colonel  Dandelin.    p.  138.— p  164.  —  Ver- 
hulst.   p.  165.  —  p.  183.  —  Pagani.    p.  184.  — p  202.  —  Gar- 
nier,  p.  203. — p.  243.  —  Crahay.    p.  244.— p.  256.  aufmerksam. 
Jeder  wird  von  der  Leetüre  derselben  mit  der  grossten  Befrie- 
digung und  grossem  Gewinn  an  seinem  historischen  und  litera- 
rischen Wissen  scheiden.  —  Iii  vre  III.    Litte  rateurs  et  Ar- 
tistes  Beiges:  Charles- Joseph -l.mmanuel  Van  Hulthem.  — 
Louis-Deodat  Dewez.  —  Egide- Norbert  Coi  nelissen.  —  Phi- 
lippe Lesbro ussart.  —  Goswin  -  Joseph -Augustin   baron  de 
Stassart.  —  Fr.- Atfg.  - Ferd.-Th.  baron  de  Rei  ffenberg.  — 
Louis -Vincent  Raoul.  —  Jean  -  Theodore  -  Hubert  Weusten- 
raad.  —  Leonard  Pycke.  —  Philippe  Bernard.  —  Matthieu- 
Edouard  Sraits.  —  Jean-Baptiste  Van  Lyek en.  p.  317.— p.  558. — 
Iiivre  iV,   Savants  et  Litterateurs  etrangers.  Leurs 
relation s  avec  laBelgique:  Dominique-Frauyuis-Jean  Arago. 
—  Le  baron  F.-H.-A.  de  Humboldt.  —  Alexis  Bouvard.  — 
Henri  •  Cbretien  Schumacher.  —  Charles  •  Frederic  Gauss.  — 
Jean- Wolfgang  Goethe.  —  Vincent  Gioberti.  —  Fran(,ois-Xa- 
vier  -  Joseph  Droz.  —  Thomas  -  Robert  Malthus   —  Antoinc- 
Reinbard  Falck.  —  D.-J.  Van  Ewyck  van  Oosbroek  en  de 
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Bilt.  —  Le  baron  de  Kcverbcrg  de  Kessel,  p.  559. —  p-  TU. 
Mögen  sich  in  diesem  vierten  Buche  unsere  Leser  die  Lebensbe- 
schreibungen der  Mathematiker  und  Physiker  Ära go.  p.559. — 591.  - 
Humboldt,  p.  592.— p.  607.  —  Bouvard.  p.  608.  -  p.  - 
Schumacher,  p.  629.— p.  64*2.  —  Gauss,  p.  643.  —  p.  <*>5.  paiw 
besonders  empfohlen  sein  lassen. 

Wir  zweifeln  nicht,  dass  dein  trefflichen  und  höchst  interes- 
santen, auch  äusserlich  sehr  schön  ausgestatteten  Buche,  für 
dessen  Herausgabe  dem  Herrn  Verfasser  der  grosste  Dank  ge- 
bührt, die  so  sehr  verdiente  Beachtung  bald  in  den  weitesten 
Kreisen  zu  Theil  werden  wird. 


Arithmetik. 

Trattato  di  Algebra  Superiore  di  Giovanni  Xovi, 
Profes sore  di  Algebra  »Superiore  nella-R.  Universita 
diPisa.  Parte  prima.  A  nal  isi  algeb rica.  Firenze.  Fe- 
iice le  Monnier.    1803.  8°. 

Leider  ist  es  uns  erst  jetzt  möglich  gewesen,  uns  auf  den» 
Wege  des  Buchhandels  in  den  Besitz  dieses  Werkes  zu  setzen, 
und  die  Beziehungen  und  Verbindungen  zwischen  dem  deutschen 
und  italienischen  Buchhandel  müssen  in  der  That  noch  sehr  od 
vollkommen  sein,  wenn  —  wie  es  im  vorliegenden  Falle  uns  be- 
gegnet ist — in  Deutschland  fast  Jahre  lange  Bemühungen  n<*thig 
sind,  um  sich  in  den  Besitz  eines  italienischen  Werkes  zu  setzen: 
je  wichtiger  aber  jetzt  gerade  auch  in  den  mathematischen  Wis- 
senschaften die  sorgfaltigste  Berücksichtigung  und  genaueste 
Kenntnissnahine  von  den  Bestrebungen  und  Arbeiten  so  vieler 
trefflichen  italienischen  Gelehrten  auf  dem  genannten  wissen- 
schaftlichen GeMete  ist:  desto  erfreulicher  ist  es,  in  der  neuesten 
Zeit  mit  Sicherheit  hoffen  zu  dürfen ,  dass  auch  in  dem  erwähn- 
ten Missstande  bald  eine  nachhaltige  Besserung  eintreten  werde* 

Das  vorliegende  Werk  hat  uns  so  vieles  Interesse  eingeflösst, 
dass  wir,  wenn  auch  seit  seinem  Erscheinen  bereits  drei  Jahre 
verflossen  sind,  eine  ausführlichere  Anzeige  desselben  noch  für 
nöthig  halten.  Der  uns  jetzt  vorliegende  erste  Theil  enthält  un- 
ter dem  Namen:  „Analisi  algebrica"  —  um  es  kurz  zu  sagen 
—  die  allgemeine  Lehre  von  den  Functionen  und  die  Theorie  der 
Reihen.  Ob  ein  zweiter  Theil  erschienen  ist,  vermögen  wir  nicht 
zu  sagen,  weil  es  uns  bis  jetzt  nur  möglich  gewesen  ist,  in  den 
Besitz  des  ersten  Theils  zu  gelangen.   Es  lässt  sich  aber  mit 
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Sicherheit  annehmen,  dass  der  zweite  Theil  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleichungen  und  deren  Auflösung  gewidmet  sein 
wird,  und  wir  können  nicht  leugnen,  dass  wir,  nach  der  in  dem 
ersten  Theil e  uns  vorliegenden  schönen  Probe,  «ehr  begierig 
«ind,  diesen  zweiten  Theil  kennen  zu  lernen,  wenn  er  schon  er- 
schienen sein  sollte,  worüber  wir  unseren  Lesern  möglichst  bald 
Genaueres  zu  berichten  suchen  werden. 

Was  nun  den  vorliegenden  ersten  Theil  im  Allgemeinen  be- 
trifft, so  können  wir  aus  vollkommenster  Ueherzeugung  versichern, 
dass  derselbe  durchaus  im  Geiste  der  neueren  strengen  Analysis, 
oder,  mit  anderen  Worten,  ganz  im  Geiste  Cauchy's  verfasst  ist, 
das«   derselbe  aber,  wie  aus  der  nachfolgenden  ausführlicheren 
Inhaltsangabe  ersichtlich  sein  wird,  in  mehreren  Beziehungen  viel 
weiter  geht  als  die  classische  „Analyse  algebriquc"  des  ge- 
nannten grossen  Mathematikers,  auf  welcher  natürlich  alle  neue- 
ren Bearbeitungen  der  afgebraischen  Analysis  oder,  nach  älterer  Be- 
zeichnung, der  sogenannten  An-ilysis  des  Endlichen,  als  ihrer  Haupt- 
Grundlage  zunächst  fussen  müssen.    Die  Darstellung  und  Beweis- 
führung ist  überall,  ohne  zu  weitläufig  zu  sein,  vollkommen  streng 
und  evident,  was  bei  einem  Werke  dieser  Art  natürlich  bei  Wei- 
tem die  Hauptsache  ist,  weil  es  in  diesem  Falle  viel  mehr  eben 
auf  diese  völlig  stringente  Beweisführung,  als  auf  die  Neuheit  der 
Resultate  ankommt,   und  wir  können  in  dieser  Beziehung  dem 
Werke,  mit  besonderer  Freude  über  sein  Erscheinen,   nur  das 
grösste  Lob  crtheilen   und  es  unseren  Lesern  zu  sorgfaltigster 
Beachtung  empfehlen,  indem  wir  überhaupt  der  Meinung  sind,  dass 
es  unter  den  wenigen ,  in  diesem  strengen  Geiste  bis  jetzt  ver- 
fassten  Werken  eine  der  ersten  Stellen  einnimmt,   der  mathema- 
tischen Literatur   zur  Zierde  gereicht,   und   als  Lehrbuch  von 
Neuem  den  Beweis  liefert,  dass  auf  den  italienischen  höheren 
Unterrichtsanstalten  in  alten  mathematischen  Wissenschaften  wahre 
wissenschaftliche  Strenge  und  Evidenz  als   das  Hauptziel  eines 
wahrhaft  Frucht    bringenden   Unterrichts    allgemein  angesehen 
wird. 

Diesem  allgemeinen  Urtheile  über  das  treffliche  Werk,  mit 
welchem  wir  dasselbe  nochmals  zu  sorgfältigster  Beachtung  em- 
pfehlen, fügen  wir  die  folgende  Uebersicht  des  Hauptinhalts  bei: 

In  der  Einleitung  erläutert  der  Herr  Verfasser  in  völlig  deut- 
licher und  bestimmter  Weise  die  nöthigsten  Grundbegriffe  über 
beständige  und  veränderliche  Grössen,  Functionen  im  Allgemeinen 
und  die  verschiedenen  Arten  derselben,  u.  s.  w.  —  Das  Iste 
Kapitel  enthält  eine  kurze,  für  das  Folgende  aber  hinreichende 
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Darstellung  der  Lehre  von  den  Perniutationen,  Combinatinnen  und 
Variationen.  —  Das  2t e  Kapitel  ist  der  Lehre  von  den  com 
plezen  Zahlen  gewidmet,  mit  verschiedenen  lehrreichen  Auwen- 
dungen auf  die  Summirung  endlicher  goniometriscber  Reihen  and 
auf  die  Bestimmung  der  Wurzeln  aus  der  positiven  ond  negativen 
Einheit.  —  Das  3t e  Kapitel  betrifft  die  Gräuzen  und  die  Ste- 
tigkeit, so  wie  die  geometrische  Darstellung  der  Functionen,  wie- 
derum mit  verschiedenen  Anwendungen,  wie  u.  A.  den  Satz: 


für  n  ==  x  .  —  Das  4te,  5te,  6te  und  7te  Kapitel  enthalten 
eiue  in  jeder  Beziehung  lehrreiche  und  sehr  vollständige  Dar- 
stellung der  allgemeinen  Lehre  von  den  sogenannten  unend- 
lichen Reihen,  natürlich  mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  Coo- 
vergenz  und  Divergenz,  die  verschiedenen  Rechnungsarten  mit 
Reihen,  recurrirende  Reihen,  Doppelreihen,  Potenzreihen,  Bino- 
mial-  und  Polynomialrcihen,  u.  s.  w.,  mit  einer  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Special  •  Untersuchungen,  so  dass  wir  die  ge- 
nannten vier  Kapitel  einem  Jeden,  der  die  Lehre  von  den  Reihen  in 
ihrem  neuesten  Zustande  mit  hinreichender  Vollständigkeit  ken- 
nen lernen  will,  ganz  besonders  empfehlen  können.  —  Das  8te 
Kapitel  enthält  die  Exponential-  und  logarithmischen  Reiben, 
und  das  Ote  Kapitel  ist  den  circularen  und  hyperbolischen 
Reihen  gewidmet,  enthält  also  auch  eine  sehr  lehrreiche  Dar- 
stellung der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  —  Das  lOte 
Kapitel  enthält  verschiedene  speziellere  Untersuchungen  über 
die  Reiben,  mit  Vorausschickung  verschiedener  besonders  allge- 
meiner Sätze  über  die  Convergenz  der  Reihen.  —  Das  Ute  Ka- 
pitel ist  der  Theorie  der  Producte  mit  unendlich  vielen  Factorea, 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen  von  Gauss 
und  Heine,  gewidmet,  und  das  12 te  Kapitel  betrifft  die  Theo- 
rie der  analytischen  Facultäten  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die 
Arbeiten  von  Betti  und  VVeierstrass.  —  In  dem  13ten  und  14ten 
Kapitel  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  die  Theorie  der  conti 
nuirlichen  Brüche,  ihre  Verwandlung  in  Reihen  und  umgekehrt, 
wie  es  scheint,  mit  besonderer  Vorliebe  und  gleichfalls  überaas 
lehrreich  und  vollständig,  auch  hier  immer  mit  besonderer  Rück* 
sieht  auf  Convergenz  und  Divergenz,  bebandelt. 


 arcsin^r 
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Man  wird  aas  dieser  Darlegung  des  Inhalts  entnehmen,  dass 
der  Herr  Verfasser,  was  wir  noch  besonders  hervorzuheben  nicht 
unterlassen,  in  diesem  ausgezeichneten  Buche  alle  Arten,  wie 
Functionen  durch  in's  Unendliche  fortlaufende  Ausdrucke  darge- 
stellt werden  können,  nämlich:  1.  durch  Verbindung  der  Glieder 
der  vorzugsweise  mit  dem  Namen  „Reihen"  belegten  analytischen 
Ausdrücke  durch  Addition  und  Subtraction  ;  2.  durch  Producte 
mit  unendlich  vielen  Factoren  also  durch  analytische  Ausdrucke, 
deren  in's  Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Mul  tiplicatiou 
mit  einander  verbunden  sind;  3.  durch  die  sogenannten  conti- 
nuirlichen  Bruche,  also  durch  analytische  Ausdrucke,  deren  in's 
Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Division  mit  einander 
verbunden  sind;  mit  ganz  gleicher  Vollständigkeit,  Gründlichkeit, 
Strenge  und  Sorgfalt  behandelt  hat,  was  in  gleicher  Weise  noch 
nicht  geschehen  sein  dürfte,  so  dass  also  auch  in  dieser  Rück- 
sicht das  Werk  die  wärmste  Empfehlung  verdient. 

So  bald  uns  der  zweite  Theil  zu  Gesicht  kommt,  werden 
wir  nicht  verfehlen,  unsere  Leser  sogleich  ausführlich  mit  demselben 
bekannt  zu  machen.  G. 


Physik, 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  G.  Jelinek  und  J.  Hann. 
I.  Band.   Nr.  5-12. 

Die  4  ersten  Nummern  dieser  neuen  sehr  verdienstlichen 
Zeitschrift  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX1X.  S.  18.  von  uns 
angezeigt  worden.  Da  wir  uns  über  die  Entstehung  und  Tendenz 
derselben  an  diesem  Orte  schon  ausführlich  genug  ausgesprochen 
haben,  so  ist  es  nur  nöthig,  den  Inhalt  der  uns  jetzt  vorliegenden 
Nummern  5  — 12  des  ersten  Bandes  im  Allgemeinen  anzugeben, 
um  dadurch  von  Neuem  zu  zeigen,  wie  sehr  diese  neue  Zeit- 
schrift die  allgemeinste  Beachtung  und  Empfehlung  verdient,  wo- 
bei wir  uns  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  auf  den 
Inhalt  der  jeder  Nummer  beigefügten  kleineren  Mittheilungen,  so 
viel  Interessantes  auch  gerade  diese  meistens  enthalten,  nicht 
einlassen  können,  sondern  uns  mit  der  Angabe  der  grosseren 
Aufsätze  begnügen  müssen:  Die  Witterungs -Vorherbe- 
stimmungen der  Pariser  Sternwarte.  —  Das  Aneroid 
als  Instrument  zur  Messung  der  Aenderungen  der 
Schwere.  V on  Sr.  Excellenz  B.  Freiherrn  vonWüllers- 
torf-Urbair    Dieser  sehr  deutlich  verfasste  Aufsatz   des  be- 
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rühmten  Herrn  Verfassers  erläutert  in  sehr  lehrreicher  Weis«»  die 
von  demselben  zuerst  gefasste  und  weiter  verfolgte  Idee ,  aas 
der  Vergleichung  gleichzeitiger  mit  einem  Aneroid  und  einem 
Quecksilberbarometer  angestellter   Beobachtungen   die  Verände- 
rungen der  Schwere  auf  der  Erdoberfläche  zu  bestimmen;  wir 
empfehlen  Jedem,   der  sich  hiermit  näher  bekannt  machen  will, 
diesen  Aufsatz  recht  sehr.  —  Ueber  eine  eigenth  ömli  che 
Trübung  des  Himmels  in  Sicilien  und  deren  Beziehung 
zum  Scirocco.    Von  Dr.  Rudolph  Edl.  von  Vivenot  jun. 
—  (Jeher  die  grössten  Regenmengen   in  Oesterreich. 
Von  Carl   Fritsch.  —  Ueber  die  Grosse   der  Verdun- 
stung in  Ofen.    Von  Dr.  Guido  Schenzl.  —  In   N  r.  10. 
S.  157. — S.  160.  giebt  Herr  Jelinek  unter  den  kleineren  Mitthei- 
luugen  ausführliche  Nachricht  von  den  grossartigen  meteorologi 
sehen  Einrichtungen  in  Italien  und  den  Arbeiten  der  verschiede- 
nen Stationen,  so  wie  über  die  von  denselben  ausgehenden  tele- 
graphischen Mittheilungen.    Es  sind  in  Italien,  grösstenteils  an 
den  Küsten,  21  meteorologische  Stationen  errichtet,   nnd  deren 
telegraphische  Correspondenz  ist   am  1.  April  1806  eröffnet  wor- 
den.   Die  Organisation  derselben  ist  der  in  Oesterreich  ähnlieb. 
Wir  machen  auf  den  interessanten  Bericht  des  Herrn  Jelinek 
recht  sehr  aufmerksam. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  lAcademie  Royale  des  scieueos,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXV.  S.  13.) 

34™«  Annee,  2n,e  Se*r.  T.  XX.  Seconde  note  sur  de  nou- 
velles  illusions  d'optiqne,  par  M.  Delboeuf.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  6.  —  Sur  les  paratonnerres  et  sur  quelques  experience* 
faites  avec  l'etincelle  d'induction  et  les  hatteries  de  Leyde;  pre- 
miere  note  par  M.  Meisen s.  p.  15.  —  Note  sur  IVtat  de  l'at- 
mosphere  ä  ßruxelles ,  pendant-  l'anntfe  1864;  par  M.  Ernest 
Quetelet.  p.  34.  —  Sur  les  proprietes  de  deux  droites  faisant 
avec  un  axe  fixe  des  angles  comple'mentaires;  par  M.  Van  der 
Menshrugghe.  p.  60.  —  Seconde  note  sur  de  nouvelles  illusions 
d'optique.  Essai  d'une  theorie  psychophysique  de  la  maniere 
dont  l'oeil  apprecie  les  grandeurs;  par  M.  J.  Delboeuf.  p.?0. — 
Sur  la  stabüitä  des  systemes  liquides  en  lames  minces,  deuxieme 
partie;  par  M.  Lamarle.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  220.  — 
Note  sur  les  questions:  Les  pointes  des  paratonnerres  ont-elles 
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urie  action  präventive  notable?  Est-il  avantageux  demployer  des 
pointes  aigue's  ou  des  pointes  multiples;  par  M.  F.  Duprez. 
|>«-227.  —  Orages  du  mois  de  juillet  1805;  par  M.  A.  Quete- 
let.  p.  361.  —  M.  le  secretaire  perpe'luel  (A.  Quetelet)  pre- 
«ente  la  not©  suivante  sur  les  Apparitions  remarqu a bles 
d'etoiles  filantes  recueillies  dans  diverses  chroniques  des 
siecles  passes,  par  M.  Alexis  Perrey.  p.  370.  —  Theorie  nou- 
velle  du  mouvement  d'un  corps  libre;  par  M.  F.  Folie,  p.  435. — 
Eruption  du  Ve*suve  de  1631;  par  M.  H.  Le  Hon.  p.  483. 
(Sehr  interessanter  und  wichtiger,  56  Seiten  umfassender  Aufsatz). 
—  Observation,  a  Bruxelles,  de  l'eclipse  de  lune  du  4  octobre 
1805;  par  MM.  Ad.  et  Er n.  Quetelet.  p.  602.  —  titoiles  filan- 
tes observees  ä  Bruxelles,  le  10  aoüt  1865;  par  MM.  Ad.  Que- 
telet, Ern.  Quetelet  et  Hooreraan.  p.  602.  —  Sur  les  orages 
observees  en  Belgique  pendant  le  mois  d  a  out  1865,  par  M.  Ad. 
Quetelet.  p.  605.  —  Herr  Houzeau  theilt  p. 614.  in  einem  Briefe 
ou  vel I e -Orleans,  13  aoüt  1865"  Bemerkungen  über  die 
Auflösung  der  Gleichungen  durch  Reihen  mit;  für  die  kleinste 
Wurzel  xx  der  Gleichung  des  dritten  Grades 

x*  +  ax"1  +  bx  +  c  =  0 

triebt  er  die  folgende  Reihe: 

-  ^  (14    -  21  a*b  +  36«)  - 14  £  (3n<  -  6a*6  +  W) 

—  6  ~  (22  ««  -  55  a*  b  +  30  a*/>*  -  2 o8) 

-33^o(l3fl«-39aH-f  30a*6*-56»)-  

Sur  la  force  musculaire  des  insectes;  par  M.  Felix  Pla- 
teau. (Enthält  interessante  und  möglichst  genaue  Messungen 
der  Kraft  der  Insekten  mit  einem  besonders  construirten  Dyna- 
mometer.) p.  732.  —  iWiles  filantes  de  novembre  1865;  avec 
nne  note  de  M.  Secchi  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  814.  —  Au- 
roren boreales  observees  ä  Christiania  pendant  l'e'te'  et  l'aiitomne 
de  1865.  (Lettre  de  M.  Chr.  Hansteen  ä  M.  Ad.  Quetelet.) 
p.  816.  —  Comparaison  des  pouvoirs  refringents  et  calorifiques 
de  certains  gaz;  par  M.  Ch.  Montigny.    p.  855. 

35»"«  Annee.  2me  Se>.  T.  XXI.   Sur  les  etoiles  filantes  du 
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10  aoiit  et  du  niois  de  novembre  1865,  observees  aux  Etats- Unis- 
Lettre  de  ML  Newton,  de  New-Haven,  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  12. 

—  Note  sur  Integration  d'un  Systeme  d'equations  homugeue*: 
par  M.  E.  Ca  tat  au.  p.  25.  —  Note  sur  la  rotation  du  soleil: 
par  AI.  F.  Üauge.  Rapport  de  AI.  Schaar,  p.  80.  —  Sur  l'etat 
de  l'atinosphere,  ä  Bruxelles,  pendant  l'annee  1865;  par  M  Er- 
ltes t  Quetelet.  p.  8*2.  —  Note  sur  la  temperature  de  janvier  1866, 
ä  Gand;  par  Ii.  Duprez.  p.  130.  —  Faut-il  terminer  les  para- 
tonnerres  par  des  poiutes  ou  par  des  houles?  Lettre  adressee 
par  AI.  Peltier  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  132.  —  Note  sur  la 
rotation  du  soleil,  par  AI.  Dauge.  p.  142.  —  Perturbatio!!**  de 
la  declinaison  magneTique,  observees  dans  les  lignes  telegrapbi- 
ques  de  Belgique  et  de  France  et  dans  les  Observatoires  de 
Bruxelles  et  de  Paris,  le  21  fövrier  1866.  p.  216.  —  Sur  les 
tremblements  de  terre  en  1864,  avec  Supplements  pour  les  annee> 
1843  ä  186J;  par  M.  Alexis  Perrey.  Kapport  de  M.  Duprez. 
Rapport  de  AI.  Ad.  Quetelet.  p.  264.  —  Perturbatio!!  magnetique 
ä  Cbristiania  le  21  fevrier  1866;  lettre  de  AI.  Hansteeo  a  AI. 
Ad.  Quetelet.  p.  280.  —  Pbenomenes  atmospheriques  remar- 
quables  observes  a  l'observatoire  de  Bruxelles  au  rommencement 
de  1866,  par  AI.  Em.  Quetelet.  p.  283.  —  Determination  ra- 
tionelle des  nombres  de  la  gamme  cbromatique,  par  AI.  J.  Del- 
boeuf.  Rapport  de  AI.  Gl  oesener.  p.  313.  —  Determination 
rationelle  des  nombres  de  la  gamme  chromatique,  par  AI.  J.  Del 
boeuf.  p.  339.  —  Discus<ion  et  rlalisAtlon  experitnentale  d'une 
surface  particuliere  ä  courbure  moyenne  nulle,  par  AI.  G.  Van 
der  Mensbrugghe.  Rapport  de  IM.  Lamarle.  Rapport  de  M. 
Catalan.  (Betrifft  die  von  Scherk  im  Jabre  1835*)  auf  die 
Gleichung 

4  sin  WS  =  ±(emM—e~mx)(emy  —  e"*"Hr), 

wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  zurückgeführte  Fläche.)    p.  530. 

—  Note  sur  la  nouvelle  etoile  changeante  de  la  couronue  boreaie. 
par  AI.  Eni.  Quetelet.  (Zu  Brüssel  angestellte  verdienst- 
liche Beobachtungen  dieses  merkwürdigen  Sterns,  und  Mittbet- 
lung  anderer  Beobachtungen.)  p.  535.  —  Distussion  et  realisa- 
tion  expeVimcntale  d'une  surface  particuliere  ä  courbure  moyenne 
nulle;   par  AI.  G.  Van  der  Mensbruggbe.    (S.  oben.)    p.  552. 

Am  7ten  Mai  1866  feierte  die  Königlich  Belgische 
Akademie  der  Wissenschaften  das 


*)  Bemerkungen  über  die  kleinste  Fläche  innerhalb  gegebener  («ran- 
zen.   Jou  mal  vun  Grelle.    Thl.  XII 1.  S.  185. 
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Ciiiquantieme  An  niversaire  de  la  reconstitutioti  de 

l'Academie" 

in  einer  feierlichen  Sitzung  aller  drei  Klassen.  Der  Präsident 
der  Akademie  Herr  Ch. Faider  hielt  die  p.457-p.474  raitgetbeilte 
Festrede,  in  welcher  er  das  Thema  behandelte: 

„Leopold  I«*"  et  la  royaute  beige" 

und  in  der  er  in  beredten  Worten  die  Verdienste  und  die  ganze 
Persönlichkeit  des  edlen,  nur  erst  vor  Kurzem  geschiedenen  Mo- 
narchen schilderte. 

Nach  Herrn  Faid  er  ergriff  Herr  Ad.  Quetelet  das  Wort 
und  sprach: 

„Sur  les  travauz  d'ensemble  de  l'Academie  royale 
et  sur  les  retations  avec  les  Soci^te's  savantes  ötran- 
geres,  pendant  le  demi-siecle  qui  vient  de  s'e'couler" 

auf  welche  historisch  und  literarisch  sehr  zu  beachtende  Rede 
wir  unsere  Leser  noch  besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht 
unterlassen  wollen. 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universita  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXIX.  S.  21.) 

Anno  IV.  Luglioe  Agosto  1866.  Dimostrazione  di  al- 
cune  formole  del  Sig.  Liouville;  per  C.  M.  Piuma.  p.  193.  — 
Ricerebe  ulteriori  sulla  rotazione  di  un  sistema  di  tre  masse  che 
verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis,  p.  202.  — 
Note  sur  les  series  de  courbes  a  double  courbure;  par  E.  de 
Jonquieres,  p.  210.  —  Note  pour  le  Giornale  di  Matematiche; 
par  E.  de  Jonquieres.  p.  212.  —  Sopra  una  curva  di  terza 
classe  e  di  quart'ordine;  par  G.  Battaglini.  p.  214.  —  Saggio 
elementare  di  Geometria  della  sfera;  per  P.  Cassani.  p.  223.  — 
Tre  teoremi  sul  cerchio  dei  9  punti;  per  L.  Rajola.  p.  238. — 
Questione.  p.  239.  —  Dimostrazione  di  un  teorema  proposto  nell' 
Educational  Times;  per  L.  Kajola.  p. 241.  —  Nota  sull'  equa- 
zioni  differenziali  che  si  presentano  nei  problemi  di  Meccanica; 
per  R.  del  Grosso,   p.  243. 


Sitzungsberichte  der  konigl.  böhmischen  Gesell- 
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schaff  der  Wissenschaften  in  Prag.  (Vergl.  Lite  rar.  Ber 
Nr.  CLXXYIII.S.  17.) 

Jahrgang  1865.  Juli  —  December.  S.  39.  Herr  Noiral 
trug  eine  hydrologisch  -  meteorologische  Studie  vor  unter  dem 
Titel:  Ein  Streifzug  Ober  den  dunklen  Grund  der  nas- 
sen und  trockenen  Jahre. — •  S.  44.  —  S.  62.  Herr  l> astig 
hielt  einen  freien  Vortrag:  De  ber  das  Zustandekommen 
der  räumlichen  Gesich  tsanschauu  ng,  unter  Berück- 
sichtigung der  p hysi ologisch en  M i t bediugu n ge n.  (Die- 
ser Aufsatz  scheint  uns  namentlich  in  psychologischer  und  phy- 
siologischer Rücksicht  recht  sehr  Beachtung  zu  verdienen.)  — 
S.  6*2.  Herr  Pozdeii  a  (als  Gast)  trug  einen  auf  specielle  B  eob- 
achtungen  basirten  Commentar  zur  modernen  Quellen- 
tbeorie  vor.    (Nur  im  Auszuge  raitgetheilt.)  —  S.  93.  —  S.  96 

v  m 

Herr  Fr.  Stolba  (als  Gast)  hielt  einen  Vortrag  über  die  Dar- 
stellung von  Sauerstoffgas  aus  Chlorkalk  und  über  ein 
Verfahren  diessGas  in  Flaschen  aufzufangen.  (Beides, 
besonders  das  letztere  deutlich  beschriebene  Verfahren ,  scheint 
auch  bei'm  Unterrichte  nützliche  Anwendung  linden  zu  können, 
und  wird  daher  hier  darauf  hingewiesen.) 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  in  der  Anzeige  von  Jahr- 
gang 1865,  Januar— Juni,  (S.  58.),  im  Literar.  Ber.  Nr.CLXXVIH. 
S.  17.  durch  ein  Versehen  auf  den  längeren,  der  Mittheilung  wohl 
werthen  Vortrag  hinzuweisen  unterblieben  ist,  den  Herr  Joseph 
Wesely  (als  Gast)  über  sein  Verfahren  elementarer  Be- 
stimmung der  Trägheitsmomente  mittelst  Anwendung 
Ton  Summenreihen  hielt. 

Jahrgang  1866.  Jänner— Juni.  S.  18.  Herr  Prof.  Franz 
Til scher  (als  Gast)  hielt  einen  demonstrativen  Vortrag  über 
einige  Sätze  aus  der  descriptiven  Geometrie.  —  S.  41— 
S.  61.  Herr  Alois  Nowak  hielt  einen  (hier  vollständig  raitge- 
theilten)  Vortrag:  Ueber  die  Natur  und  meteorologische 
Bedeutung  des  Grundwassers. 

• 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.    (Bis  Nr.579  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX1.  S.  22.) 

Aus  dem  Jahre  1865.  Nr.  580. — 602. —  H.  Wild:  Bericht 
der  meteorologischen  Centraistation  in  Bern  vom  Jahre  1864. 
S.  37.  — S.54.  —  H.  Wild:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in 
Bern  aus  den  Jahren  1863  —  1864.  1.  Astronomische  Beob- 
achtungen;  H.  Magnetische  Beobachtungen,  S.  64.  — .S.  73.  — 
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Professor  Dr.  Perty:  Ueber  Secchi's  in  Rom  Abbildung  des 
grossen  Sooncnfleckeos  vom  Februar  1805.  Betrifft  eine  merk- 
würdige photographische  Abbildung  des  genannten  grossen  Son- 
nenfleckens,  welcher  von  dem  berühmten,  seit  einer  Reibe  von 
Jahren  eifrig  mit  Sonnenbeobachtungen  beschäftigten  Secchi  in 
Korn  im  grossen  Refractor  von  9  Zoll  Oeffnung  und  14  Fuss 
Brennweite  des  Collegio  Romano  in  Rom  gesehen  wurde.  S.  74. 
—  S.  78.  —  R.  Lauterberg,  Ingenieur:  Bericht  zu  den  Pegel- 
beobachtungen der  Aar  in  Bern  und  Thun  vom  1.  Mai  1864  bis 
1.  Mai  1865.  (Für  solche  Beobachtungen  und  deren  Benutzung 
sehr  lehrreich.)  S.  79.  —  S.  96.  —  Friedrich  Geiser,  Docent 
am  eidgenössischen  Polytechnikum:  Ueber  eine  geometrische  Ver- 
wandtschaft zweiten  Grades.  („In  Bezug  auf  einen  festen  Punkt 
P  und  einen  festen  Kegelschnitt  K  kann  jedem  Punkte  p  in  der 
Ebene  ein  anderer  pt  zugeordnet  werden,  indem  man  die  Ge- 
rade pP  zieht,  welche  K  in  kx  und  schneiden  möge,  und 
nun  zu  p,  kk  und  k2  den  vierten  harmonischen  p  zugeordneten 
Punkt  px  construirt.  Einem  Punkte  p  entspricht  im  Allgemeinen 
stets  ein  und  nur  ein  Punkt  plt  während  diesem  wiederum  der 
ursprüngliche  p  conjugirt  ist;  die  aufgestellte  Beziehung  ist  also 
eindeutig  und  reciprok."  Diese  Beziehungen  betrifft  der  vorlie- 
gende Aufsatz.)  S.97.  — S.  107.  -  Professor  Dr.  Perty:  Ueber 
das  neue  Marine  -  Doppeltem  röhr  von  Herrn  Sigmund  Merz  in 
München  (Oeffnung  der  Objective  11  Linien;  Brennweite  4^  Zoll; 
Sehfeld  3  Grade;  Vergrösserung  wird  auf  10  Mal  angegeben, 
ist  aber  wirklich  fast  12  Mal;  die  Oculare  sind  die  gewöhnlichen 
Fraunhoferscheu,  aus  4  Gläsern  bestehenden;  die  mechanische 
Arbeit  ist  sehr  vorzüglich;  Preis  180  Fr.).   S.  139.— S.  140. 


Sitzungsberichte  der  königl.  bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Manchen.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXVIU.  S.  17.). 

1866.  I.  Heft  I.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rende Aufsätze  nicht.  Sehr  interessant  sind  aber  die  Aufsätze 
von  Nägeli:  a)  die  abgeleiteten  Pflaozenbastarde.  S.  71;  b)  die 
Theorie  der  Bastardbildung.  S.93. 

1866.  1.  Heft  II.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hörende Aufsätze  nicht 

1866.  1.  Heft  III.  Zu  unserem  grossen  Bedauern  ist  uns 
dieses  Heft  nicht  zugegangen,  vielleicht  in  Folge  des  Krieges, 
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was  wir  um  so  mehr  beklagen,  weil  dasselbe  Necrologe  von 
Baumgartner,  Bond  und  Encke  enthält.  Vielleicht  dürfen  wir 
uns  einer  späteren  Zusendung  dieses  uns  sehr  interessanten  Hefte» 
erfreuen. 

1866.  I.  Heft  IV.  Wir  machen  dringend  aufmerksam  auf 
den  Aufsatz:  Nage  Ii:  üeber  die  Theorie  der  Capillarität  S.  5»f7. 
-  S.  627. 

1866.  II.  Heftl.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hörende Aufratze  nicht. 


Berichtigungen. 

Thl.  XLV.  S.  238.  Z.  11  v.  ti.  am  Ende  dieser  Zeile  ist  dos  ausgelassen« 
Wort  „nenne"  beisuiugen. 

Thl.  XLV.  Hft.  4.  8.  887.  Z.  5.  v.  u.  ist  statt  „142®  C"  zu  setzen:  M— 142»  C." 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Le  Mess&bat  de  M  oharamed  benMoussaal  Kharezmi. 
Extrait  de  son  Algebre.  Traduit  et  aoooU  par  Aristide 
Marre.  2«£dition  revue  et  corrig^e  sur  le  texte  arabe 
publik  par  Rosen.  Rome.  Imprirotfrie  des  sciences 
niathömatiques  et  physiques.    1866.  4°. 

Aboa  Abdallah  Mohammed  ben  Mouaea  AI  Khd- 
rezmi  ist  der  Slteste  arabische  Algebrist j  Ibn  Khaldoün 
erklärt  ausdrücklich,  dass  Abou  Abdallah  AI  KbArezmi 
anter  den  Arabern  der  erste  war,  welcher  über  die  Algebra 
schrieb.  Die  gelehrte  and  interessante  Vorrede  enthält  weitere 
historische  Nachrichten  über  diesen  arabischen  Mathematiker. 
Sein  hierher  gehörendes  Werk  führt  den  Titel:  „Kitab  al 
raokbtessar  fi  hissib  aldjebr  oua'I  mok&balab,  ood  ist  um 
das  Jahr  820  der  christlichen  Zeitrechnung  auf  den  Wunsch  des 
Chalifen  AI  Mamoun  verfasst  Im  Jahre  1831  lieferte  Rosen 
den  ganzen  algebraischen  Text  nebst  einer  englischen  Ueber- 
setzung.  Nach  dieser  ist  die,  in  zweiter  Auflage  hier  vorlie- 
gende franzosische  Uebersetzung  des  auf  die  Geometrie  bezüg- 
lichen Kapitels:  ,.BAb  al  roessAhat"  von  Herrn  Aristide 
Marre  gefertigt,  wofür  derselbe  jedenfalls  den  Dank  aller  derer 
verdient,  die  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  ein  besonderes 
Studium  machen,  denen  wir  daher  diese  Schrift  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfehlen.  In  einer  grosseren  Anzahl  von  Noten 
sind  die  gegebenen  algebraischen  Auflosungen  geometrischer 
Aufgaben  von  dem  Herrn  Uebersetzer  erläutert. 

Thl.XLVI.Hft.  2.  2 
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Brani  dell'  Aritmetica  d'Elia  Misrachi.  Tradott. 
dalT  Ebraico  con  alcune  note.  Lettera  IV.  di  M.  Stein- 
schneider a.  D.  B.  Boncompagni.  Roma.  Tipoprafh 
dclle  scienze  matematicb e  e  fisiche.    1866.  4°. 

Elia  Misrachi  oder  Mizrahi  (d.  b.  ein  Morgenländer, 
setzt  der  Herr  Herausgeber  hinzu)  war  gegen  Ende  des  !5ta> 
Jahrhunderts  Rabbiner  in  Constantinopel ,  und  starb  1522  oder 
1527.  Der  Brief  an  den  Fürsten  Herrn  B.  Boncompagni  eol 
hält  weitere  sehr  interessante  literarische  und  historische  ISach 
richten  über  denselben,  auf  die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  zo 
verweisen  uns  erlauben.  Von  seiner  „Arithmetik"  (Buch 
von  der  Zahl)  liefern  die  hier  aus  derselben  gegebenen  Mit- 
tbeilungen ein  anschauliches  Bild,  weshalb  auch  diese  Schrift 
jedenfalls  ein  mit  Dank  aufzunehmender  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Mathematik  ist. 


in  einem  Auszuge  aus  den  Bulletins  de  l'Acadenjic 
R.  de  Bruxelles.  2*«  se>.  t.  XXII.  n"  9  et  10.  1856.  hat  Herr 
Ad.  Quetelet  zwei  höchst  interessante  Briefe  Kaiser  Karl  s  V 
an  Fran^ois  Rabelais  ruitgetheilt ,  welche  er  der  Gute  des 
Herrn  Chasles  verdankt.  Diese  Briefe  zeigen,  wie  sehr  der 
grosse  Kaiser  sich  auch  für  die  Wissenschaften  interessirte,  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  dieselben  nachfolgend  unseren  Lesern  mit- 
zutbeilen: 

„Maistre  Rabelais, 

Vous  qu'avez  l'esprit  fin  et  subtil,  me  pourriez  vous  satisfaire? 
J'ay  promis  1000  escus  a  celuy  qui  trouvera  la  quadrature  du 
cercle,  et  nul  mathematicien  n'a  pu  resoudre  ce  problesme.  J'ay 
pense  quo  vous  qui  estes  ingenieux  en  toutes  choses  me  satis- 
feriez;  et  si  le  faictes,  forte  recompense  en  recevrez.  Dien  vous 
vienne  en  aide." 

„Ce  X  septembre  1642." 

„Charte  s." 

A  maistre  Francois  Rabel  ais,  docteur  en  toutes  scteoces 
et  bonnes  lettres. 

Ferner: 

„Maistre  Rabelais,  je  suis  moult  surpris  de  ce  que  oe 
m'avez  encore  fait  response  ä  la  proposition  que  je  vous  ay  faite 
touchant  la  quadrature  du  cercle.    Est-ce  que  reellement  cette 
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cfaose  serait  impossible  a  resoudre?  Mais  quant  ainsy  serait,  je 
pryeray  vous  me  faire  response  quelle  quelle  soit,  voua  nignores 
pas  qu'elle  sera  toujours  bien  venue  de  nioy.  Je  l'attens  donc 
par  le  porteur  dicelle,  et  me  ferez  plaisir.    Adieu  " 

„Charles." 

A  maistre  Fr.  Rabelais. 

Also  selbst  Karl  V.  interessirte  sich  lebhaft  für  die  Qua- 
dratur des  Kreises!  Das  Weitere  muss  man  a.  a.  O.  in  den 
interessanten  Aufsätzen  der  Herren  Ad.  Quetelet  undGachard 
nachsehen,  wobei  wir  freilich  bemerken  müssen,  dass  Herr 
Gachard  Zweifel  rucksichtlich  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhebt, 
«lie  aber  auf  der  anderen  Seite  von  Herrn  Ad.  Quetelet  mit  sehr 
triftigen  Gründen  in  einer  interessanten  Ausführung  vertheidigt  wird. 


■ 

Arithmetik. 

Sehr  wichtige  literarische  Nachricht 

Herr  Professor  Bierens  de  Haan  an  der  Universität  zu 
Leiden  hat  die  Gute  gehabt,  uns  die  interessante  und  wichtige 
Nachricht  zu  geben,  dass  von  seinen  Tafeln  der  bestimmten 
Integrale,  durch  welche  er  der  Wissenschaft,  namentlich  der 
Integralrechnung  und  deren  allseitigster  Anwendung,  einen  so 
grossen  Nutzen  gebracht  hat,  in  kurzer  Zeit  eine  neue  Ausgabe 
erscheinen  wird,  auf  die  wir  unsere  Leser  durch  die  Mittheilung 
des  wesentlichen  Inhalts  der  folgenden,  von  dem  Herrn  Verfasser 
selbst  mit  besonderer  Gute  uns  gegebenen  vorläufigen  Nachricht 
am  besten  aufmerksam  machen  können.  Wir  sehen  diesen  neuen 
Tafeln,  die  jedenfalls  wie  die  filteren  auch  unter  den  besonderen 
Auspicien  der  Königlich  niederländischen  Akademie  der 
Wissenschaften  publicirt  werden,  mit  dem  grössten  Verlangen 
entgegen,  und  sprechen,  so  wie  dem  Herrn  Verfasser  selbst,  auch 
der  vorher  genannten  gelehrten  Kurperschaft,  für  die  Publication 
dieses  neuen  wichtigen  Werkes  schon  jetzt  unseren  wärmsten 
Dank  aus.  G. 

Die  zweite  Auflage  meiner  „Tafelo  der  bestimmten 
Integrale"*)  —  (schreibt  uns  der  Herr  Verfasser)  —  wird  hof- 
fentlich bald  unter  dem  Titel: 


*)  M.  a.  die  ausführliche  Anzeige  Litcrar.  Urr.  Nr.  CWVI.  S.  31 
(Thl.  33.). 

2« 
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„N  oiive  II  es  Tahles  d'  Integrales  De  Ii  nies" 
erscheinen.  Ich  glaube  diese  zweite  Auflage  mit  Ii  echt  „Sruf 
Tafeln"  nennen  zu  dürfen.  Denn  unter  etwa  8200  Formeln  kommeo 
nur  ungefähr  50%  aus  den  älteren  Tafeln  vor;  20%  sind  in  meinem 
„Expose  de  la  t  h  4or ie  etc.  des  Integrales  de fi nies  (Abb. 
der  K.  Akademie  der  Wiss.  Amsterdam,  Bd.  VIII.)*)*' 
abgeleitet,  und  die  übrigen  30%  finden  sich  in  mehreren  anderen 
Abhandlungen  und  Arbeiten  von  mir.  Ungeachtet  der  jetzigen 
Kehr  grossen  Anzahl  von  Integralen  nehmen  doch  die  neuen 
Tafeln  ungefähr  denselben  Raum  ein  nie  die  filteren,  was  auf 
folgende  Art  zu  ermöglichen  gewesen  ist. 

1°.  Von  der  Beifügung  der  Literatur  ist  in  den  neuen  Tafeln 
abgesehen  worden ;  für  diese  bleiben  die  älteren  Tafeln  eine,  wie 
icb  hoffe,  gute  Dienste  leistende  Quelle.  So  viel  als  möglich 
ist  aber  in  den  neuen  Tafeln  doch  auch  auf  mein  oben  erwähntes 
Memoire  in  Band  VIII.  hingewiesen  worden,  und,  wo  dies  nicht 
muglich  war  oder  ausreichte,  auf  Band  IV  (Tahles  d'lntegrales 
deTmies),  was  somit  rucksichtlich  der  Quellenangabe  wohl  als  ge 
nügend  wird  angesehen  werden  können. 

2°.  Die  spezielleren  Formeln  sind  den  allgemeineren  unterge- 
ordnet und  nur  dann  angeführt  worden ,  wenn  sie  als  für  den 
Gebrauch  ein  wesentliches  und  besonderes  Interesse  darbietend 
angenommen  werden  konnten.  Eben  so  sind  die  Integrale  gam 
übergangen  worden,  welche  sich  unmittelbar  und  ohne  Weiteres 
aus  den  entsprechenden  allgemeinen  oder  unbestimmten  Integralen 
ableiten  lassen. 

Durch  alle  diese  Mittel  ist  eine  sehr  grosse  Raumersparniss 
bewirkt  und  es  auch  möglich  gemacht  worden,  die  erforderliche 
Literatur  nötigenfalls  mit  Rücksicht  auf  Band  VIII.  und  Band  IN". 
(S.  vorher)  leicht  nachschlagen  zu  können. 

Der  Druck  ist  bereits  bis  zum  /Osten  Bogen  vorgeschritten 
und  wird  der  niederländischen  Typographie  alle  Ehre  machen. 


Geometrie. 

Mathematisch e  Unterhaltungen.  Heraugegebeovom 
Oberstudienrath  Dr.  Riecke.  Erstes  Heft.  Stuttgart. 
Aue.  1867.  8°. 


*)  M.  die  aimfuhrlirbe  Anzeige  dieaea  ,.E\ poae"  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CLVI.  S.  I.  (Thl.  39). 
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Diese  Schrift  eines  sehr  würdigen  Veteranen  der  Wissen* 
«ehalt  enthält  (wenigstens  vorzugsweise)  eine  Sammlung  geo- 
metrischer Aufgaben,  theils  bekannter,  theils  unbekannter,  für 
die  theilweise  recht  nette  Auflösungen  durch  Construction  ge- 
geben werden.  Eine  solche  sehr  hübsche  Construction  ist  z.  ß. 
auf  S.  126  und  S.  1*27  für  die  Kapffsche  Aufgabe*):  „Wenn 
4  Punkte  A,  B,  C,  D  auf  einer  Geraden  gegeben  sind,  so  soll  der 
geometrische  Ort  eines  Punktes  K  gefunden  werden,  von  welchem 
au*  die  Linien  AB  und  CD  unter  gleichen  gegebenen  Winkeln  er- 
scheinen" gegeben  worden.  Wir  bitten  namentlich  auch  Lehrer  der 
Mathematik,  das  Schriftchen,  welches  von  seinem  würdigen  und 
verdienstvollen,  bereits  in  den  Ruhestand  getretenen  Verfasser, 
als  eine  Frucht  seiner  Musse  mit  grosser  Anspruchslosigkeit  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  nicht  unbeachtet  zu  lassen;  sie 
werden  darin  manches  für  ihre  Zwecke  Brauebbare  finden.  Möge 
der  Herr  Verfasser  bald  ein  zweites  Heft  folgen  lassen. 

Zur  Bestimmung  des  Dreiecks  aus  Eck en tra n sv er- 
salen.  Eine  mathematische  Aufgabe,  behandelt  von 
Conrector  Dr.  Möhring.    Aurich.    1866.  4°. 

Die  Bestimmung  des  Dreiecks  aus  Eckentransversalen  ist  in  die- 
ser Schrift  mit  grosser  Ausführlichkeitsowobl  im  Allgemeinen  als  auch 
rucksichtlich  besonderer  Fälle  behandelt  worden,  und  dieselbe  ent- 
hält einen  grossen  Reichthum  von  Formeln.  Auf  Einzelheiten  können 
wir  bei  einer  solchen  Schrift  hier  natürlich  nicht  eingeben,  glauben 
aber  dieselbe  wohl  allen  denen,  die  sich  für  solche  elementare 
Untersuchungen  interessiren,  zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen. 

Nouvelle  tätude  algebrique  des  lignes  et  surface« 
du  second  degre.  Par  Georges  Dostor,  Docteur  £s- 
sciences  mathematiques,  Professeur  au  Lyce*e  Impe- 
rial de  la  Reunion.  Premiere  Partie.  Ellipse  et  Hy 
per  bot  e.  Extrait  du  Bulletin  de  la  Soci^te  des  Sciences 
et  Arts  de  la  Reunion.  Saint-De'nis  (Reunion).  lmp. 
lit hograph ique  et  t y pogr apbique  de  A.  Roussin.  Rae 
de  Te-glise.  96.  -  Paris.   Gauthier- Villa rs.  1866. 

Der  Herr  Verfasser,  welchem  das  Archiv  (z.  B.  Tbl.  XXVI.) 
mehrere  sehr  werthvolle  Beiträge  verdankt,  jetzt  „Professeur 


*)  Der  am  13.  Oclober  1844  gestorbene  Oberstadienrath  Heinrich 
Christian  Kapff  in  Stuttgart  legte  diese  Aufgabe  im  Jahre  1842 
mehreren  Freunden  vor  und  erweiterte  dieselbe. 
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au  Lycee  Imperial  de  la  Räunion"  bat  uns  durch  gütige 
Zusendung  der  obigen  Schrift  aus  jener  weiten  oceanischen 
Feme  eine  sehr  grosse  und  von  uns  mit  ganz  besonderem  Dank 
anerkannte  Freude  gemacht.  Diese  Schrift,  von  der  nur  die  erste 
Abtbeiluog,  welche  die  Ellipse  und  Hyperbel  betrifft,  uns  bis 
jetzt  vorliegt,  hat  den  Zweck,  eine  neue  ganz  allgemeine,  ein  be- 
liebiges schiefwinkliges  Coordinaten-Systeni  zu  Grunde  legende, 
die  betreffenden  Formeln  in  völlig  entwickelter  Form  gebende 
Darstellung  der  Theorie  der  Linien  uud  Flächen  des  zweiten 
Grades  zu  liefern.  „Pour  cela"  —  sagt  der  Herr  Verfasser  in 
der  Vorrede  —-  „nous  avons  etabli,  tout  dabord£que  les  deux 
equations 

(x'y-y'x)H(x"y-y"x)*  =  -y'x")\ 
{xy'z',-xz,y"+yz'x"-^x'i"+zx'y,,--zy'x'')* 

+  (xy»z'-xz»y'+yz'"x'-yxmzt+zxmy,--zy"x')* 

representent,  la  premiere,  l'ellipse  et  l'hyperbole,  la  seconde, 
l'eUipsoide  et  les  deux  byperholoTdes,  lorsque  ces  figures  sont 
rapportees  ä  leur  centre  et  que  x\  y' ;  x",  y";  x\  yr,  z' ;  x",y"t 
t";  x'"y  y'",  zm  designent  les  coordonnees  de  sorumets  conjugoes. 
Ensuite  nous  avons  identifie*  ces  meines  öquations  avec  les  eijua- 
tions  generale«  du  second  degre,  et  nous  avons  ainsi  obtenu, 
immediatement  et  presque  sans  calcul,  les  expressions  de  tous 
les  elements,  dans  leur  plus  gründe  generalite. 

Nous  avons  suivi  une  marebe  analogue  pour  la  parabole  et 
les  deux  paraboloides. 

Les  resultats  obtenus,  moins  compliques  qu'on  ne  pourrait 
le  supposer,  nous  ont  conduit  a  formuler  quelques  regles  bien 
simples,  qui  permettent  d'öcrire  immediatement  les  öquations  qui 
donnent  la  plupart  des  elements,  sans  passer  par  les  calculs 
transitoires. 

Le  present  memoire  se  composera  de  cinq  parties,  dont  nous 
livrons  au  public  la  premiere,  qui  comprend  I  Ellipse  et  l'Hy- 
perbole;les  trois  suivantes,  qui  paraitront  successivement,  traitent 
de  la  Parabole,  de  l'EUipsoYde  et  des  deux  Hyperboloides,  puis 
des  deux  Paraboloides.  Dans  la  derniere,  enfin,  nous  donnons 
la  Discussioo  generale  des  lignes  et  surfaces  du  second  degre 
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par  la  Methode  des  sections  planes  et  par  celle  de  la 
d^composition  en  carres,  en  la  faisant  suivre  de  nombreux 
exercices  numeYiques.  Dans  le  choix  des  exemples,  nous  onus 
eoraraes  principalement  arrete  aux  cas  particuliers,  qui,  par  leur 
forme  sio^nliere,  reviennent  souvent  aux  exarnens  d'admission  ä 
l'Ecole  polytechnique  et  ä  l'Ecole  normale  supeYieure." 

Wir  glauben  hiernach  diese  jedenfalls  nicht  wenig  Neues 
darbietende  allgemeine  Theorie  der  Linien  und  Flächen  des 
zweiten  Grades  zu  sorgfältiger  Beachtung  unseren  Lesern  em- 
pfehlen zu  müssen. 


Astronomie. 

Uebersicbt  der  Tbätigkeit  der  Nicolai-Hauptst ern- 
warte  während  der  ersten  25  Jahre  ihres  Bestehens. 
Zusammengestellt  von  Otto  Struve.  St.  Petersburg. 
1866.  4°. 

Die  Nicolai-Hauptsternwarte  in  Pulkowa  feierte  am  7.  (19.) 
August  1864  das  Fest  ihres  25jährigen  Bestehens,  welches  die 
nächste  Veranlassung  gab  zur  Abfassung  der  vorliegenden  pracht- 
voll ausgestatteten,   mit  dem  schonen   Bildnisse   ihres  ersten 
Directors,  des  berühmten  \V.  St ru  ve,  geschmückten,  Sr.  Kaiser- 
lichen Hoheit  dem  Gross  für  st  en  Constantin  Nicolaje  witsch 
gewidmeten,  einen  guten  Theil  der  Geschichte  der  Astronomie  in 
dem  jetzigen  Jahrhundert  enthaltenden  Schrift.    Die  Zusammen- 
stellung derselben  rührt  ganz  von  Otto  Struve  her;  als  dieser 
erkrankte,  übernahm  Win  necke  die  Herausgabe;  und  als  auch  die- 
ser erkrankte»  ging  das  Geschäft  der  Herausgabe  und  Drucklegung  in 
die  Hände  von  W.  Döllen  über,  dem  also,  wie  seinen  Vorgängern, 
die  Wissenschaft  dafür  zu  besonderem  und  wärmstem  Danke  ver- 
pflichtet ist.  Die  Schrift  bietet  für  Jeden,  der  an  den  Fortschritten 
der  Astronomie  Theil  nimmt,  ein  sehr  grosses  Interesse  dar,  und 
ist,  wie  dies  kaum  anders  sein  konnte,  mit  so  grosser  Sachkennt- 
niss,  Sorgfalt,  Genauigkeit  und  historischer  Treue  verfasst,  dass 
sie  unbedingt  als  ein  sehr  wichtiges  Actenstück  für  die  Ge- 
schichte der  Astronomie  betrachtet  werden  muss,  und  als  ein  sol- 
ches von  uns  mit  der  grüssten  Freude  begrüsst  worden  ist.  — 
S.  1  —  S.  21.  liefern  eine  höchst  anziehende  Geschichte  der 
Sternwarte  im  Allgemeinen,  mit  Rücksiebt  auf  Entstehung,  Zweck, 
Einrichtung  und  namentlich  auf  alle  die  verdienten  Männer,  welche 
n  den  vergangenen  25  Jahren  an  der  berühmten  Anstalt  tbätig 
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gewesen  sind.  —  Auf  S.22— S.  28.  sind  die  der  Sternwarte  unter 
dem  14.  August  1862  verliehenen  neuen  Statuten  mitgetheilt,  auf 
deren   Originale  Seine  MajestSt  der  Kaiser  Hucbsteigenhändig 
geschrieben  hat:   „Dein  sei  also",  wobei  wir  auch  bemerke«, 
dass  in  diesen  neuen  Statuten  der  Sternwarte  zu  Ehren  ihre« 
Grunders   die  amtliche  Bezeichnung    „Ni  colai- Haupts  tero- 
warte"  verlieben  wurde.    Nach  diesen  neuen  Statuten  bilden 
das  Personal  der  Sternwarte:    a)  Der  Director.    b)  Vier  aitere 
Astronomen,  von  denen  einer  die  Stellung  als  Vice-Uirector  bat. 
c)  Zwei  Adjunkt-Astronomen,    d)  Zwei  Rechner,    e)  Ein  Mecha- 
niker.   0  Ein  Inspector.    g)  Ein  Schriftführer,   b)  Ein  Arzt;  im 
Ganzen  also  13  Personen,  woraus  die  Grossartigkeit  des  Instituts 
hinreichend  erhellen  möge,  da  die  Beschränktheit  des  Raums  wei- 
tere Anführungen  nicht  erlaubt.  —  Hierauf  wird  nun  von  S.  29. 
'%  an  die  Thätigkeit  der  Sternwarte  in  den  vergangenen  25  Jahren 
unter  folgenden  Rubriken  zusammengefasst:  I.  Astronomische 
Thätigkeit.    1.  Die  Beobachtungen.  a)das  grosse  Passa- 
geninstrument von  Ertel.    b)  Der  grosse  Vertikalkreis  von  Ertel. 
c)  Der  Meridiankreis  von  Repsold.    d)  Das  Passageninstrument 
im  ersten  Vertikale,  e)  Der  grosse  Refractor.  f)  Das  Heliometer. 
2.    Die  Reduction  und  Publication  der  Beobachtun- 
gen.   3.    Andere    astronomische    Arbeiten.    II.  Oes« 
graphisch-geodätische  Thfttigkeit.    a)  Von  der  Stern- 
warte ausgefüh  rte  Unternehmungen  (1844:  Basismessung 
bei  Elimä  im  südlichen  Finnland.   1845;  Basismessung  bei  Ulea- 
borg  und  astronomische  Bestimmungen  in  ihrer  Nachbarschaft, 
60  wie  bei  Tortieo.    1848:  Basismessung  hei  Romankauzi.  1850: 
Astronomische  Bestimmungen  am  Nordende  der  Gradmessung 
von  Fuglenaes  in  Finnmarken.    1851 :  Wiederholung  der  astrono- 
mischen Bestimmungen  bei  Torueo  und  Basismessung  bei  Ofver- 
Torneo.  1852 :  Basismessung  bei  Tascbbunar  nahe  dem  Südende  der 
Gradme8sung  in  Bessarabien.    1853:  Bestimmung  der  Polbübe 
von  Bielin.    1855:  Bestimmung   der  Polhöhe  von  Nemesch).  h) 
Andere   auf    Geodäsie   und    geographische  Ortsbe- 
stimmung bezügliche  Studien  und  Arbeiten,   c)  Unter- 
stützung der  von  anderen  Behürden  unternommenen 
Arbeiten.     III.    Die   Lehr  thätigkeit«    a)  Ausbildung 
jüngerer  Gelehrten  (namentliche  AuiTührung  der  hier  gebilde- 
ten   Astronomen ,  neun   und  dreissig  aus  den  verschiedensten 
Gegenden  der  Erde),    b)  Ausbildung  von  Militatrs  für  die 
geodätischen    Arbeiten    im   Reiche;    neuu   und  sechzig 
Offiziere  vom  Landheere  und  der  Flotte  haben  hier  ihre  Aus- 
bildung erhalten.  —  IV.    Die  mechanische  Werkstatt*  - 
Die  Beziehungen   iu  anderen  Sternwarten  und 
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lehrten.  (Keiner  der  bedeutenderen  Astronomen  fehlt  hier).  — 
BTnehschrlft  (Entstehung  der  Schrift).  —  Den  Schluss  bildet 
das  in  literarischer  Rücksicht  mit  dem  grössten  Danke  aufzu- 
nehmende: Verzeichnis»  der  von  Fulko waer  Astronomen 
publlelrten  Schriften  von  1839  Bis  1964.—  Welche  gross- 
artige Thätigkeit  nach  allen  möglichen  Seiten  und  Richtungen 
hin!  Möge  die  herrliche  Nicolai-Stern  warte  fernerhin  immer 
noch  schöner  gedeihen  zur  Ehre  ihres  edlen  Grunders ,  dessen 
Namen  sie  trägt! 


Von  den  neueren  Publicationen  der  Nicolai- Hauptsternwarte 
wollen  wir  hier  noch  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen: 

1.  Jahresbericht,  am  17.  Mai  1864  dem  Co  mite  der  Nicolai- 
Hauptsternwarte  abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte. 
St.  Petersburg.    1864.  8°. 

Jahresbericht,  am  19.  Mai  18f)5  dem  Comite*  der  Nicolai- 
Hauptsternwarte  abgestattet  in  Vertretung  des  Directors  der  Stern- 
warte von  dem  filteren  Astronomen  W.  Döllen.  St  Peters- 
burg.   1865.  8°. 

2.  Observations  de  la  grande  nöbuleuse  d'Orion,  faites  k 
Cazan  et  ä  Poulkowa.  Par  O.  Struve.  lr«  Partie:  Memoire  de 
M.  Liapounov  sur  les  observations  de  Cazan.  11°  Partie. 
O.  Struve:  Additions  au  memoire  de  M.  Liapounov  et  obser- 
vations de  Poulkowa.   St.-Pe'tersbourg.  1862.  4°. 

3.  "vDie  Zeitbestimmung?  vermittelst  des  tragbaren  Durch- 
gangsinstrumentes  im Verticale^des  Polarsterns.  Von  W.  Döllen. 
St.  Petersburg.    1863.  4°.[ 

4.  Beobachtungen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition 
1862.   Von  Dr.  A.  Winnecke.   St.  Petersburg.    1863.  4°. 

5.  Pulkowaer  Beobachtungen  des  hellen  Cometen  von  1862, 
nebst  einigen  Bemerkungen.  Von  Dr.  A.  Winnecke.  St.  Peters- 
burg.  1864.  4«. 

6.  ^Untersuchungen*  iüber  die  Constitution  der  Atmosphäre 
und  die  Strahlenbrechung  in  derselben.'  Von  Dr.  H.  Gylden. 
St.  Petersburg.   1866.  4°. 

Alle  diese  Schriften  sind  von  grosser  wissenschaftlicher  Be- 
deutung, was  rücksichtlich  der  eigentlichen  theoretischen  oder 
mathematischen  Astronomie  insbesondere  von  3.  und  6.  gilt. 
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J.  J.  von  Littrow's  Atlas  des  gestirnten  Himmel« 
für  Freunde  der  Astronomie.  Dritte,  vielfach  verbes- 
serte und  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  Karl 
von  Littrow,  üirector  der  Sternwarte  und  Professor 
der  Astronomie  in  Wien.  Stuttgart.  Gustav  Weise. 
1866.  8°. 

Dieser  treffliche  Himmels-Atlas,  welcher  Freunden  der  Astro- 
nomie vor  allen  übrigen  empfohlen  werden  muss  und  mit  den  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX     S.  17.  in  fünfter  Auflage  von  ons 
angezeigten  „Wundern  des  Himmels"  desselben  Herrn  Ver- 
fassers in  naher  Verbindung  steht  und  denselben  zu  wesentlicher 
Ergänzung  dient,    liegt  zu  unserer  besonderen  Freude  in  einer 
neuen,  schön  ausgestatteten  dritten  Auflage  vor   uns.    Ein  wie 
treffliches  Hülfsmittel  dieser  schöne  Atlas  ist,  um  den  gestirnten 
Himmel  in   kurzer  Zeit  genauer  kennen  zu  lernen,   haben  wir 
selbst  durch  Erfahrung  genugsam  erprobt,  und  können  es  nicht 
hoch  genug  anschlagen,  dass  in  demselben   bekanntlich  zuerst 
eine  Zeichoungsweise  eingeluhrt  worden  ist,  bei  welcher  das  Bild 
des  Himmels,  das  sie  geben  soll,  nicht  weiter  wie  in  allen  älteren 
Karten  durch  Nebendinge    oft  bis  zur  Unkenntlichkeit  entstellt 
wird,  worin  spätere  Arbeiten  ähnlicher  Art  diesem  Muster  mit 
Recht  meistens  gefolgt  sind.    „Die  hauptsächlichsten  Verbesser- 
ungen, welche  unser  Atlas  in  der  vorliegenden  Ausgabe  erfuhr/' 
—  sagt  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  —  „beziehen  sich 
auf  die  zu  gleicher  Zeit  erschienene  fünfte  Auflage  der  Wander 
des  Himmels  und  die  darin  berücksichtigten  Fortschritte  des 
betreffenden  T  heil  es  der  beschreibenden  Astronomie,  wodurch  sich 
zahlreiche  Aenderungen  sowohl  in  dem  beigeschlossenen  Auszuge 
des  eben  genannten  Werkes  als  in  den  Noten  auf  den  einzelnen 
Blättern  des  Atlas  ergaben.    (Jeberdiess  konnte  das  bereits  in 
den  früheren  Ausgaben  versuchte  Hervorheben  von  Objecten,  die 
schon  in  mittleren  Fernrohren  ihre  individuellen  Eigentümlich- 
keiten zeigen  und  daher  auch  weiteren  Kreisen  das  Vergnügen 
der  Autopsie  ermöglichen,   nun  weit  vollständiger  durchgeführt 
werden,  da  eine  sich  darauf  beziehende  Vorarbeit,  die  in  dem 
Vorworte  zur  zweiten  Auflage  als  sehr  wünschenswerth  bezeichnet 
wurde,  jetzt  in  T.  W.  Webb's  Celestial  Objects  for  common 
telescopes  (London  1859)  vorliegt." 

Man  sieht  hieraus,  wie  sehr  der  Herr  Herausgeber  bemüht 
gewesen  ist,  in  dieser  neuen  Ausgabe  allen  Wünschen  der  Freunde 
der  Astronomie  entgegen  zu  kommen,  und  in  derselben  mit  den 
neuesten  Fortscbritten  der  beschreibenden  Astronomie  vollständig 
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gleichen  Schritt  zu  halten,  so  dass  dieselbe  jedenfalls  die  fi  ärmste 
Empfehlung  verdient. 

Kaieoder  für  alle  Stände.  1807.  Herausgegeben 
von  Karl  v.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Mit  zwei  lithographirten  Tafeln.  Wien.  Carl 
Gero ld's  Sohn.  8°. 

Der   vorige  Jahrgang  dieses  trefflichen  Kalenders  ist  im 
Ltterar.  Nr.  CLXXVII.  S.  10.  von  uns  angezeigt  worden.  Was 
wir  dort  uud  früher  nun  schon  so  oft  bemerkt  haben,  dass  näm- 
lich derselbe  keineswegs  als  ein  Kalender  gewöhnlichen  Schla- 
ges betrachtet  werden  darf,   sondern  neben  den  gewöhnlichen 
kalenderangaben  eine    kleine  astronomische  Ephemeride  liefert, 
welche  für  Freunde  der  Astronomie  vollständig  hinreicht  und  den* 
selben  nicht  genug  empfohlen  werden  kann ,  gilt  vollständig  auch 
von  dem  neuen ,  im  Ganzen  in  seiner  Einrichtung  unverändert  ge- 
bliebenen Jahrgange.    Die  wissenschaftlichen  Beilagen  sind  die 
folgenden:  I.    Astronomische  Mise  eilen.    (Neue  Planeten. 
Neue  Kometen.    Wiederkflnfte  bekannter  Kometen.  Physische 
Beschaffenheit   der   Sonne.     Merkwürdige  Lichtveränderungen 
eines  Fixsterns,  nämlich  des  bekannten  merkwürdigen  Sterns  im 
Sternbilde  der  nordlichen   Krone.)  —  11.     Uebersicbt  des 
Planetensystems  (wie  immer  vollständiger  als  irgend  wo 
anders).  —  III.  Kometen-Katalog  (ebenfalls  höchst  vollständig 
und  sehr  dankenswerth).    IV.  Ringförmige  Sonnenfinster- 
niss  am  6.  März  1867.    V.    Uebersicht  der  meteorolo- 
gischen  Beobachtungen   an   der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  im  Jahre  1865.  —  Ausser  der  gewöhnlichen  Sternkarte 
ist  diesem  Jahrgange  noch  eine  von  Herrn  Dr.  E.  Weiss  ent- 
worfene Karte  der  vorher  genannten  ringförmigen  Sonnenfinster- 
niss  beigegeben. 

Wir  wüssten  in  der  Tbat  nicht,  welche  besseren  und  voll- 
ständigeren Hülfsmittel  bei  ihren  Beschäftigungen  wir  Liebhabern 
der  Astronomie  empfehlen  sollten  als  die  „Wunder  des  Him- 
mels", den  vorher  angezeigten  „Atlas  des  gestirnten  Him- 
mels" und  als  kleine  astronomische  Epheroeride  den  vorliegen- 
den „Kalender",  sämmtlich  Schriften,  durch  deren  Herausgabe 
eich  der  Herr  Herausgeber  jedenfalls  ein  nicht  hoch  genug  an- 
zuschlagendes Verdienst  am  die  weitere  Verbreitung  astronomi- 
scher Kenntnisse  erworben  bat  und  fortwährend  erwirbt. 
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Vermischte  Schriften. 

Annali  d  i  M  atematica  pura  ed  appllcata  pabblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Bctti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Milano,  A.  Genoccbi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  No.  CLXXX.  S.  7.). 

Toni.  VII.  No.  5.  Sülle  proprieta  georaetricbe  e  dinamiche 
de'  centri  di  percossa  ne'  rnoti  di  rotazione.  Memoria  di  D.  Che- 
lini.  p.  217.  —  Recherchen  sur  les  equations  du  cinquierne  degre 
par  M.  Roberts,  p.  '257.  —  Bivlsta  bibllograft  ca.  Le 
Meseäbat  De  Mohammed  Ben  Moussa  al  Khärezmi.  Extrait  de 
son  Algebre.    Traduit  et  annote  par  Aristide  Marre.    p.  2fK'. 

Giornale  di  Matematicbe  ad  uso  degli  studeoti 
delle  universitä  italiane,  puhblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.     Napoli.     (S.   Literar.  Ber.  Nr. 

<xxxxi.  s.  13.) 

Anno  IV.     Settembre  e   Ottobre    186C.     Nota  seile 
eqoazioni   differenziali  che  si  presentano  nei  probleroi  di  Mec- 
canica;  per  R.  del  Grosso,    p.  257.  —  Süll'  iuversione  qua* 
drica  delle  curve  piane;  per  T.  A.  Hirst.   p.  278.  —  Questione 
p.  293.  —  Teorema  sui  determinanti  a  due  scale  e  soluzione  deliaque 
stione  47;  per  G.  Torelli.  p.294.  —  Altra  soluzione; per L.  Rajola 
p.297.— AnnunzioBibliografico.  p.297.  —  Sülle  superflcie  gobbe  appti- 
cabili  su  quelle  di  rivoluzione,  e  su  atcune  proprieta  delle  super- 
ficie  gobbe  delle  normali  principali  di  una  cunra;  per  U.  Dini. 
p.  298.  —  Sülle  superflcie  gobbe  che  soddisfanno  a  date  eqoa- 
zioni alle   derivate  parziali  del  second'ordine;    per  U.  Dini. 
p.  305.  —  Questioni.  p.  318. 

Sitzungsberichte  der  Icais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX. 

S.  20.). 

Band  LH.  Heft  III.  Mach:  Ueber  die  Wirkung  der 
räumlichen  Vertheilung  des  Lichtringes  auf  der  Netzhaut.  S.  303. 
—  Unferdinger:  Theorie  der  Transversalen,  welche  die  Mit- 
telpunkte der  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  verbinden :  darauf 
bezügliche  Lehrsätze  und  Probleme.  (Sehr  ausführlich  und  be- 
achten* werth.)  S.  323.  —  Schwarzer:  Beziehuugsgleichnngeo 
zwischen  der  Seite  und  dem  Halbmesser  gewisser  regelmässiger 
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Kreisvierecke.  S.  363.  —  Loscbmidt:  Zur  Grösse  der  Luft- 
molecfile.   S.  395.  —  Schmidt:  Ueber  die  Atomwärme.  S.  417. 

  Alle*:  Ueber  die  Entwickelung  von  Functionen  in  Reiben,  die 

nach  einer  besonderen  Gattung  algebraischer  Ausdrucke  fort- 
schreiten. (Steht  mit  der  neueren  Functionentbeorie  in  naher 
Verbindung  und  muss  zur  Beachtung  besonders  empfohlen  wer- 
den). S.  453. 

Band  LH.  Heft  IV.-  Stefan:  Ueber  die  Farbenzerstreuung 
durch  Drehung  der  Polarisationsebene  in  Zuckerlosungen.  S.  486. 
—  Popper:  Theorie  der  Convergenz  unendlicher  Reiben  und 
bestimmter  Integrale,  die  keine  periodischen  Functionen  enthal- 
ten.   (Auch  wegen  der  allgemeinen  Theorie  der  Convergeoz  be- 
achtenswerth).   S.  496.  —  v.  Littrow:  Ueber  eine  Modifikation 
des  Hansen'schen  Registrirapparates.  (Diese,  wie  es  uns  scheint, 
sehr  zu  beachtenden  Modifikationen  der  von  Hansen  für  die  mit- 
teleuropäische Gradmessung  angegebenen  galvanischen  Registra« 
toren    betreffen  vorzugsweise  die  leichtere  Transportabilität  und 
leichtere  Aufstellung,  ohne  das  Hansen'sche  Princip  im  Wesent- 
lichen zu  alteriren.    Eine  ausserordentlich  schone  Abbildung  des 
neuen  Apparats  ist  beigegeben.)   S.  546.  —  Lipp  ich:  Ueber 
eiuen  neuen  Fallapparat.    (Ebenfalls  der  Beachtung  recht  sehr 
zu    empfehlen ;    durch   sehr  deutliche    Abbildungen  erläutert). 
S.  549.   —   Di tscb einer:  Eine  Bemerkung  zu  Herrn  Lewis 
M.  Rutherford* s  Construction  des  Spectroscopes.  Mit  1  Tafel. 
S.  563. 

Band  LH.  HeftV.  Niemtschik:  Directe  Constructionen 
der  Contouren  von  Rotationsflächen  in  orthogonalen  und  perspectiv  i- 
schen  Darstellungen.  Mit  5  Tafeln.  (Für  Descriptive  Geometrie 
und  Perspective  recht  sehr  zu  beachten).   S.  573. 

BandLIH.  Heftl.  Winckler:  Allgemeine  Sätze  zur  Theorie 
der  unregelmässigen  Beobachtungsfehler.  S.  6.  —  Grabowski, 
A.,  Graf:  Methode  und  Apparat  zur  Bestimmung  der  Dampfdichte. 

S.  84.  —  Frischauf:    Bahnbestimmung  des  Planeten  (6?)  Asia. 

S.  96.  W 

Band  LIII.  Heft  11.  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn 
Lewis  M.  Rutherford  an  Prof.  Schrotter.  (Die  Photographie 
des  Monds  u.  s.  w.  betreffend).  S.  191.  —  Boltzmann:  Ueber 
die  mechanische  Bedeutung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wärme- 
theoric.  S.  195.  —  Ditscbeiner:  Ueber  einen  Interferenzver- 
sucb  mit  dem  Quarzprisma.  S.  238.  —  Oppolzer:  Ueber  die 
Bahn  des  Cometen  1.    1866.    S.  247.  —  Friesach:  Beschrei- 


Digitized  by  Google 


14 


U/erarischer  Bericht  CLXXX11. 


bang  einer  Tabelle  zur  Erleichterung  der  Schifffahrt  im  grosrte: 
Kreise.  (Bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  Schiffahrt  im  grösstei 
Kreise,  dem  loxodroroischen  Coors  gegenüber,  würde  die  Her 
Stellung  der  hier  beschriebenen  Tabellen  gewiss  6ebr  wunschens- 
werth  sein).    S.  258. 

Band  Llll.    Heft  III.    Wagner:  Erfolge  der  Bestreblin 
gen,  den  Elektromagnetismus  als  Triebkraft  nutzbar  zu  mache«. 
S.  308.    —   Winckler:     Geometrische  ('onstruction  rationaler 
Polynome.    Mit  3  Holzschnitten.     (In  mehrfacher  Beziehung  zu 
beachten).  S.  3ü6.  —  Pierre:  Ueber  die  durch  Fluorescenz  her 
vorgerufene  Wärmestrahlung.    S.  339.   —  Memorsky:  Ueber 
die  Farbe  des  Tageslichts  und  einiger  kunstlicher  Beleuchtung»- 
mittel.    S.  345.  —  Oppolzer:  Einige  Bemerkungen  und  Zusätze 
zu  Le  Verrier's  Sonnentafelu.   S.  348.  —  Vou   v.  Hahn. 
Christomanos  und  Schrütter  finden  sich  S.  411.  u.  s.  w. 
sehr  interessante  Mittheilungen  über  die  vulkanischen  Eruptionen 
auf  der  Insel  Santorin  und  die  chemische  Zusammensetzung  der 
Eruptivgesteine  der  neuen  Erhebung  (von  Schrütter).  —  Schwar- 
zer: Allgemeine  Entivickelung  der  Beziehungsgleichungen  zwischen 
der  Seite  und   dem  Halbmesser  regelmässiger  Sehnenpolygone, 
deren  halbe  Seitenzahl  ungerad  (Vergl.  oben  Band  LH.  Heft  III). 
S.  454.  —  Petzval:   Bericht  über  die  Kulik'schen  Factoreo 
tafeln.    (Herr  Prof.  Petzval  giebt  den  Mathematikern  hier  eine 
sehr  interessante  Nachricht  von  einer  stauoenswertbeu  Arbeit  des 
verstorbenen  Professor  Kulik  in  Prag,   nämlich  von  den,  von 
demselben  nachgelassenen  Factorentafeln  aller  durch  2,  3,  5  nicht 
theilbaren  Zahlen  von  Brei  bis  Hundert  Millionen ,  welche 
in  sechs  grossen  FoKnbänden  der  kais.   Akademie  der  Wissen 
schalten  vorgelegt  worden  sind,  eine  Arbeit,  deren  Grosse  wahr- 
lich alle  Begriffe  fibersteigt.   Herr  Petzval  giebt  an,  welche  be- 
sonderen Hiilfsmittel  von  Kulik  angewandt  worden  sind,  um 
diese  Tafeln  auf  einen  verbältnissmässig  kleinen  Raum  zu  brin- 
gen, und  verbreitet  sich  dann  in  interessanter  selbstständiger 
Weise  über  die  Mittel,  welche  anzuwenden  sind,  um  den  aller- 
dings im  höchsten  Grade  wünschenswerthen  Druck  dieser  Tafeln, 
deren  Ausdehnung  schwerlich  für  alle  künftigen  Zeiten  jemals 
(ibertroffen  werden  wird,  möglich  zu  machen).  S.  460. 

Band  Llll.  Heft  IV.  Pranghofer:  Abhandlungen  aus 
dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik.  (Ueber  das  Gauss'scbc 
Kriterium  der  Convergenz,  über  gewisse  Flächen,  bemerken»- 
werthe  Beziehungen  des  Moments  der  Gesammtresultante  und  der 
Momente  der  nach  den  Axen  der  ar,  y,  x  wirkenden  Seitenresol- 
tanten  auf  einen  freien    Punkt  wirkender   Kräfte).    S.  503.  - 
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Stefan:  Ueber  eine  Methode  die  Längen  der  Lichtwellen  zu 
messen.  S.  521.  —  Derselbe:  Ueber  den  Einfluss  der  inneren 
Reibung  in  der  Luft  auf  die  Schallbewegung.  S.  529.  —  Der- 
selbe: Ueber  Interferenzversucbe  mit  dem  Sotcii'scben  Doppel- 
quarz. S.  548.  -  Jelinek:  Mittheilung  über  einige  in  den  letz- 
ten  Jahren  beobachtete  Staubfälle.  (In  preussich-  und  öster- 
reichlsch-Scblesien;  in  Krain;  in  Valona  in  Albanien;  in  Tunis 
und  Rom;  in  Klagenfurt.  Sehr  interessante  Beschreibungen  und 
Reflexionen  über  die  Natur  solcher  Staubfalle  und  Schlammre- 
gen).   S.  555. 


Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Weteoschappen.  Afdeeling  Na  tu  Urkunde. 
Tweede  Reeks.    Eerste  Deel.    Amsterdam.    1866.  8Ü. 

Die  Königlich  niederländische  Akademie  der  Wissenschaften 
beginnt  mit  dem  obigen  Ersten  Theile  eine  neue  Reihe  ihrer 
vieles  Wichtige  enthaltenden  Verslagen  en  Mededeelingen, 
weshalb  wir  es  uns  von  jetzt  an  zur  besonderen  Aufgabe  machen 
werden,  den  Hauptinhalt  der  einzelnen  Theile  so  bald  als  irgend 
möglich  nach  ihrem  Erscheinen,  so  weit  derselbe  iu  den  Kreis 
des  Archivs  gehört,  zur  Kenntniss  unserer  Leser  zu  bringen. 

Tweede  Reeks.  Deel  I. — R.  Lobatto:  Bijdrage  tot  het 
vormen  der  vergelijkingen  welker  wortels  de  Zijden  en  Diago- 
nalen der  regelmatige  veelhoeken  doen  kennen,  p.  33.  —  G. 
J.  Verdam:  Over  eene  wijze  van  wording  der  Kromtelijuen  op 
de  oppervlakte  van  de  ellipsoVde  met  drie  ongelijke  assen,  en 
over  de  verwantschap  dezer  lijnen  met  confocale  spherische  el- 
lipsen.  p.  64.  —  F.  J.  Stamkart:  Over  eene  Benaderingsmanier 
ter  berekening  der  waarde  van  Lijfrenten  en  Verbindings- 
renten.  (Met  eene  Tabel).  p.  95.  —  M.  Hoek:  Ephemeride 
van  Proserpina,  voor  de  oppositie  van  2.Januarij  1865.  p.  112.  — 
D.  Bierens  de  Haan:  Bijdrage  tot  de  Theorie  der  bepaalde 
Integralen,  p.  117.  —  P.  M.  Brutel  de  la  Riviere:  Eenige 
opmerkingen,  betreffende  eene  nieuwe  oplossing  van  het  vraag- 
stuk  der  lengte-bepaling  op  zee.  p.  141.  (Betrifft  die  bekannte 
Methode  der  Längenbestimmung  zur  See  von  Littrow).  — 
R.  van  Rees:  Over  elektrische  spanning  en  potentiaal.  p.  194. 
—  P.  J.  van  Kerckhoff:  Over  atomiciteit  en  alfiniteit.  p.262. 
— .  J.  ßadon  Ghijben:  Nieuwe  Bijdrage  tot  het  vormen  der 
vergelijkingen,  die  de  uit  e'en  hoekpunt  getrokkene  Zijden  en 
Diagonalen   eenes  regelmatigen  veelhoeks  tot  wortels  hcbben. 
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p.  294.  —  F.  J.  Slamkart:  Over  den  invloed  van  luchtdrnk- 
king  en  capillaire  werking  bij  de  vervaardiging  en  het  gebruik 
van  Areometers.  Bepaling  door  proefneming  van  de  hoeveelbeid 
vloeistof  welke  buiten  aan  eene  buis  door  de  capillaire  werking 
opgehnuden  Hordt,  p.  320.  —  F.  Kaiser:  Waarnemingen  oro- 
trent  een  Merktvaardigen  Vuurbot,  volbragt  aan  de  Sterrewacbt 
te  Leiden,  p.  349.  —  F.  Kaiser:  Eenige  opmerkingen  oratrent 
de  periodieke  fönten  van  Mikrometer  -scbroeven,  naar  aan  leid  ins 
van  de  jongste  onderzoekingen  aan  de  Sterrewacbt  te  Leiden, 
p.  359.  —  J.  van  Gogb:  Overzigt  van  de  beershende  winden 
en  daarbij  vraargenomen  Barometerstanden  te  Nagasaki  op  het 
eil  and  Desima  in  Japan. 
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Dr.  Gideon  Jan  Verdaro 

wurde  am  2.  December  1802  zu  Mijdrecht  (Niederlande,  Prov. 
Zd.-Holland)  geboren.  Er  studirte  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften an  der  Universität  zu  Leiden,  1819  —  25,  und  erhielt 
während  seiner  Studien  fünfmal  die  goldene  Medaille  für  gekrönte 
Preisscbriften.  Er  promovirte  öffentlich  am  1.  October  1825,  und 
lehrte  1826—28  die  angewandte  Mechanik  als  Lector  an  der  Uni- 
versität zu  Groningen.  Darauf  stand  'er  zehn  Jahre  mit  Professor 
Hisely  an  der  Spitze  einer  Schule  für  Real-Unterricht  im  Haag, 
und  wurde  1839  mit  der  ausserordentlichen,  1845  mit  der  ordent- 
lichen Professur  der  Mathematik  und  Mechanik  an  der  Univer- 
sität zu  Leiden  bekleidet.  In  dieser  Stelle  arbeitete  er  unermüdlich, 
bis  er  am  29.  October  1866  an  den  Folgen  eiuer  Brustkrankheit 
entschlief,  nachdem  bereits  im  Jahre  1863  der  Unterzeichnete 
ihm  zur  Seite  getreten  war. 

Er  war  ein  buchst  gutmiithiger,  rechtschaffener  Mann,  und 
wird  bei  seinen  Schälern,  fär  die  er  Vieles  that  und  sehr  Vieles 
war,  lange  in  dem  gesegnetsten  Andenken  bleiben. 

Was  seine  wissenschaftlichen  Leistungen  betrifft  —  (man  ver- 
gleiche das  angehängte  Verzeichniss)  —  so  sind  die  folgenden 
vorzüglich  hervorzuheben. 

Schon  während  der  Herausgabe  seines  Werkes   über  die 
Grunde  der  angewandten  Mechanik,  Groningen  1829  —  37  (4  Theile, 
Bände  in  8°)  erschien  eine  deutsche  Uebersetzung  desselben 
von  Dr.  C.  U.  Schmidt,  Weimar  1834  -  38;  vom  4teo  Bande,  über 
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die  Dampfmaschinen-Theorie,  sogar  eine  zweite  deutsche  Auflage 
im  Jahre  1848.  Dieses  Werk  zeichnet  sich  durch  den  sehr  voll- 
ständigen Inhalt,  den  äusserst  klaren  Vortrag  und  durch  die 
ausserordentlich  schönen  Figuren  aus,  inabesondere  die  fflr  die 
Dampfmaschinen.  Ueberhaupt  gehörte  das  Zeichnen  von  Epores, 
worin  er  grosse  Fertigkeit  besass,  zu  seinen  Liebhabereien:  davon 
können  ausserdem  die  Zeichnungen  zu  seiner  Coroment.  de  linea 
loxodromica  und  zu  seiner  Abhandlung  Über  die  hyperbolischen 
Paraboloide  Zeugniss  ablegen. 

Seine  hieher  gehörenden  grösseren  Abhandlungen  über  das 
Princip  von  d'Alembert  nach  Lagrange,  und  über  die  Haupt« 
axen  von  Körpern  sind  jüngeren  Ursprungs. 

Auf  dem  Gebiete  der  analytischen  Geometrie  schrieb  er  u.  A 
zwei  grössere  Abbandlungen :  über  die  inversen  Curven  und 
über  die  Lemniscaten ;  ferner  eine  schöne  Abhandlung  über 
die  Nabelpunkte  des  Ellipsoids.  Auch  gehört  hieher,  obsebon 
sie  nach  der  Methode  der  descriptiven  Geometrie  behandelt  ist, 
die  schon  erwähnte  interessante  Abhandlung  Ober  die  hyperboli- 
schen Paraboloide. 

Noch  haben  wir  von  ihm  eine  Notiz  über  sphärische  neuere 
Geometrie,  und  über  die  Reductionsformeln  der  elliptischen  In- 
tegrale. 

Alle  diese  Aufsätze  zeichnen  sich  durch  eine  elegante  Be- 
handlungsmethode, reichen  Stoff,  und  insbesondere  durch  grosse 
Vollstfindigkeit  aus,  und  enthalten  meistens  die  ausführliche  An- 
gabe der  betreffenden  Literatur. 

Von  seiner  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erschienen  zwei 
Lieferungen,  grösstenteils  das  Historische  und  die  Grundbegriffe 
der  Theorie  betreffend. 

Von  seinen  Summaria  der  Trigonometrie,  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie und  über  deren  Anwendung  auf  mathematische  Geo- 
graphie erschienen  resp.  3,  2  und  2  Auflagen;  die  letzten  sind  zo 
Handbuchern  ausgeführt  wordeu  und  enthalten  wobl  alles  Wesent- 
liche über  den  betreffenden  Stoff.  Neuerlichst  gab  Professor 
Dienger  eine  ausführliche  Recension  in  den  Heidelberger  Jahr- 
büchern 1866.  S.  329-4534. 

Ein  kleineres  Summarium  über  mathematische  Methode  er 
lebte  drei  Auflagen. 

Verdaro  war  Mitglied  des  königl.  Niederl.  Instituts,  später 
der  königlichen  Akademie  der  Wissenschaften;  der  Wissenschaft- 
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lieben  {Soctet&ten  zu  Utrecht,  Haarlern,  Rotterdam  und  Batavla 
(in  Ost-Indien);  des  Ingenieur-Institutes;  Ehrenmitglied  der  ma- 
thematischen Gesellschaft:  Een  onvermoeide  Arbeid  etc.;  aus- 
wärtiges Mitglied  der  Konigl.  Böhmischen  Gesellschall  der  Wis- 
senschaften zu  Prag.  Im  Jahre  J858  wurde  er  zum  Ritter  des 
Niederländischen  Löwen-Ofdens  ernannt. 


Verieicbnks  der  Schriften  van  Gideon  Jan  Verdam. 

1823.  Corom.  de  superficierum  regularium  angulis  et  soliditate. 
Gron.   79.  Pag.   4°.  &  2  Fig. 

1823.  Coram.  de  linea  loxodromica.  Gand.  56  Pag.  4°.  &  2  Fig. 

1824.  Corom.  de  theoria  roaximorum  et  mioimorum.  Lugd.  Bat. 
100  Pag.   4°.  &  1  Fig. 

1824.  Comm.  de  theoria  compositionis  virium.   Traj.  ad  Rhen. 

243  Pag.  8°.  &  2  Fig. 
1828.  Corom.  de  vi  qua  corpus  e  Luna  sit  projiciendum  in  tel- 

lurem.   Lugd.  Bat.   25  Pag.   4°.  &  2  Fig. 
1828.   Di ss.  philo»,  de  mensura,  construetione  et  munitione  ag- 

gerum  terreorum.    107  Pag.    4°.   21  Fig.   Lugd.  Bat. 
1828  —37.  Gronden  der  toegepaste  tverktuigkunst.  Groningen. 

4  Tb.   8  Bde.   8°.   mit  31  Taf.  &  Atlas  von  21  Taf.  — 

Davon  eine  deutsche  Ausgabe. 
1834—38.  Grundsätze  der  angewandten  Mechanik,  abersetzt  von 

Dr.  C.  H.  Schmidt.  4  Tb.  8°.  Weimar.  Voigt.  Vom  4ten 

Theile  eine  neue  Auflage: 
1848.  Grundsätze,  nach  welchen  alle  Arten  voo  Dampfmaschinen  " 

zu  beurtheilen  und  zu  erbauen  sind.   Weimar.   8°.  mit 

23  Tafeln. 

1840.  Oratio  Iiiaug.  de  artiuro  et  institutorum,  quae  ab  industria 
vocantur,  progressu  et  perfectione,  recentiorum  matheroa- 
ticorum  diligentissimis  pervestigatiouibus  atque  egregiis  in 
ventis  magnaro  partem  trtbueodis.    14  Pag.  4°. 

1842.  Grüneres  Archiv.  Bd.  2.  S.  188-196.  Sur  une  regle 
particuliere  pour  trouver  l  equation  d'une  ligne  ou  d'un  plan, 
tangent  une  courbe  ou  une  surface  du  second  degres  et  Note 
relative  a  la  chainette. 

1842.  Grunerts  Archiv.  Bd.  2.  S.  210-212.  Schreiben  über  das 
Problem  von  Snellius. 

1842.  Het  Instituut.  Bl.  57—79,  136—168  Over  de  tafelen  ran 
Elliptische  Bogen  door  Prof.  Schmidt;  en  over  de  herleiding 
van  eenige  Integraalformulen  tot  Elliptische  Functien. 

1844.   N.  Verh.  Ned.  Inst  1.  Kl.  DI.  10.  Bl.  1-53.  &  2  Tafeln. 

3» 
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Over  de  meetkundige  beschoutving  der  hyperbolische  Pa 
raboloide. 

1844.  Het  Instituut.   Bl.  211-246,  271  —  298.    Uitbreiding  van 

eeu  gedeelte  der  elementaire  meetkunde. 
1844.  Grunerts  Archiv.   B.  4.   S.  221—223.    Ueber  das  Integral 

1844.  Summarium  der  Goniometrie  en  regtlijnige  Trigonometrie 
Leiden.  56  Bl.  8°.  Hievon  1850  2.  Aufl.  (152  Bl.).  1858 
3.  Aufl.    (255  Bl.).   Mit  2  Tai". 

1844.  Summarium  der  snhaerische  Trigonometrie.  (51  Bl.)  Leiden 
8°.   2.  Aufl. 

Handboek  der  sphaerische  Trigonometrie.  Leiden  1866.  (295 

Bl.).   Mit  4  Taf. 
1844.  Handleiding  bij  de  beoefening  der  sphaerische  Trigono 

metrie.  Leiden  8°.  2.  Aufl.  Leiden  1856.  (200  Bl  ).  Mit  2  Taf. 
1844.   Summarium  van  beginselen  u.  s.  w.   der  mathematisch? 

Metbode.  Leiden.  8°.  Hievon  2.  Aufl.  1850.  3.  Aufl.  1857. 

(58  Bl.) 

1846.  N.  Verb.  iNed.  Inst.  1.  Kl.  DI.  12.    Bl.  67  -  93.   Over  om 
gekeerde  of  tegenovergestelde  kromme  lijnen. 

1846.  Het  Instituut.  Bl.  163—177.  Geschiedkundige  aanteekening 
betreffende  de  algemeene  oplossing  van  derde  magts-ver- 
gelijkingen. 

1848.  N.  Verh.  Ned.  Inst.  1.  Kl.  DI.  13.  Bl.  81—162  mit  1  Taf. 
Besehouwing  der  Lemniscateu. 
„   1848.   Grunerts  Archiv.  Bd.  11.  S.  13-25.   Note  sur  uoe  roa 
niöre  particuliere  de  determiner  les  e'quatioos  des  lignee 
courbes. 

1848.  Algemeene  Konst-  en  Letterbode  N.  46—54.  Leven  van  den 
Hoogleeraar  J.  de  Gelder. 

1849.  Tijdschr.  v.  W.  et  N.  Wet.  DI  2.  Bl.  1—11.  Verslag  over 
eene  brochure  van  den  heer  J.  A.  Schölten. 

1850.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.  DI.  3.  Bl.  225—246  Over  de 
beweging  eener  gespannen  snaar. 

1850.  Die  letzte  Abtheilung  van;  J.  de  Gelder,  Beginselen  der 

Differentiaal-,  Integraal-  &  Variatie-Rekeniog.  II.  Hage. 
1850.   Verbandeling  over  de  Riethode  der   kleinste  Quadraten. 

Groningen.    4°.   2.  Lieferung  erschien  1852. 
1852.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.   DI.  5.  Bl.  42—85.  &  2  Taf. 

Opmerkingen  over  de  Umbüici  der  Ellipsoide  en  de  rec- 

tificatie  der  Ellips. 
1852.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.  Dl.  5.   Bl.  126—133.  &  1  Taf. 

Over  de  declinatie  van  het  slingervlak. 
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1853.  Oratio  rectoralis:  De  justa  pertractandi  et  vera  investigandi 
ratione  systematica,  a  mathematicis  temerius  neglecta,  dili- 
gentissimo  studio  disciplinas  mathemattcas  perGcientibus, 
earumque  ambitam  ainpli&cantibus. 

186*2.  Versl.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  Del.  XIV.  Bl.  149-269. 
Bijdrage  tot  de  meetkuodige  theorie  der  hoofdassen  Tan 
ligcbamen. 

1863.  Versl.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  DI.  XV.  BL  376-388. 
Note  zu  der  vorigen  Abhandlung. 

1864.  Verb.  d.  k.  Ak.  v.  Wet  DI.  10.  Bl.  1—90.  Over  het  begin- 
sel  van  d'Alembert  naar  de  rekenwijze  van  Lagrange. 

Bierens  de  Haan. 


Arithmetik. 

Multipllcatione  -  Tabellen  aller  Zahlen  von  1  bis 
500.  Ein  H Alf« buch  för  Geometer,  Baumeister,  Forst- 
männer und  Oberhaupt  alle,  die  viel  zu  rechnen  haben, 
zur  schnelleren  Erlangung  richtiger  Resultate  bei'm 
Multiplicir en  und  Dividiren.  Zweite  revidirte  Auf- 
lage. Oldenburg  (Scbulze'sche  Buchhandlung).  1866.  8». 

Die  erste  Auflage  dieser  Miiltiplications-Tafcln  erschien  im 
Jahre  1860,  und  ist  im  Literar.  Bericht  Nr.  CXXXIX.  S.  5.  an- 
gezeigt worden.  Seit  jener  Zeit  haben  wir  uns  mehrfach  von  deren 
Brauchbarkeit  zur  Abkürzung  von  Rechnungen  zu  überzeugen  Ge- 
legenheit gehabt,  und  können  daher  unsere  damals  ausgespro- 
chene Empfehlung  nur  vollständig  wiederholen. 

Tables  de  Logarithmes  a  sept  dezimales  pour  les 
iinmbres  depuis  1  juequ'ä  108000,  et  pour  les  fonctions 
trigonomltriques  de  dix  en  dix  secondes;  par  le  Dr.  L. 
Schrön,  Directeur  de  l'Observato i re  et  Professeur  a 
Jena.  Prece*dees  d'une  introduction  francaise,  par 
J.  Hödel,  Professeur  de  Mat h^matiqucs  ä  la  Faculte* 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Sixieme  ödition  ste're'o- 
type,  revue  et  corrigee.  Brunswick.  Fröderic  Vie- 
weg  et  fils.    Paris.    Gauthier  Villars.    1866.  8°. 

Table  d'lnterpolation  pour  le  calcul  des  partics 
proportionnelles.  Faisant  suite  aux  Tables  de  Loga- 
rithmes a  sept  dezimales.  Par  le  Dr.  L.  Schrön,  Di- 
recteur de  TO  bser  vatoirc  et  Professeur  ä  J^na.  Pr<*- 
cädtfes   d*une   Introduction  francaise,   par   J.  Houel, 
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Professeur  de  Mathdm  a  tiques  ä  la  FaculU  des  Scien- 
ces de  Bordeaux.  Sixieme  Edition  stereotype,  revue 
et  corrigee.  Brunswick.  Fr 4d eVic  Vie w eg  etfils.  Pari*. 
Gauthier-Villars.    1866.  8°. 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  französische  Ausgabe  der  treff- 
lichen Tafeln  von  Schrön  hier  anzeigen  zu  können,  welche  von 
einem  französischen  Mathematiker  veranstaltet  worden  ist,  der 
sich  schon  so  vielfach  und  in  so  hohem  Maasse  durch  die  Her- 
ausgabe von  Tafeln  verdient  gemacht  hat,  und  dem  daher  auf 
diesem  Gebiete  eine  sehr  grosse  Erfahrung  zur  Seite  steht,  so 
dass  hier  unter  allen  Umständen  nur  eine  ausgezeichnete  Leistung 
zu  erwarten  war.  Herr  Ho  fiel  hat  aber  durchaus  nicht  nötbig 
gefunden,  an  den  Schrön'schen  Tafeln  selbst  wesentliche  Ver- 
änderungen vorzunehmen,  und  dieselben  erscheinen  daher  bier  in 
ziemlich  unveränderter  Gestalt,  was  ein  neuer  sehr  erfreulicher 
Beweis  ihrer  grossen  Vortrefflichkeit  ist.  Indess  hat  der  franzfisi. 
sehe  Herr  Herausgeber  doch  ein  Paar  jedem  Kenner  der  Schrön- 
sehen  Tafeln  sogleich  in  die  Augen  springende  Veränderungen  an- 
gebracht,  welche  wir  für  sehr  zweckmässig  und  sehr  dankens- 
werth  halten;  er  sagt  darüber  selbst  in  der  Vorrede  p.  II!.:  „Nous 
avons  repete,  sur  tnutes  les  pages  de  la  Table  I,  ceux  de  ces  nom 
bres  qui  se  pre'sentent  les  plus  souvent  dans  les  calculs ;  et,  dans 
la  Table  trigonomdtrique,  nous  avons  inscrit,  pqur  plus  de  clarte,  en 
caracteres  plus  apparents,  les  nombres  de  degres  en  haut  et  en  ha* 
de  chaque  page."  Vorzüglich  die  letztere,  auch  in  älteren  Tafeln 
fast  allgemein  übliche  Einrichtung  erleichtert  das  Aufschlagen 
wesentlich,  namentlich  das  erste  Blättern  —  um  so  zu  sagen  — 
zur  Auffindung  des  gesuchten  Winkels.  Die  der  französischen 
Ausgabe  vorgesetzte  „Introdnction"  über  Einrichtung,  Gebrauch 
u.  s.  w.  der  Tafeln,  ist  von  Herrn  Hoüel  ganz  neu  verfasst;  sie 
ist  kürzer  gehalten  als  die  den  deutschen  Ausgaben  vorausge- 
schickte Einleitung,  läset  aber  dessenungeachtet,  wie  es  uns 
scheint,  keinen  wesentlichen  Punkt  unberührt,  und  bat  uns  eben 

- 

durch  ihre  grössere  Kürze  besonders  angesprochen,  ohne  dass 
es  uns  auch  nur  im  Entferntesten  in  den  Sinn  kommen  kann,  der 
grossen  Genauigkeit,  Sorgfalt  und  Ausführlichkeit,  mit  welcher 
die  Einleitung  des  so  sehr  verdienten  deutschen  Herrn  Heraus- 
gebers verfasst  ist,  ihren  Werth  und  ihr  Verdienst  irgendwie 
schmälern  zu  wollen.  Die  französische  Einleitung  umfasst  nur  9 
Seiten  unter  folgenden  Rubriken:  Table  1.  Logarithmes  des 
nombres  depuis  1  jusqu ä  108000.  -  Table  II.  Logarith- 
mes des  sinus,  tangentes,  cotangentes  et  cosinus  de 
tous  les  angles  du  quadrant,  de  10  en  10  secondes.  — 


literarischer  Bericht  CLXXXUI 


7 


De  T Interpolation  des  table«.  Premiere  mdthode.  Seconde 
■n&hode.  Troisiöme  methode.  Usage  des  differences  secondes.  — 
Als  eine  sehr  dankenswerthe  Zugabe  der  französischen  Ausgabe  be- 
trachten wir  endlich  noch  die  Tafet  der  „Nombres  usuels 
ftvec  leurs  logarith  m  es." 

Wie  sehr  den  in  jeder  Beziehung  so  sehr  ausgezeichneten 
Schrön* sehen  Tafeln  durch  diese  franzosische  Ausgabe  eine  noch 
grossere  Verbreitung,  als  sie  schon  besitzen,  gesichert  werden 
wird,  liegt  auf  der  Hand,  und  jeder  deutsche  Mathematiker  ist 
deshalb  sowohl  Herrn  Hoüel,  als  auch  den  Herren  Gauthier 
Villars  und  F.  Vieweg  und  Sohn,  für  deren  Herausgabe  zu 
dem  grossten  Danke  verpflichtet. 

Ii oc u eil  de  Formules  et  de  Tables  numeriques.  Par 
J.  Hoüel,  Ancien  Eleve  le  lEcole  Normale,  Professeur 
de  Matbe^matiqu  es  pures  ä  la  Faculte*  des  Sciences  de 
Bordeaux.    Paris.    Gau  th  ier  Villars.   J866.  8°. 

Wir  können  den  Zweck  dieser  neuen  Tafeln  des  durch  die 
Herausgabe  seiner  trefflichen  ,,Tables  de  Logarith  nies  & 
cinq  Decimales"  so  sehr  verdienten  Herrn  Hoüel  nicht  besser 
angeben  als  mit  seinen  eigenen  Worten  (Avertissement  p.  V.): 
,,En  rödigeant  ce  Kecueil  de  formules  et  de  Tables  je  nie  suis 
propose  un  double  but.    J'ai  voulu,  d'une  part,  rassembler  des 
Tables  abregees  ä  l'usage  des  personnes  qui  s'oecupent  d'ap- 
plications  numeriques  n'exigeant  pas  beaueoup  d'approximation,  ce 
qui  est  le  cas  d'une  grande  partie  des  calculs  d* Astronomie  ou 
de  Phjsique;  mais,  d'autre  part,  mon  d essin  principal  a  6te  de 
venir  en  aide  ä  ceux  qui  4tudient  les  parties  ^levees  des  Mathe- 
raatiques,  et  auxquels  la  mise  en  nombre  des  formules  peut 
faciliter  rintelligence  des  theories,  en  jouant  un  rdle  analogue  a 
celui  des  experiences  dans  l'enseignement  des  sciences  physiques." 
Wir  glauben,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  mit  grosser 
Sachkenntniss,    Sorgfalt    und   Genauigkeit  zusammengestellten 
Sammlung  von  Formeln  und  den  darauf  folgenden  numerischen 
Tafeln  den  in  Rede  stehenden  doppelten  Zweck  vollkommen  er- 
reicht hat,  und  erkennen  in  dieser  Sammlung  namentlich  auch  ein 
mit  dem  grossten  Danke  aufzunehmendes  Hülfsmittel  für  den  ma- 
thematischen Unterricht,  weshalb  wir  dieselbe  in  dreifacher  Rück- 
sicht dringend  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen,  nämlich 
I.  allen  Mathematikern  und  Praktikern  „qui  s'oecupent  d'appli- 
cations  numeriques   n'exigeant    pa«  beaueoup  d'approxiroation"; 
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2.  jüngeren  Studirenden,  vrelche  in  diesen  Tafeln  ein  reiches  Ma- 
terial zur  Uebung  und  numerischen  Anwendung  Gnden;  3.  allen 
Lehrern  der  Mathematik,  welche  ihre  Schüler  auf  solche  An- 
wendungen hin Tuhren,  zu  denselben  vorbereiten  und  anleiten 
wollen. 

Indem  wir  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  diese  Tafeln, 
eben  weil  sie  nur  für,  eine  beschränktere  Annäherung  bezweckende 
Rechnungen  dienen  sollen,  überall  nur  eine  geringere  Anzahl  von 
Dezimalstellen  liefern,  und  —  genDthigt  durch  die  Beschränkt- 
heit des  uns  in  diesen  Literarischen  Berichten  gebotenen  Raums  — 
wegen  der  Einrichtung  derselben  auf  die  mit  grösster  Sachkennt- 
niss  und  Deutlichkeit  verfasste  „I  ntroduetion"  verweisen, 
beschränken  wir  uns  im  Folgenden  auf  eine  übersichtliche  An- 
gabe des  Inhalts. 

Nach  dem  „A  vertissement  (p.  V.  —  p.  IX.)"  giebt  die 
„Intro duetion"  auf  p.  XI.—  p.  XXIX.  sehr  deutliche  Nach- 
richt über  die  Einrichtung  der  Tafeln  und  Anleitung  zu  ihrem 
Gebrauch,  worauf  dann  anf  p.  XXX.—  p.  LXXI.  eine  sehr  reich- 
baltige  und  für  die  Zwecke  des  Buches  vollständig  ausreichende 
Sammlung  von  Formeln  für  die  hyperbolischen  und  elliptischen 
Functionen  folgt,  nämlich:  Formales  relatives  .aux  fonetions  hy- 
perboliques.  —  Resolution  des  equatinns  du  second  et  du  troi- 
sieme degre*  (mit  Annendung  der  hyperbolischen  Functionen.)  — 
Formules  relatives  aux  fonetions  elliptiques:  §.  I.  II.  III.  IV.  V. 
Des  fonetions  §.  VI.  VII.  VIII.  IX.  X.  XI.  XII.  Des  fonetions 
elliptiques.  §.  XIII.  Calcul.  numerique  des  integrales  elliptiques 
de  premiere  espece.  §.  XIV.  Integrales  elliptiques  de  seconde 
espece.  §.  XV.  XVI.  Devclnppement  en  seriös  des  integrales 
de  premiere  et  de  seconde  espece.  §.  XVII.  XVIII.  XIX.  Cal- 
cul des  integrales  elliptiques  au  moyen  de  la  transformation  rno- 
dulaire  de  Landen.  §.  XX.  XXI.  XXII.  XXIII.  XXIV.  XXV. 
Integrales  elliptiques  de  troisieme  espece.  Parametre  =  m. 
§.  XXVI.  Des  integrales  de  troisieme  espece  ä  parametre  imagi- 
naire.    §.  XXVII.  Rrfduction  de  la  diffe>cntielle 

dy   


>TÄjj*T~tty*  +  Cy*  +  Dy  +  E 
ä  la  forme  normale 

1   riep  1  d<p 

m  '  V" I  -  Aasir7«^  ~i*'ä<p% 

XXVIII.    ReMuction  de  la  differentielle  F(y,  VR)dy  aux  dif- 
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ferentielles  elliptiques,  F  dösignant  ane  fonction  rationelle,  et  H 
un  polynorao  du  troisieme  ou  du  quatrieme  degre  en  y.  —  Ap- 
plications numenques  des  fonetions  elliptiques.  I.  Aire  de  Pellip- 
soTde.  H.  Longueur  de  la  ligne  g4odeVique  d'un  spheroYde  de 
rövolution.  III.  Mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  Mit 
dieser  Sammlung  von  Formeln  fiir  die  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Functionen  hat  man  für  die  Kreisfunctionen  und  nicksicht- 
lich vieler  anderer  Formeln  das  „Recueil  de  formules  et  de  nom- 
bres  usuels,  avec  leurs  logarithmes"  in  des  Herrn  Verf.  „Tables 
de  logarithmes  a  cinq  decimales.  p.  XXXV.—  p.  XLVI." 
zu  verbinden.  —  Nun  folgen  Tables  numeViques.  I.  Loga- 
rithmes vulgaires  ou  decimaux  de»  2000  premiers  nombres. 
II.  Antilogarithmes.   III.  Logarithmes  d'addition  et  de  soustrac- 

tion.   IV.  Logarithmes  du  rapport  «  V.  Table  abr^gee  pour 

le  calcul  des  logarithmes  vulgaires  ä  15  decimales.  VI.  Loga- 
rithmes oaturels  ou  hyperboliques  ä  4  deVimales.  VII  Table 
abregee  pour  le  calcul  des  logarithmes  naturels  ä  20  ddcimales. 
VIII.  Tables  de  conversion  des  logarithmes  naturels  en  loga- 
rithmes vulgaires,  et  des  parties  decimales  du  rayon  en  parties 
decimales  du  quadrant,  et  reeiproquement,  ou  Tables  des  mul- 

tiples  de  M,  -5.  IX.  Valeurs  naturelles  des  fonetions  cir- 

colaires,  ä  4  decimales,  de  15'  en  15'  d'arc,  ou  de  minute  en 
minute  de  teraps.  X.  Logarithmes  des  fonetions  circulaires,  ä 
4  decimales,  de  minute  eu  minute  jusqu'a  100',  et  de  10'  en  10' 
pour  le  reste  du  quadrant.  XI.  Logarithmes  des  fonetions  cir- 
culaires ä  4  dezimales  de  6'  en  6'  ou  de  dixieme  en  dixieme  de 
degre*.  XII.  Valeurs  naturelles,  a  3  decimales,  des  fonetions  cir- 
culaires, pour  chaque  ceotieme  du  quadrant,  avec  la  conversion 
des  parties  dezimales  du  quadrant  en  parties  sexagesimales. 
XIII.  Logarithmes  des  fonetions  circulaires  ä  3  dezimales,  de 
ceotieme  en  centieme  du  quadrant,  et  ä  4  decimales  de  millieme 
en  millieme  du  quadrant.  XIV.  Valeurs  naturelles  et  logarith- 
miques  des  fonetions  circulaires  et  hyperboliques,  pour  des  arcs 
croissant  de  millieme  en  millieme  du  quadrant.  XV.  Valeurs 
naturelles  des  fonetions  circulaires  ä  10  decimales.  XVI.  Tables 
des  fonetions  elliptiques.  XVII.  Tables  de  diverses  transcendantes. 
XVIII.  Tables  des  carres  ä  4  decimales  des  nombres  depuis 
0.000  jusqu'a  1,200.   XIX.  Tables  de  puissances. 

Mögen  sich  alle  unsere  Leser  das  ungemein  viel  Nützliches 
enthaltende,  und  auch  äusserlich  schon  und  zweckmassig  ausge- 
stattete BucJ)  recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 
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Mechanik. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Gin  Leitfaden  fär 
Vorträge,  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma 
schi  nenwesen  s,  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei- 
ner Entwickelung,  für  angehende  Techniker,  Camera- 
listen,  Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes. 
Von  Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Hannover.  Mit  zah I reic  hen  Holz- 
schnitten. Zweiten  Bandes  erste  und  zweite  Hälfte. 
Braunschweig.    Schwetschke  und  Sohn.    1865.  8U. 

Je  weiter  dieses  Werk,  dessen  erster  Band  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLVII.  S.  4.  und  Nr.  CLII.  S.  5.  von  uns  angezeigt  worden 
ist,  fortschreitet,  desto  mehr  überzeugen  wir  uns,  dass  dasselbe 
nicht  bloss  als  ein  höchst  zweckmässiges,  sondern  als  ein  un- 
entbehrliches Hülfsmittel  für  Jeden  zu  betrachten  ist,  der  sich 
eine  gründliche  Einsicht  in  das  praktische  Maschinenwesen,  na- 
mentlich auch  in  Bezug  auf  die  neueren  und  die  neuesten  Fort- 
schritte desselben  verschaffen  will,  wobei  aber  besonders  her- 
vorgehoben werden  muss,  dass  überall  historische  und  literarische 
Notizen  in  sehr  reichem  Maasse  beigebracht  worden  sind.  Die 
schönen  und  sauberen,  bei  einem  solchen  Werke  natürlich  un- 
entbehrlichen Holzschnitte  erhöhen  den  Werth  des  vorliegenden 
wesentlich,  da  sie  in  allen  Fällen  eine  sehr  deutliche  Einsicht 
in  die  Construction  und  das  innere  Wesen  der  betreffenden  Ma- 
schinen gewähren.  Vi\t  können  also  hiernach  unsere  frühere 
Empfehlung  des  in  seiner  Art  trefflichen  Werkes  in  erhöhetem 
Maasse  wiederholen  und  begnügen  uns  des  Weiteren  wegen  mit 
der  Inhaltsangabe  des  vorliegenden  zweiten  Bandes. 

Im  Allgemeinen  enthält  dieser  zweite  Baud  die  Fortsetzung 
der  zweiten  Abtheilung,  nämlich  der  Maschinen  zur  Ver- 
richtung nützlicher  mechanischer  Arbeiten,  und  ist  ganz 
den  Mühlen  und  den  landwirtschaftlichen  Maschinen  gewidmet, 
nämlich :  . 

Fünfter  Abschnitt  Fabrikationsmaschinen.  Mühlen. 
A.  Mühlen  zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menseben  und 
Thieren  zur  Nahrung  dienen.  I.  Getreidemühlen  zur  Meblbereitung. 
II.  Getreidemühlen  ohne  beabsichtigte  Mehlbereitung.  —  B.  Mühlen 
zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menschen  und  Thieren  nicht 
zor  Nahrung  dienen.  I.  Mühlen  für  Knochen,  steinige  Materialien, 
Farbstoffe  nnd  Gerberlohe.    II.  Oelmühlen.    III.  Sägemühlen. 
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Sechster  Abschnitt.  Landwirtschaftliche  Maschi- 
nen. Geschichtliche  Einleitung.  Die  landwirtschaftlichen  Ma- 
schinen der  Gegenwart.  1.  Maschinen  aar  Bodencaltur  durch 
Damplkraft  (Dampfpfluge).  A.  Systeme  mit  selbstbeweglicher 
Locomobile.  ß.  •  Dampfpflugsysteme  mit  feststehender  Locomo* 
bile.  0.  Die  transportable  Dampfmaschine  der  Landivirthschaft. 
II.  Säemaschinen.  A.  Reihcnsäemaschinen.  (Drillmaschinen). 
B.  Breitsäemascbinen.  III.  Erntemaschinen.  A.  Mähmaschinen. 
B.  Heuwendemaschinen  und  Pferderechen.  IV.  Dreschmaschinen. 
A.  Lang-  oder  Spitz- Dreschmaschinen.  B.  Breit-  oder  Quer- 
Dreschmaschinen.  V.  Stroh-  oder  Häckselschneideniaschinen. 
VI.  Wurzel-  und  Rübenschneidemaschinen.  VII.  Oelkuchen- 
brecher. 

Weil  die  landwirtschaftlichen  Maschinen  in  der  neueren 
Zeit  eine  so  grosse  Rolle  spielen  und  immer  mehr  an  Wichtig- 
keit gewinnen,  haben  wir,  um  die  Vollständigkeit  des  Werkes 
zu  zeigen,  den  Inhalt  des  dieselben  betreffenden  Abschnitts  voll- 
ständig mitzuteilen  für  zweckmässig  erachtet. 


Astronomie. 

Tables  pour  la  reduetion  du  temps  en  parties  deci- 
males  du  jour  par  G.  J.  Hoüel,  Prof.  de  Mathematiques 
a  la  Faculte*  des  Sciences  de  Bordeaux.  Publication 
der  astronomischen  Gesellschaft.  IV.  Leipzig.  W.En* 
gel  mann.    1866.  4°. 

Diese  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  berechneten 
Tafeln  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Decimaltheile  des  Tages, 
welche  von  der  astronomischen  Gesellschaft  in  Leipzig  auf 
dankenswerte  Weise  publicirt  worden  sind,  werden  den  Astro- 
nomen ein  erwünschtes  und  nützliches  Hü'lfsmittel  zur  leichten 
und  schnellen  Ausfuhrung  der  in  Rede  stehenden,  oft  wieder- 
kehrenden Rechnungen  sein.  In  der  Einleitung  sagt  der  Herr 
Verf.:  „La  table  I.  donne  ä  simple  vue  le  nombre  des  jours 
e>coules  eotre  le  o  janvier  de  l'anne'e  o  de  Faire  vulgaire*),  et 
une  dato  quelconque  du  calendrier  grtfgorien,  jusqu'ä  Tan  2000. 
On  y  trouve  imraediatement  le  nombre  de  jours  correspondant 
au  o  janvier  de  chaque  anne*e  (au  1  janvier,  si  l'annäe  est  bis- 


*)  Jusqu'ä  1582  oo  a  coropte  le«  datet  juliesnet,  depuU  1563  le« 
dates  grlgertennet. 
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sextile);  t!  ne  reste  plus  qua  y  ajouter  le  nonibre  de  jours  cor- 
respondant  ä  lä  date  de  l'annee,  et  ce  nombre  est  indiqoe  par 
la  table  auxiliaire  placee  en  roarge.  —  La  table  II.  sert  ä  la 
conversion  des  heures,  minntes  et  secondes  en  fractions  deo- 
males  du  jour."  —  Wir  empfehlen  diese  nützlichen  Tafeln  der 
Beachtung  der  Astronomen  recht  sehr. 


Ueber  Rillen  auf  dem  Monde.  Von  J.  F.  Julius 
Schmidt,  Director  der  Sternwarte  zu  Athen.  Nebst 
drei  Steindrucktafeln.    Leipzig.    Barth.    1866.  4°. 

Rillen  auf  dem  Monde  nennt  man  bekanntlich  jene  merk- 
würdigen langen  und  schmalen  grabenartigen  Furchen  oder  Thal- 
formen, welche  eben  so  wie  alle  anderen  Formen  auf  dem  Monde, 
jene  ausgenommen,  die  nur  Verschiedenheiten  des  Lichtes  oder 
der  Farbe  darbieten,  erst  durch  ihren  Schattenwurf  kenntlich 
werden.  Der  Herr  Verf.  hat  den  Mond  seit  1842  fleissig  beob- 
achtet, und  dabei  auch  den  erwähnten  Gebilden  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet.  Um  von  den  neuen  Rillen  Kunde  zo 
geben,  hat  er  nach  Mädler's  Vorgange  den  Mond  in  vier  Qua- 
dranten getheilt,  und  die  fraglichen  Objecte  aus  älteren  und 
seinen  eigenen  Beobachtungen  catalogisirt,  wodurch  es  dem 
Beobachter  möglich  wird,  durch  genäherte  Kenntnis«  der  Oerter 
die  Rille  zur  geeigneten  Zeit  aufzusuchen,  zu  bestätigen  und  für 
einzelne  Fälle  nachzuweisen ,  dass  die  fragliche  Form  eine  andere 
Deutung  verlange.  Auf  diese  Weise  ist  der  auf  S.  13  —  S.  24. 
mitgetheilte  „Catalog  der  seit  1787  entdeckten  Mond- 
Rillen"  entstanden,  welcher  425  Rillen  enthält  und  jedenfalls 
für  alle  Mondbeobachter  ein  unschätzbares  nicht  zu  entbehrendes 
Hülfsmittel  ist,  fflr  dessen  Publication  dem  Herrn  Verf.  beson- 
derer Dank  gebührt.  Die  Schrift  ist  auch  für  die  allgemeine 
Mond-Topographie  wichtig  und  interessant,  und  mag  hierait  un- 
seren sich  für  Astronomie  interessirenden  Lesern  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfohlen  sein. 


Physik. 

Lehrbuch  der  technischen  Physik  von  Dr.  J.  Fer- 
dinand Hessler,  weiland  Professor  der  Physik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  Nach  dem 
Tode  des  Verfassers  fortgesetzt  und  umgearbeitet  von 
Dr.  Fr.  Jos.  Pisko,   Professor  in  Wien.    Dritte,  dem 
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neuesten  Stande  der  Wissenschaft  entsprechende 
Auflage.  Mit  891  dem  Texte  eingedruckten  Holzschnit- 
ten. Auch  uuter  dem  Titel:  Hessl er-Pisko,  Lehrbuch 
der  technischen  Physik.  Dritte  Auflage  in  zwei  Bän- 
den. I.Band,  enthaltend:  Mechanik,  Akustik  und  Elec- 
tricität.  Von  Dr.  J.  F.  Hessler.  II.  Band,  enthaltend: 
Schluss  der  E lectricität,  Optik  und  Wärme.  Von  Dr. 
J.  F.  Hessler  und  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko.  Wien.  W.  Brau- 
müller.   1866  8°. 

„Das  Specifiscbe  des  Hess I ersehen  Lehrbuchs  der  Phy- 
sik", —  sagt  Herr  Professor  Pisko  in  der  Vorrede,  —  „liegt 
darin,  das«  es  die  für  die  Technik  wichtigen  Disciplinen  ein- 
gehend behandelt  und  sie  in  die  allgemein  bildenden  Zweige  der 
Physik  an  gehörigem  Orte  einschiebt.  So  sehen  wir  denn  die 
allgemeinen  Messapparate,  die  Wage,  das  Pendel,  die  Aräo- 
und  Barometer,  die  Telegraphen,  den  Funkeninductor  von  Ruhm- 
korff  sehr  ausgedehnt  besprochen;  so  finden  wir  die  Ausnutzung 
physikalischer  Wahrheiten  z.  B.  bei  Schiffslampen,  Wegmesser, 
Ceittrifugalapparate,  elektrische  Sprengvorrichtungen  u.  s.  w.,  und 
so  endlich  wird  man  auch  das  sie  umschlingende  Band  der  all- 
gemeinen Physik  nirgends  vermissen.  Und  weil  es  dem  Ver- 
fasser darauf  ankam,  die  Leuchte  der  Physik  recht  weit  tragen 
zu  lassen,  so  beanspruchte  er  in  diesem  Werke  nur  die  Vor- 
kenntnisse der  niederen  Mathematik  mit  Ausschluss  der  Reiben, 
und  richtete  seine  Ableitungen  darnach  ein.  Gleichwohl  wollte 
er  aber  auch  anderseits  die  Errungenschaften  der  hohen  Wissen- 
schaft für  seinen  Leserkreis  nicht  verloren  geben  und  so  sollten 
wenigstens  die  Resultate  derselben  in  seinem  Buche  Platz  fin- 
den. —  In  diesem  Sinne  war  also  das  Buch  weiter  zu  fähren. 
Es  sollte  „eine  technische  Physik"  mit  allgemeiu  bildender 
Grundlage  sein,  aber  auch  die  „physikalische  Technik" 
berücksichtigen;  wie  wir  denn  in  der  That  zur  rechten  Zeit  stets 
Winken  zur  Durchführung  des  Experimentes  begegnen." 

Dass  ein  physikalisches  Lehrbuch  von  diesem  Charakter  und 
dieser  Tendenz  von  grossem  Nutzen  sein  muss  und  ein  Bedürf- 
niss  ist,  lässt  sich  gewiss  nicht  in  Abrede  stellen;  soll  es  aber 
den  beabsichtigten  Nutzen  wirklich  in  vollem  Maasse  stiften,  so 
ist  nach  unserer  Meinung  als  ein  Hauptgesichtspunkt  festzu- 
halten, dass  zwischen  der  strengen  wissenschaftlichen  Theorie 
und  der  technischen  Anwendung  eine  richtige  Mitte  und  ein  rich- 
tiges Verhältniss  getroffen  werde.-  Gerade  in  dieser  Beziehung 
scheint  uns  nun  das  Hessl  er-Pisko 'sehe  Werk  Vorzügliches  zu 
leisten  und  unser  Interesse  ist  bei  der  näheren  Einsicht,  welche 
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wir  von  demselben  genommen  haben,  vielfach  angeregt  worden. 
Die  Theorie  ist  überall  mit  grosser  Deutlichkeit  gegeben,  urttf 
die  Darstellung  ist  keineswegs  eine  unmathematische,  sie  be- 
dient sich  aber  nur  der  Lehren  der  Elementar  Mathematik,  und 
bleibt  bei  den  dadurch  gesteckten  (»ranzen  überall  zweckmässig 
stehen;    die  technische  Anwendung  ist  jederzeit  gehurig  eilige^ 
reihet,  übergeht  keine  der  in  neuerer  Zeit  besonders  hervorge- 
treteneu Anwendungen,  und  ist,  ohne  in  zu  grosse  Specialitäteo 
sich  einzulassen,  was  hierbei  als  besonders  lobenswerth  erscheint, 
stets  so  weit  geführt,  dass  derjenige,  welcher  die  Theorie  voll- 
ständig verstanden  hat,  leicht  weiter  zu  gehen  im  Stande  ist' 
wobei  auch  die,  hauptsächlich  in  den  von  Herrn  Professor  Pisko' 
bearbeiteten  Partieen  mit  der  grössten  Vollständigkeit  und  Reich- 
haltigkeit beigegebene  Literatur  wichtige  und  wesentliche  Unter- 
stützung gewahrt.    Der  Antheil,  den  jeder  der  beiden  Herren 
Herausgeber  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist,  ist 
schon  auf  dem  Titel  mit  völliger  Bestimmtheit  bezeichnet,  so 
dass  darüber  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist.    Wir  halten  das 
auch  aussei  lieh  mit  grosser  Eleganz  ausgestattete  Werk  in  seiner 
jetzigen  gegen  früher  sehr  vervollkommneten  Gestalt  rücksichtlich 
seiner  einem  Bedürfnis*  entsprechenden  Tendenz  für  eine  wich- 
tige Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der  physikalischen  Literatur, 
und  machen  unsere  Leser  recht  sehr  auf  dasselbe  aufmerksam, 
indem  wir  zugleich  gern  und  bereitwillig  das  Verdienst  anerken- 
nen, welches  sich  Herr  Professor  Pierko  dadurch  erworben  hat, 
dass  er  sich  des  von  dem  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  ent- 
rissenen trefflichen  Hessler  nachgelassenen  Werkes  mit  so  viel 
Umsicht  und  so  ausgebreiteter  Sacbkenntniss  annahm,  und  seinen 
Fleiss  vorzugsweise  den  Theilen  der  Physik  zuwandte,  deren 
weitere  Vervollkommnung  ganz  das  Werk  der  neuesten  Zeit  ist, 
wodurch  die  Arbeit  nur  erschwert  wurde  und  eben  deshalb  be- 
sondere Anerkennung  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt 
ist.   Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  dem  Werke  auch  sehr 
nützliche  physikalische  Tabellen  in  ziemlich  grosser  Anzahl  und 
zweckmässiger  Auswahl  und  Ausdehnung  beigegeben  sind. 

Spektralanalys,  expose  loch  histori k ,  a f  Ro b.  T  baten. 
Med  en  Spektralkart a.  (Aftryckur  Upsala  Universitets 
Arsskrift,  1 866.)  U psala,  Edquist  &  Berglund.  1866.  8°. 

Wir  möchten  diese,  aus  der  immer  viel  Schönes  enthaltenden 
Upsala  Universitets  Arsskrift  besonders  abgedruckten 
Schrift  eines  trefflichen  schwedischen  Naturforschers  recht  sehr 
zu  einer  Uebertragung  in's  Deutsche  empfehlen,  weil  wir  nicht 
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glauben,  das»  unsere  Literatur  eine  Ähnliche  Schrift  besitzt,  au» 
welcher  man  mit  gleicher  Leichtigkeit  eich  über  alles  Wesent- 
liche in  Betreff  der  Spectralanalyse  belehren  könnte,  wobei  im- 
merhin der  Uebereetzung  vielleicht  noch  weitere  Notizen  (Iber 
die  Einrichtung  verschiedener  neuerer  Spectroscope  u.  s.  w.  beigefügt 
werden  konnten.  Die  Schrift  besteht,  wie  auch  schon  der  Titel 
besagt,  aus  zwei  Abteilungen,  einer  theoretischen  und  einer 
historischen.  Die  erste  verbreitet  sich  mit  grosser  Einsicht 
und  ausgebreiteter  Kenntniss  über  alles  iu  der  angegeheuen 
Hichtung  Wissens  werthe,  wobei  die  nach  unserer  Ansicht  sehr  zu 
wünschende  Uebersetzung  mit  Leichtigkeit  die  oben  erwähnten  Zu- 
Nätze  erhalten  konnte.  Die  zweite  historische  Abtheilung  zerfallt  in 
zwei  Abschnitte,  nämlich  die  Zeit  von  1672- 1*14  (welche  natürlich 
nur  einige  allgemeine  Notizen  in  Bezug  auf  Newton  und  Fraun- 
hofer u.s.w.  enthalten  konnte)  and  in  die  Zeit  von  1814  bis  jetzt, 
welche  auf  S.  5 — S.  51  eine  sehr  schöne  und  vollständige  Ueber- 
sicht  über  diesen  ganzen  Zeitraum  liefert.  Ein  allgemeiner  Rück- 
blick scbliesst  die  schone  Schrift. 


Die  Gesetze  des  räumlichen  Sehens.  Ein  Sup- 
plement zur  physiologischen  Optik.  Von  Dr.  Hermann 
Schettler.  Mit  10  lithograph  irten  Tafeln.  Braun- 
sebweig.   Schulbuchhandlung.    1866.  8°. 

Die  beiden  Tbeile  der  physiologischen  Optik  des  Herrn  Ver- 
fassers 6ind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXII.  S.  9.  und  CLXXIII. 
S.  15.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Supplement- Band  ent- 
hält vorzugsweise  neue  Entdeckungen  des  Herrn  Verfassers,  auf 
welche  derselbe  bei  weiterem  Studium  seit  dem  Erscheinen  der 
beiden  ersten  Tbeile  geführt  worden  ist.  Wir  haben  auch  diesen 
dritten  Theil  mit  grossem  Interesse  gelesen,  und  haben  aus  dem- 
selben namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Praxis  des  richtigen 
Sehens  vielfache  Belehrung  geschöpft,  so  dass  wir  unsere  Leser 
nur  recht  dringend  auch  auf  diesen  3ten  Theil  des  ausgezeichneten 
Werks  aufmerksam  machen  können.  Von  der  Reichhaltigkeit  des 
Inhalts  und  von  dem  vielen  in  diesem  Buche  enthaltenen  Neuen* 
wird  das  Folgende  Zeugnis»  ablegen:  I.  Fähigkeit  eines  und 
beider  Augen  zum  stereoskopisebeu  Sehen.  II.  Fixirung  mif 
einem  Auge.  III.  Erkenntniss  der  Entfernung.  IV.  Erkenntnis» 
der  Grosse.  V.  Scheinbare  Richtung.  —  Applikation.  VI.  Ein* 
faebseheo  mit  zwei  Augen.  VII.  Doppelsehen.  VIII.  Zusammen» 
sehen.  IX.  Etnfluss  der  Applikation  auf  die  scheinbare  Grosse, 
Entfernung  und  Form.   X.  Identität  und  Wettstreit  der  Sehfelder. 
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XI.  Fixationsprozess.  XII.  Erhöhung  des  6tereoskopischeo  Ein- 
druckes beim  Sehen  mit  zwei  Augen.  —  Beweglichkeit  der  Stäb» 
che  Ii. schiebt.  —  Antipathie  gegen  das  Einfachsehen.  XIII.  Varia- 
tionen des  Stereoskops.  —  Gemusterte  Flächen.  XIV.  Perspective. 
XV.  Die  Statik  der  Netzhaut  und  die  pseudoskopischen  Erschei- 
nungen. —  Zöllnersche  Linien.  XVI.  Einfluss  des  Wettstreites 
auf  die  scheinbare  Entfernung  der  Doppelbilder.  XVII.  Verän- 
derung der  scheinbaren  Entfernung  bei  Motilitätsstörungen  in 
Folge  des  Wettstreites.  —  Lähmung  des  Trochlearis.  XVIII. 
Die  Muskelthätigkeit,  als  Ausfluss  des  Identitätsgesetzes.  —  Kon- 
sensus und  Antagonismus.  XIX.  Abhängigkeit  der  emp6ndenden 
Nerveneinbeit,  der  scheinbaren  Grösse  und  der  Entfernung  von 
der  Akkommodation  und  der  Konvergenz  der  Augenaxen.  XX.  Ex- 
perimentelle Bestätigung  des  allgemeinen  Gesetzes,  welches  die 
scheinbare  Grosse  und  Entfernung  mit  der  Akkommodation  und 
der  Konvergenz  verbindet.  XXI.  Das  Identitätsgesetz.  XXII. 
Allgemeine  Theorie  der  Augenfehler.  XXIII  Akkoromodations- 
fehler.  —  Kurzsichtigkeit,  Fernsichtigkeit,  Übersichtigkeit,  Hy- 
permetropie,  Astigmatismus  und  Asphärismus.  XXIV.  Applika- 
tionsfehler. —  Schielen  mit  Einfachsehen.  XXV.  Motilitätsfebler.  — 
Schielen  mit  Doppelsehen  und  schiefer  Kopfhaltung.  XXVI.  Be- 
ziehung des  Schielens  zur  Kurz-  und  Fernsichtigkeit.  XXVII. 
Systematische  Bestimmung  der  Brille  für  jeden  Augeufehler. 
XXVIII.  Eigentümliches  Einfach-  und  Doppelseben  nach  Schiel- 
operationen, sowie  Erscheinungen  der  Antipathie  gegen  das  Ein- 
fachseben.    XXIX.  Schlussbemerkungen. 

Das  Gesetz  der  Stürme  in  seiner  Beziehung  zu  den 
allgemeinen  Bewegungen  der  Atmosphäre.  Von  H.  W. 
Dove.  Mit  Holzschnitten  und  zwei  Karten.  Dritte  sehr 
vermehrte  Autlage.    Berlin.    Reimer.  1866. 

Das  vorliegende  wichtige  Buch  ist  aus  seinen  beiden  ersten  Auf- 
lagen so  bekannt,  dass  es  im  Allgemeinen  genügt,  hier  nur  das  Er- 
scheinen dieser  dritten  Auflage  anzuzeigen,  und  zu  bemerken, 
dass  diese  allerdings  mit  Recht  als  eine  vermehrte  bezeichnet 
werden  darf,  indem  der  Herr  Verfasser  in  dieselbe  die  wesent- 
lichen Ergebnisse  seiner  Schrift :  ,,Die  Wärme  der  gemässigten 
Zone  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Wärme  des  Winters 
1862 — 63.  Berlin.  1863.*'  aufgenommen,  und  ausserdem  neuere 
strengere  Belege  für  das  Drehungsgesetz  beigebracht  bat.  Für 
die  Leser,  welche  dfe  früheren  Auflagen  weniger  kennen,  geben 
wir  noch  die  Hauptrubriken  des  Inhalts  an:  Die  allgemeinen 
Bewegungen  der  Atmosphäre.    Einfluss  der  Drehung  der 
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Ente  auf  ihre  Richtung.  I.  Die  beständigen  Winde  (Passate). 
II.  Die  jährlich  periodischen  Winde  (Monsoons).  III.  Die  ver- 
änderlichen Winde.  —  Die  Sturme.  I.  Stürme  der  heissen  Zone 
und  ihr  Eingreifen  in  die  gemässigte.  II.  Stürme,  welche  an  der  aus- 
«ersten  Grftnze  des  Passats  entstehen.  III.  Staustürme.  IV.  Stürme 
durch  seitliche  Einwirkung  entgegengesetzter  Strome  auf  einan- 
der. Allgemeine  Ergebnisse.  —  Praktische  Regeln.  Passat- 
zone.  Gebiet  der  Monsoons.  Nördliche  gemässigte  Zone.  Süd- 
liche gemässigte  Zone.  Kalte  Zone.  —  Beigegeben  sind  mehrere 
Sturmkarteii,  namentlich  eine  grosse  sehr  schone  Darstellung 
des  Sturms  vom  20.  Januar  1863. 


Wichtige  literarische  Anzeige. 

Herr  L.  Cremona,  gegenwärtig  Professor  am  „l*tituto 
Teenico  Superiore"  in  Mailand,  welches  unter  Brioschi's 
Directorium  immer  mehr  aufblühet,  wird  seiner  schonen,  von 
Herrn  M.  Curtze  übersetzten  „Introd uziooe  ad  una  Teoria 
qeometrica  delle  curve  plane"  das  nachstehend  angezeigte 
Buch  folgen  lassen.  Ich  hoffe  mit  Bestimmtheit,  dass  es  mir 
gelingen  wird,  unverzüglich  eine  Uebersetzung  auch  dieses  Wer- 
kes zu  veranlassen,  und  habe  dazu  bereits  die  erforderlichen 
Schritte  gethan.  Gruneri 


PEELIMINAKI 

DI  UNA  TEORIA  GEOMETRICA 

DELLE  SUPEEFICIE 

PER 

MJ1G1  CREMONA 

Prof.  d  B.  Islituto  Tecnice  Superiore  ia  Milano. 


Questo  lavoro  e  pubblicato  dall'Accademia  delle  scienze  di 
Bologna  nelle  sue  Memarief  ed  e  giä  uscita  la  prima  parte,  che 
Consta  di  un  fascicolo  di  6  fogli  di  stampa  in  4°.  gr.  —  A  com- 
pimento  mancano  circa  10  altri  fogli,  che  usciranno  entro  il  1867. 
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Di  quest'  opera  isolata  non  sono  in  vendita  che  sessanta 
copie,  le  quali  trovansi  giä  sin  d'ora  depositate  presso  il  Tip. 
Zanetti  Frakc,  Ammin  ist  ratore  del  Politecnico ,  in  Milano. 

L'opera  intera  costa  it.  L.  6 ;  cht  anlasse  comperarla  e  pregatn 
epedire  an  Vaglia  postale  di  detta  somma,  intesfato  al  Zanetti, 
il  quäle  mandera  tosto  la  parte  pubblicata,  ed  in  6eguito  il  coro« 
pimento,  franco  d'ogni  spesa. 


Kurz  vor  dem  Schluss  dieses  Literarischen  Berichte  ist  mir 
noch  zugegangen: 

Discorso  di  Apertura  del  secondo  Anno  della  Fa- 
eolta  di  Chimica,  fondata  per  iniziata  privata.  Letto 
dal  Fondatore  Prof.  Carlo  Ca  s  so  1a.  Napoli.  Tipografia 
de1  Fratelli  de  Angelis.    1867.   (19  Seiten.) 

Dieser  „Discorso"  enthält  einen  sehr  interessanten  aus- 
führlichen Beriebt  über  das  vorher  genannte  sehr  grossartige  che- 
mische Institut,  dessen  Errichtung  im  Jahre  1866  wir  schon  im 
Literar.  Ber.  CLXXX.  S.  8.  angezeigt  haben.  Wir  machen  alle 
unsere  Leser,  die  ftfr  Chemie  sich  interessireo ,  recht  sehr  auf 
diese  Schrift  aufmerksam.  G. 


Digitized  by  Googl 


Hieratischer  Bericht  CLXXXN.  \ 


Literarischer  Bericht 

CLXXXIV. 


t     Marian  Koller*). 

Unter  den  vielen  Opfern,  welche  die  in  den  letzten  Monaten  des 
Jahrs  1866  herrschende  Choleraepidemie  aus  den  Reihen  der  Intelli- 
genz nnerbittlich  forderte,  haben  wobl  wenige  eine  so  allgemeineTheil- 
nahme  erweckt,  wie  der  so  plötzliche  Tod  des  Ministerialrat!) es 
im  österreichischen  Staatsministerium  (Abtbeilung  für  Cnltas  und 
Unterricht)  Dr.  Marian  Wolfgang  Koller.  Wenige  Standen 
—  und  jener  Mano  war  nicht  mehr,  dessen  Verlust  Wissenschaft 
und  Unterricht  tief  beklagen.  Gross  waren  seine  Verdienste  in 
beiden,  und  wenn  trotzdem  sein  Name  ausserhalb  der  Grenzen 


*)  Indem  ich  diesen  wir  freundlichst  zugesandten,  und  mit  dem 
gröiaten  Danke  von  mir  entgegen  genommenen  Necrolog  eines  Mannet 
im  Folgenden  mittheile,  welchem,  nach  gemachter  persönlicher  Bekannt- 
«rhaft,  im  Leben  näher  getreten  au  sein,  ich  jederzeit  für  ein  mir  su 
Theil  gewordenes  besonderes  Glück  halten,  und  dessen  Andenken  ich 
stets  tren  in  meinem  Herzen  bewahren  werde,  bemerke  ich,  dasa  als 
eine  dankenswerthe  Ergänzung  dieses,  übrigens  alles  Wesentliche  ent- 
haltenden Necrolog«  die  folgende  mehrfach  interessante  Schrift  betrach- 
tet werden  darf: 

Dr.  Marian  (lYolfc«»J?)  Koller,  Capitalar  des  Hene- 
d  i  c  tin  e  r  -  Sti  f  t  es  Kremsmünster,  k.  k.  M in  ister lalrath  im 
hohen  Staatsministerium,  Ritter  des  kais.  österr.  Leopold- 
Ordens,  wirkliches  Mitglied  der  knis.  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien,  wirklicher  Consi«  to  r  i  alrath  des  Bis- 
thums Linz  etc.  etc.,  emeritirtcr  Prodirector  der  philoso- 
phischen Studienanstalt,  Director  des  Convictes  und  der 
Sternwarte  su  Kremsmünster  Eine  Lebensskiz  ze,  bear- 
beitet Ton  Dr.  Aaffuetln  Reslhuber,  Stiftsabte  und  Dire- 
ctor der  Sternwarte  su  Kremsmüns  ter.  Wien.  CarlGerold's 
Sohn.    1866.  8°. 

Ein  Paar  kleinere,  dem  folgenden  Necrologe  Ton  mir  beigefügte 
Anmerkungen  sind  dieser  Schrift  entnommen.  G. 

Tkl.XLVLHft.4.  4 
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seine«  Vaterlande«  nicht  so  bekannt  ist,  wie  jene  es  erheischen, 
so  i«t  gewiss  die  einsige  Ursache,  dass  in  seinem  Geiste  der 
Dünkel  und  in  seinem  Herzen  die  Selbstsucht  keinen  Raum  fan- 
den. Um  so  mehr  erachten  wir  es  daher  als  unsere  Pflicht,  in 
diesen  Blättern  den  Gelehrten  und  Schulmännern  Deutschlands 
diesen  ausgezeichneten  Mann  wahr  und  ungeschminkt  vorzuführen, 
damit  ihm  in  der  Reihe  jener  Männer,  die  sich  es  zur  Lebens- 
aufgabe stellten,  nur  der  Wissenschaft  und  der  Jugend  zu  nutzen, 
der  gebührende  Ehrenplatz  gesichert  werde. 

Marian  Wolf  gang  Koller,  am  31.  Oktober  1792  zu  Fei 
striz  in  Krain  geboren,  war  der  Sohn  eines  Eisen werksverwesers 
und  erhielt  den  ersten  Unterricht  im  väterlichen  Hause.  Am  Ly- 
ceum  in  Laibach  alsolvirte  er  das  Gymnasium  und  die  philoso- 
phischen Studien  mit  ausgezeichnetem  Erfolge  und  studirte  dana 
im  Studienjahre  1810 — 11  an  der  Ecole  centrale  de  medecins  de 
Laibach  Naturgeschichte,  allgemeine  Chemie  und  Mathematik, 
gleichzeitig  auch  das  Studium  der  franzosischen  und  italienischen 
Sprache  eifrig  betreibend,  indem  Koller  in  der  k.  k.  Bergaka- 
demie zu  Schemnitz  zum  Montanisten  ausgebildet  werden  sollte 
Die  ungünstigen  Zeitverhältnisse  Hessen  diesen  Plan  nicht  zur 
Keife  kommen  und  Koller  bezog  daher  im  Oktober  1811  die 
Wiener  Universität,  um  sich  hier  mit  voller  Kraft  auf  die  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Studien  werfen  zu  können 
—  jenen  Disciplinen,  zu  welchen  bereits  der  zarte  Knabe  sich 
hingezogen  fühlte  und  denen  der  Greis  in  den  letzten  Stunden 
seines  Daseins  noch  mehr  als  den  nöthigen  Tribut  zollte.  Hier 
besuchte  er  die  Vorlesungen  der  höheren  Mathematik  von  dem 
Astronomen  Bürg  und  die  ex  roathesi  forensi  mit  dem  ausge- 
zeichnetsten Erfolge.  Während  dieser  zwei  Jahre  machte  Koller 
mehrere  Concursprüfungen  mit,  um  eine  mathematische  Lehr- 
kanzel zu  erlangen,  wurde  jedoch,  da  immer  ältere  Competenten 
berücksichtiget  werden  mussten,  auf  die  —  Zukunft  vertröstet 
Er  nahm  daher  1814  eine  ihm  angebotene  Hofmeisterstelle  für 
französische  und  italienische  Sprache  zu  Steinbach  an  der  Steyer 
in  Oberöster reich  an  und  blieb  daselbst  drei  Jahre. 

Während  dieser  Zeit  lernte  Koller  das  Stift  Kremsmünster 
kennen,  an  dem  seit  einer  Zeit,  wo  das  Unterrichtswesen 
Oesterreichs  noch  tief  im  Argen  lag,  schon  die  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen  Zweige  sorgsam  gepflegt  und  talentvolle 
Zöglinge  für  das  Leben  tüchtig  gebildet  wurden.  Dieser  Hort 
der  Wissenschaft  verfehlte  nicht  auf  Koller  den  nöthigen  Ein- 
druck zu  üben.  Bald  ward  sein  Entschluss  gefasst,  denn  im 
Herbste  1816  sehen  wir  bereits  den  früheren  akademischen  Bflr- 
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ger  der  Wiener  Universität  als  Novize  im  Stifte  Kremsmiinster*). 
Doch  Unrecht  wäre  es,  zu  glauben,  Koller  habe  diese  Wahl 
getroffen,  nm  ungestört  seinen  Lieblingsstudien  obliegen  zu  kön- 
nen. Derselbe  lebte  bis  zu  seinem  Tode  streng  den  Regeln 
seines  Ordens  gemäss,  wie  wir  aus  vielfacher  persönlicher  Be- 
ziehung wissen,  so  dass  wir  mit  Recht  in  ihm  auch  einen  der 
würdigsten  Priester  verehren. 

Nachdem  Koller  das  Noviziat  zurückgelegt  und  seine  theo- 
logischen Studien  in  Linz  beendet  hatte,  wurde  derselbe  im 
Jahre  1821  zum  Priester  geweiht  und  wirkte  dann  bis  zum  Jahre 
1824  als  Cooperator  in  der  Pfarrei  Sipbacbzell  in  der  Seelsorge, 
indem  jedes  Ordensmitglied  ohne  Unterschied  mindestens  einige 
Jahre  in  der  eigentlichen  Seelsorge  thätig  sein  muss**);  allein 
schon  1824  sollte  er  endlich  seinen  Lieblingswunsch  erreicht 
sehen.  Als  nämlich  am  18.  April  1824  P.  Thaddäus  Derf- 
linger,  bisheriger  Decan  der  philosophischen  Studien,  Direktor 
des  Conviktes  und  der  Sterwarte  in  ein  besseres  Jenseits 
schied,  wurde  Koller  in  das  Stift  zurückgerufen,  um  sich  für  die 
Professur  der  Naturgeschichte,  welche  er  nun  mit  Beginn  des 
Studienjahres  1825  an  der  philosophischen  Lehranstalt  übernehmen 
sollte,  vorzubereiten* 

Im  Oktober  1825  Obernahm  auch  Koller  dieselbe  provisorisch, 
vereinigte  mit  derselben  1826  die  Lehrkanzel  der  Physik  und 
legte  am  17.  Februar  1827  die  strenge  Prüfung  aus  beiden  Fä- 
chern an  einem  Tage  mit  sehr  gutem  Erfolge  ab,  worauf  derselbe 
von  der  k.  k.  Studien* Hofkommission  als  ordentlicher  Professor 
bestätigt  wurde.  Jetzt  endlich  war  das  langersehnte  Ziel  er- 
reicht und  nun  beginnt  Kollers  segensreiche  Tbätigkeit  auf  dem 
Gebiete  des  Unterrichtes. 

Doch  auch  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft  sollte  sich 
ihm  bald  ein  grosses  Feld  der  Thätigkeit  eröffnen;  denn  als  am 
29.  April  1830  der  bisherige  Direktor  der  Sternwarte  P.  Bonifa- 
cius  Schwarzenbrunner  plötzlich  mit  Tod  abging,  übernahm 
Koller  die  Leitung  der  Sternwarte  mit  Beibehaltung  der  Lehr- 
kanzel der  Physik.  Letztere  versah  er  bis  zu  Ende  des  Studien- 
jahres 1839,  erstere  hingegen  bis  Oktober  1847,  beide  mit  uner- 
müdlichem Eifer  und  ausgezeichnetem  Erfolge. 


•)  Bei  •einem  Eintritt  in'«  Noviziat  nm  5.  October  1816  erhielt 
Wolf  gang  Koller  den  Stiftmamen:  Fr.  Marianus  G. 

**)  Er  wird  alt  ausgezeichneter  Seelsorger,  Katechet  und  Kassel- 
retlner  geschildert.  G; 
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Die  Hunderte  voo  Schülern,  welche  in  ihm  ihren  Lehrer 
verehren,  sind  mit  uns  gewiss  einer  Meinung,  wenn  wir  sagen: 
Koller  war  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Schulmann,  er  war 
auch  ein  Freund  der  Jugend,  deren  Sympathien  er  rollständig 
besass  und  in  deren  Andenken  er  immer  fortleben  wird«  Was 
jedoch  Koller  während  dieser  siebzehn  Jahre  aU  Mann  der  Wis- 
senschaft leistete,  davon  gehen  die  vielen  und  verschiedenartig- 
sten Publikationen  mehr  als  genügend  Zeugniss. 

Die  Sternwarte  dieses  mit  Recht  berühmten  Benediktiner 
stiftes  feierte  vor  wenigen  Jahren  ihr  erstes  Säculum.   Der  erste 
Astronom  derselben,  P.  Placidus  Fixlmillner  (17(52—1791),  ein 
ebenso  genialer  als  liebenswürdiger  Mann,  begründete  schnell  den 
Ruf  dieses  neuen  Uranientempels.   Seine  Leistungen  und  seine 
ausgebreitete  Correspondenz  mit  de  la  Lande,  Johann  Ber- 
noulli,  Maximilian  Hell  u.v.a.  beweisen  diess  zur  Genüge. 
An  diesen  reihte  sich  in  würdiger  Weibe  P.  Thaddaeus  Derf- 
linger,  (1791—1824),  dessen  Name  in  der  astronomischen  Welt 
sieb  des  besten  Rufes  erfreut    Sein  Nachfolger  P.  Booifaz 
Schwarzenbrunner,  ein  äusserst  talentvoller  und  strebsamer 
junger  Mann,  bekleidete  die  Stelle  eines  Astronomen,  wie  wir 
bereits  erwähnten,  nur  sechs  Jahre,  bis  zum  Jahre  1830,  wo  ihn 
der  Tod  plötzlich  abrief.    Der  vierte  Astronom  dieser  Sternwarte 
war  nun  jener  Mann,   dessen  Andenken  diese  Zeilen  geweiht 
sind  — es  ist  unser  unvergesslicber  Koller.   Wenn  wir  hier  mit 
einigen  Worten  eine  Geschichte  der  Sternwarte  entflochten,  so 
geschah  diess  nur,  um  darauf  hinweisen  zu  können,  dass  sich 
Koller  vollkommen  würdig  an  seine  drei  Vorgänger  anreihte 
und  den  Ruf  dieser  Sternwarte  nicht  nur  nicht  schmälerte,  son- 
dern wo  möglich  noch  vergrösserte.   In  Gemeinschaft  mit  seinem 
intimen  Freunde  Professor  Stampfer,  welcher  leider  noch  frü- 
her als  Koller  der  Wissenschaft  entrissen  wurde  und  dessen 
Andenken  erst  kürzlich  in   diesen  Blättern  so  schön  gewahrt 
wurde,  stellte  er  den  zweischuhigen  Meridiankreis  auf  (1831), 
dann  ein  tragbares  Aequatorial,  mit  welchen  Instrumenten  die 
Beobachtungen  seit  ihm  ohne  Unterbrechung  fortgesetzt  werden. 
Grosse  Aufmerksamkeit  widmete  Koller  den  meteorologischen 
Beobachtungen,  denn  seit  1831  bereits  datiren  die  täglichen  Auf- 
zeichnungen über  Luftdruck,  Temperatur,  Dunstdruck  u.s.£,  aus 
welchem  Materiale  Koller  uns  einige  äusserst  interessante  Ar- 
beiten hlnterlässt.    Als  im  dritten  Decennium  Humboldt  und 
Gauss  die  Untersuchungen  über  den  Erdmagnetismus  anregten, 
war  Koller  einer  der  ersten,  der  die  Sache  aufgriff,  und  gründete 
daher  1839  das  magnetische  Observatorium,  welches  der  Zeit 
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nach  das  zweite  in  Oesterreich  ward  (das  erste  gründete  Kreil 
in  Mailand). 

Eis  ist  nicht  möglich  hier  Koller's  Thätigkeit  als  Direktor 
der  Sternwarte  eingehend  zu  schildern*);  wir  begnügen  nns  da* 
her  in  Kürze  die  Arbeiten  so  nennen,  welche  derselbe  während 
dieser  Zeit  der  Oeffentlichkeit  übergab.  In  den  Annalen  der 
Wiener  Sternwarte:  „Sternschnuppenheobachtungen  im  Jahre  1839." 
In  den  Jahrbüchern  des  Musealvereines  Francisco- Carolin  um  zu 
Linz:  „Meteorologische  Beobachtungen  zu  Kremsmünstcr  in  den 
Jahren  1839  und  1840  (Jahrgang  1840  und  1841)";  „Ober  den 
stündlichen  Gang  der  Wfirme  för  Krerosmünster  nach  B es  sei's 
Metbode  (Jahrgang  1841)";  „über  die  stündlichen  Aenderangen 
des  Luftdruckes  und  der  Feuchtigkeit  der  Luft  aus  zehnjährigen 
Psychrometerbeobachtungen  (Jahrgang  1843)"  u.  m.  a,  „Im  12. 
Bande  der  Memoire  of  the  brit.  R.  A.  Society  (1842)  ein  Ver- 
zeich niss  von  208  neu  bestimmten  Fixsternen."  Ausserdem  finden 
wir  noch  zahlreiche  Arbeiten  in  C.  H.  Schumachers  „astrono- 
mischen Nachrichten"  Band  8 — 25;  iu  Lamont's  Annalen  fär  Me- 
teorologie und  Erdmagnetismus  und  in  Gauss  und  Weber 's  Re- 
sultaten des  magnetischen  Vereines. 

Koller's  Thätigkeit  theilt  sich  vorzüglich  in  zwei  Hauptab- 
schnitte:  in  jenen  zu  Kremsmünster,  den  wir  eben  in  kurzen  Um- 
rissen kennen  gelernt  haben,  und  in  den  zu  Wien,  wo  er  seine 
Thätigkeit  hauptsächlich  dem  Staate  widmete. 

Als  nämlich  nach  dem  Tode  des  Hofrathes  J.  C.  Hallascbka 
die  Stelle  eines  Referenten  für  die  philosophischen  Studienan- 
stalten bei  der  k.  k.  Studien- Hof kommission  in  Erledigung  kam, 
fiel  das  Augenmerk  der  hohen  und  huchsten  Behörden  auf  den 
bereits  rühmlichst  bekannten  Koller  und  derselbe  wurde  in 
Folge  dessen  am 30. Oktober  1847  von  Kaiser  Ferdinand  I.  zum 
k.  k.  Regierungsrathe,  Referenten  für  die  philosophischen  Stu- 
dienanstalten bei  der  k.  k.  Studieo-Hofkommission  und  Präses  der 
philosophischen  Facultät  der  Wiener  Universität  ernannt,  welches 
Amt  Koller  Anfangs  Dezember  desselben  Jahres  noch  antrat. 

lo  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  die  Wissenschaften 
erwählte  ihn  einige  Wochen  später,  am  26.  Jänner  1848,  die  kai- 

*)  Die  Jahresberichte  des  k.  k.  Obcrgyninasiams  zu  Kremsmänster 
bringen  bereit«  in  drei  Fortsetzungen  (1864,  1865  and  1866)  eine  aus- 
führliche Geschichte  der  dortigen  Sternwarte  von  P.  Sigismond  Fei- 
löker.  In  der  4. Fortsetzung  (.1867)  kommt  die  Wirksamkeit  Koller's 
cur  Besprechuog  und  au«  diesem  Grunde  begnügen  wir  nna  mit  obiger 
kurzer  Schilderung. 
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serliche  Akademie  der  Wissenschaften  zu  ihrem  wirklichen  Mit. 
gtiede,  welche  Wahl  am  1.  Februar  bereits  vom  Kaiser  bestätiget 
wurde. 

Das  erste  Jahr  seiner  Tbätigkeit  im  Staatsdienste  war  be- 
kanntlich das  verhängnissvolle  Jahr  1848.  Doch  trotz  aller  Ge- 
fahren und  Wirren  blieb  Koller  am  Platze  und  zog  sich  nur 
Ende  Oktober  auf  einige  Tage  in  das  Stift  Melk  zurück,  von  wo 
er  gleich  Anfangs  November  wieder  zurückkehrte.  Als  im  Jahre 
1849  die  k.  k.  Studien- Hof kommission  aufgehoben  und  an  deren 
Stelle  ein  Ministerium  ftir  Cultus  und  Unterricht  trat,  wurde  Koller 
als  k.  k.  Sectionsrath  in  dasselbe  übersetzt  und  ihm  das  Referat 
über  die  polytechnischen,  nautischen  und  astronomischen  Institute 
übertragen.  In  diesem  Jahre  ging  gleichzeitig  Koller 's  Wirk- 
samkeit als  Präses  der  philosophischen  Fakultät  zu  Ende,  da 
ein  Gesetz  vom  29.  Oktober  1849  den  akademischen  Behörden 
eine  andere  Organisation  gab.  Wie  sehr  er  sich  die  Achtung 
dieser  Körperschaft  in  dem  nur  kurzen  Zeitraum  von  kaum  zwei 
Jahren  erworben,  zeigt  die  ihm  bei  seinem  Scheiden  von  dieser 
zuerkannte  Auszeichnung.  Dieselbe  ernannte  ihn  nämlich  durch 
Acclaroation  zum  wirklichen  Mitgliede  des  Doktoren  •  Colleginms 
der  philosophischen  Fakultät  der  Wiener  Universität  und  fiber- 
reichte ihm  das  Doctor- Diplom  mit  dem  Beisatze:  „de  repoblica 
literaria  optirae  meritus." 

AU  1851  das  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  definitiv 
organisirt  wurde,  avancirte  Koller  zum  k.  k.  Ministerialrat  he  mit 
Belassung  seines  Referates.  Mit  diesem  Jahre  trat  in  Oesterreich 
die  moderne  Mittelschule,  die  sechsklassige  Realschule»  in's  Le- 
ben, welches  Werk  fast  ausschliesslich  eine  Schöpfung  Koller 's 
war  und  denen  er  auch  bis  an  sein  Lebensende  sympathisch 
blieb.  Wenn  auch  heut  zu  Tage  mit  Recht  Rufe  nach  Reform 
dieser  jungen  Lehranstalten  laut  werden,  so  waren  dieselben  da- 
mals, wo  es  mit  dem  Unterrichtswesen  in  Oesterreich  noch  nicht 
gar  sonderlich  gut  aussah,  gewiss  ein  nicht  zu  unterschätzendes 
Werk.  Wer  die  Früchte  kennt,  welche  diese  Schulen  während 
ihres  fünfzehnjährigen  Bestandes  in  Oesterreich  getragen  haben; 
wer  weiss,  wie  viele  tausende  von  jungen  tüchtig  geschulten 
Kräften  den  verschiedensten  technischen  und  industriellen  Eta- 
blissements durch  diese  zugeführt  wurden,  der  wird  die  Verdienste 
würdigen  können,  welche  sich  Koller  um  den  nationalen  Wohl- 
stand Oesterreichs  erworben.  Dass  diese  Verdienste  auch  aller- 
höchsten Orts  gewürdiget  wurden,  zeigt  uns  die  Auszeichnung, 
welche  Koller  1859  zu  Tbeil  wurde.  Sr.  Majestät  Kaiser  Fr anz 
Josef  verlieb  ibm  oämlicb  am  27.Mai  d.  J.  taxfrei  das  Ritterkreuz 
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des  kaiserl.  flster.  Leopolds -Ordens  in  Anerkennung  seiner  Ver- 
dienste am  die  Wissenschaften  and  den  Staat.  In  dem  Vortrage 
des  damaligen  Ministers  sind  ausdrücklich  die  besonderen  Ver- 
dienste Koller  s  hervorgehoben,  welche  er  sich  „um  den  ra- 
schen Aufschwang  der  Realschulen  in  Oesterreich" 
erworben  habe.  Wie  eifrig  Koller  trotz  seines  schon  vorgerückten 
Alters  war  und  wie  er  nur  trachtete,  den  technischen  Unterricht 
in  Oesterreich  tu  heben,  dafür  sprechen  die  verschiedensten  Be- 
lege. So  hatte  er  z.B.  im  Jahre  1852  das  Unglück,  sich  den 
Arm  au  brechen  und  musste  in  Folge  dessen  mehrere  Monate 
ausserhalb  Wien  zubringen.  Um  nun  mit  seinen  Arbeiten,  die 
sieb  damals  gerade  sehr  häuften,  ja  nicht  im  Rückstände  zu 
bleiben,  hielt  er  sich  wahrend  dieser  Zeit  einen  Beamten  auf 
eigene  Kosten  und  dtktirte  ihm. 

Ministerialrath  Koller  wurde  von  seinem  Minister  wieder- 
holt mit  Ehrenaufträgen  betraut.  So  ging  er  1854  nach  Triest, 
um  die  dortige  nautische  und  Handelsakademie  einer  eingehen- 
den Inspection  zu  unterziehen.  Auf  Grund  derselben  legte  er 
ein  detail lirtes  Elaborat  Ober  die  noth wendige  Reorganisation  die- 
ser Anstalten  allerhöchsten  Ortes  vor,  welches  sich  nicht  nur 
der  vollsten  Anerkennung  erfreute,  sondern  nach  welchem  die 
Reorganisation  auch  ausgeführt  wurde.  Im  Jahre  1857  iuspizirte 
er  das  eben  vollständig  organisirte  Josefspolytechnikum  in  Ofen 
und  die  Realschulen  zu  Pest,  Ofen  und  Pressburg.  Am  22.  Au- 
gust desselben  Jahres  wurde  Koller  über  Ansuchen  des  Mini- 
sters des  Innern  von  seinem  Minister  als  Repräsentant  des  Unter- 
richtsministeriums zur  Berathung  bezüglich  der  Errichtung  der 
laod-  und  forstwirtschaftlichen  Mittelschalen  gesendet.  Seine 
letzte  Inspectionsreise  unternahm  er  1859  nach  Graz,  wo  er  das 
Joanneum  and  die  dortige  Oberrealschule  einer  eingebenden  Prü- 
fung unterzog. 

In  diesem  rastlosen  Eifer  setner  Thätigkeit  schwauden  Koller 
die  Jahre  dahin  wie  Stunden,  er  wurde  endlich  Greis  —  doch 
sein  Geist  blieb  jung.  Wer  so  glücklieb  war,  ihm  in  den  letzten 
Jahren  seines  Wirkens  näher  zu  stehen,  muss  staunen  über  die 
Geistesfrische,  die  dem  74jährigen  Manne  noch  inne  wohnte 
Mit  Freude  unterzog  er  sieb  der  gewiss  äusserst  schwierigen  und 
mühevollen  Reorganisation,  welche  an  dem  hiesigen  Polytechni- 
kum durchgeführt  werden  sollte  und  nicht  einmal  nur  äusserte 
er:  „Dieses  Werk  will  ich  noch  vollenden  und  dann  ziehe  ich 
mich  nach  Kremsmünster  zurück."  Am  28.  November  1860  über- 
reichte das  Professorencoltegium  des  Polytechnikums  das  von 
demselben  ausgearbeitete  Reorganisationsstatut  dem  Ministerium. 
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Die  Verhandlungen  begannen,  das  Statut  wurde  von  Sr.  Majestät 
sanctionirt  und  das  Professorencollegium  hatte  nun  seine  Antrage 
so  stellen.  Antrag  auf  Antrag  kam  nun  an  s  Ministerium,  alle 
mussten  durch  Koller 's  Hand  gehen  —  doch  seiner  Arbeits- 
kraft, seinem  Geiste  war  nichts  zu  viel.  Mit  gewohntem  sicheren 
Takte  traf  er  seine  Entschlösse  und  legte  sie  seinem  Minister 
vor.  Schon  waren  mehr  als  20  Professoren  ernannt,  schon  war 
bestimmt,  dass  mit  dem  1.  Oktober  das  reorgauisirte  Institut  ins 
Leben  zu  treten  habe,  nur  noch  einige  Ernennungen  fehlten  und 
das  neue  Gebäude  war  hergestellt,  sein  letzter  Wunsch  erfüllt  — 
da  kam  der  unerbittliche  Tod  und  Koller  war  nicht  mehr. 

Schreiber  dieser  Zeilen  war  noch  am  18.  September  d.  J. 
Mittags  durch  fast  zwei  Stunden  bei  ihm  in  seiner  Wohnung,  um 
Aber  eine  astronomische  Arbeit  seinen  Rath  einzuholen.  In  der 
heitersten  Stimmung  aberreichte  er  mir  einige  vollständig  gerech- 
nete astronomische  Aufgaben,  die  er  Abends  des  vorigen  Tages 
ausführte,  zeigte  mir  eine  neue  Broschüre  von  dem  von  ihm  be- 
sonders hochgeschätzten  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  und 
verabschiedete  sich  mit  den  Worten:  „besuchen  Sie  mich  dieser 
Tage  wieder,  den  nächsten  Sonntag  gehe  ich  nach  Kremsmünster, 
um  ein  wenig  Bergluft  zu  athmen"  —  es  sollten  die  letzten 
Worte  sein,  die  der  freundliche  Gönner  gesprochen.  Abends  noch 
bis  in  später  Stunde  arbeitend,  ereilte  ihn  des  Morgens  —  am 
19.  September  —  die  tückische  Krankheit,  Mittags  gaben  ihn  die 
Aerzte  auf  und  um  5  Uhr  Nachmittags  ward  er  eine  Leiche. 

Er  ruhe  in  Frieden! 

Uns  aber  sei  es  noch  erlaubt,  einige  Züge  aus  den  letzten 
Jahren  seiner  ThStigkeit  hier  anzuführen,  welche  so  recht  bestä- 
tigen, was  wir  bereits  früher  über  ihn  sagten.  Koller  blieb  trots 
seines  umfangreichen  Referats,  trotz  seiner  angestrengten  Berufs- 
tätigkeit bis  zur  letzten  Stunde  seines  Lebens  der  von  ihm  ge- 
pflegten Wissenschaft  treu.  Es  entging  ihm  keine  wissenschaft- 
liche Novität  und  erzählte  man  ihm  von  einer,  so  war  diess  gewiss 
seine  nächste  Lektüre.  Er  sah  auf  junge  Kräfte  nicht  vielleicht 
mit  einer  gewissen  Geringschätzung  herab  —  nein,  er  eiferte  sie 
an  und  unterstützte  selbe.  War  an  der  philosophischen  Fakultät 
ein  anziehendes  astronomisches  Collegium  angekündigt,  so  war 
Koller  derjenige,  den  man  unter  den  Zuhörern  fand.  So  besuchte 
der  74jährige  Greis  noch  im  letzten  Sommersemester  das  Colle- 
gium unseres  jungen  Astronomen  Oppolzer  über  Bahnbestim- 
mungen und  zwar  so  eifrig,  als  er  es  im  Jahre  1812  unter  dem 
Astronomeo  Bürg  gethan  haben  mochte.    Aber  nicht  nur  noch 
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immer  Neues  verfolgend,  gab  er  auch  seine  eigene  Produktivität 
nicht  auf.  So  publicirte  er  in  den  Jahresheften  des  naturforschen- 
den Vereines  in  Brünn,  dessen  Ehrenmitglied  er  war,  1863  eine 
Abhandlung  „Ober  das  Passage-Instrument"  und  1864  zwei  weitere 
Arbeiten,  betitelt:  „Zur  Theorie  des  August  "sehen  Heliostaten" 
und  „Beitrag  cor  Theorie  der  Rohrenlibelle."  Man  erkennt  in 
diesen  gehaltvollen  Schriften  nicht  nur  den  tüchtigen  praktischen 
Astronomen,  sondern  auch  den  strengen  Theoretiker.  Dass  selbe 
überdies«  äusserst  klar  und  praVis  geschrieben  sind,  brauchen  wir 
jenen,  welche  seine  früheren  Arbeiten  kennen,  wohl  nicht  erst 
so  sagen. 

Koller  war  auch  sehr  unterrichtet  in  den  modernen  Sprachen. 
Ihm  waren  die  Arbeiten  der  englischen,  französischen  und  italie- 
nischen Facbcollegen  ebenso  bekannt,  wie  jene  der  deutschen 
Gelehrten.  Ja  er  schrieb  wiederholt  kleinere  Arbeiten  in  einer 
der  eben  genannten  modernen  Sprachen. 

Wohl  selten  wird  ein  Mann  nach  so  vielen  Richtungen  mit 
solchem  Erfolge  und  solcher  Auszeichnung  wirken,  wie  Koller 
es  that.  Priester,  Gelehrter  und  Staatsmann  zugleich,  bewies  er 
sich  bei  all  seinem  Wirken  stets  als  Mensch  im  edelsten  Sinne 
des  Wortes.   Seine  Humanität  war  allbekannt. 

Am  meisten  wüssten  wohl  hiervon  alle  Schulmänner  zu  er- 
zählen, deren  Vorgesetzter  er  war.  Er  kam  Jedem  als  Freund 
entgegen,  man  konnte  frank  und  frei  seine  Meinung  aussprechen 
—  man  hatte  ja  keinen  hober  gestellten  Beamten,  sondern  einen 
ausgezeichneten  Schulmann  als  Vorgesetzten,  der  die  Bedürfnisse 
der  Schule  und  die  des  Lehrers  kannte  und  daher  auch  zu  wür- 
digen wusste.  Leider  musste  er  —  der,  welcher  nur  der  deut- 
schen Wissenschaft  lebte,  dessen  einziges  Streben  nur  dabin  ging, 
deutsche  Sitte  zu  pflegen  und  deutschen  Unterricht  zu  heben, 
noch  kurz  vor  seinem  Tode  mit  uns  das  Unglück  erleben,  aus 
Deutschland  ausgeschlossen  zu  werden.  Mögen  ihm  daher  Deutsch- 
lands Gelehrte  und  Schulmänner  um  so  mehr  den  Ehrenplatz 
unter  ihren  Koripbäen  anweisen,  den  er  gewiss  mit  Recht  verdient 

Wien,  im  Christmonat  1866. 

Dr.  R.  Sonndorfer. 


Am  20.  Juli  1866  ward  in  Italien  zum  gTössten  Schaden  der 
Wissenschaft  durch  den  Tod  dahingerafft  der  Professor 


Bernhard  Rlemann 

aus  Güttingen. 
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Der  berühmte  Königl.  Bayer'sche  Hofoptikus 

Georg  Merz 

verschied  im  Januar  1867  in  München.  Georg  Mers  war  aU 
der  Sohn  eines  armen  Leinwebers  im  Januar  1793  in  Benedict- 
beuten  geboren.  Bis  zu  seinem  15.  Lebensjahre  war  er  ohne 
bestimmten  Lebensplan.  Als  v.  Utz  schneid  er  die  Kunstgla*- 
fabrik  und  das  optische  Institut  in  Benedictbeuren  anlegte,  fand 
der  junge  Merz  als  Arbeiter  darin  Aufnahme.  Bei  Tag  wurde 
geschliffen,  bei  Nacht  Mathematik  und  Optik  studirt.  Besonder« 
erhielt  er  mathematischen  Unterricht  vom  Pater  Rauch,  einen 
Ordens-Priester  der  aufgelösten  Benedict! ner- Abtei  Benedictbeuren. 
Als  1826  Jos.  v.  Fraunhofer  starb,  wusste  v.  (Jtzsch  neidet 
keine  tüchtigere  Persönlichkeit  für  die  Leitung  des  Instituts  als 
G.  Mers.  Von  ihm  gingen  jene  Rieseninstrumente  an  alle  Stern- 
warten Europa's  und  Amerika's,  nach  Australien  und  an  das  Cap 
der  guten  Hoffnung.  Erst  bei  vorgerückterem  Lebensalter  über- 
gab er  seinem  Sohne  Sigmund  Merz  die  Direction,  welcher 
dann  die  Preise  auf  den  Weltausstellungen  errang. 


Schriften  über  Unterrichtswesen, 

Programms  del  Regio  Istituto  Teenico  superiore 
in  Milano  per  l'anno  scolastico  1866 — 67.  Pubblicato 
per  cura  del  Consiglio  diretti vo  .dell'  Istituto  mede- 
simo.   Milano.  1867. 

Die  Leser  kennen  das  höhere  technische  Institut  io 
Mailand  schon  aus  der  im  Archiv  Tbl.  XLII.  S.  41  mitge- 
theilten  trefflichen  Eröffnungsrede  seines  berühmten  Directors,  de« 
Herrn  Commeodatore  Francesco  Brioschi.  Das  vorliegende, 
42  Seiten  starke  „Programma"  müssen  wir  allen  denen,  die 
«leb  für  den  höheren  technischen  Unterricht  ioteressiren,  nament- 
lich solchen,  die  zur  Mitwirkung  bei  der  Gründung  neuer  tech- 
nischer Institute  berufen  sind,  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 
Dasselbe  enthält  eine  sehr  ausführliche,  im  höchsten  Grade  in- 
teressante und  lehrreiche  Nachricht  über  die  Einrichtung  des  In- 
stituts im  Allgemeinen,  über  seine  verschiedenen  Abtheilungen, 
seine  reichen  und  weit  ausgebreiteten  Sammlungen,  seine  Lehrer 
und  die  s&mmtlichen  Vorlesungen,  welche  gehalten  werden.  Gant 
besonders  interessant  sind  auch,  was  wir  in  Schriften  ähnlicher 
Art  noch  nicht  gefunden  haben  und  gewiss  alle  Nachahmung 
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verdient,  die  S.  29— S.  36  ausführlich  mitgetheilten:  „Temi  per 
gli  Esami  generali  nell'  anno  1865 — 66."  Zuletzt  ist  noch 
ein  Eleneo  de  gli  Scolari  e  degli  nditori  (1865—66)  mitge- 
theilt Unter  den  Lehrern  finden  wir  neben  den  Herrn  F.  Brioschi, 
L.  Creraona,  G.  Scbiaparelli  und  Anderen  auch  den  berühm- 
ten Ingenieur  Herrn  Cav.  Ignazio  Porro  als  Professore  di 
Celerimensura,  wobei  wir  im  Interesse  der  Wissenschaft  und 
der  Praxis  den  dringenden  Wunsch  aussprechen  möchten,  aber 
diese  Schnell-  oder  Geschwindmessung  und  die  dabei  an- 
gewandten Methoden  und  Instrumente  nähere  Nachrichten  tu 
erhalten;  dem  Unterzeichneten,  der  darüber  gern  Mittheilungen 
im  Archiv  machen  möchte,  ist  davon  bis  jetzt  nur  Das  bekannt, 
was  von  Herrn  Salneuve  in  seinem  verdienstlichen  „Cours  de 
Topographie  et  de  Glodeeie.  Seconde  Edition.  Paris 
1850.  über  verschiedene  von  Herrn  Porro  erfundene  sinnreiche 
Instrumente,  z.  B.  über  seinen  Apparat  zu  Basismessungen,  seine 
stadia  und  seine  lunette  anallatique,  seine  longue-vue 
cornet,  sein  Ni velli  rinstrumen t,  mitgetheilt  bat.  Eine  be- 
sondere Schrift  über  die  „Celeriroensura"  würde  gewiss  buchst 
verdienstlich  sein,  und  wir  würden  uns  zu  dem  grussten  Dank 
verpflichtet  fühlen,  wenn  uns  vielleicht  schon  jetzt  eine  solche 
mitgetheilt  oder  namhaft  gemacht  werden  könnte. 

Alle  unsere  Leser  machen  wir  nochmals  auf  das  vorliegende 
höchst  interessante  Programm  aufmerksam.  Grunert. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Aus  dem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXII.  S.  2.  kennen  die  Leser 
die  beiden  von  Herrn  A.  Quetelet  mitgetheilten  höchst  interes- 
santen Briefe  Kaiser  Karls  V.  an  Fraoyois  Rabelais  in  Be- 
treff der  Quadratur  des  Kreises.  Auch  ist  dort  bemerkt  wurden, 
dass  Herr  Gachard  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Brüssel 
Zweifel  an  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhoben  habe.  In  einem  Aus- 
zuge aus  dem  Bulletin  de  l'Acadömie  Royale  deBelgique. 
2ne  serie,  t  XXII.,  no.  11.  1866.  hat  nun  aber  Herr  Quetelet 
alle  diese  Zweifel  vollständig  beseitigt  und  die  Echtheit  der  beiden 
Briefe  auf  die  überzeugendste  Weise  nachgewiesen.  Ganz  be- 
sonders interessant  und  wichtig  ist  jedenfalls  das  mitgetheilte 
Fac-siroile  des  ersten  dieser  beiden  Briefe  des  grossen  Kaisers, 
die  sich  bekanntlich  im  Besitz  des  Herrn  Chasles  in  Paris  be- 
finden, wobei  wir  wobl  im  Interesse  mancher  Mathematiker,  die 
•ich  vorzugsweise  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäf- 
tigen, den  Wunsch  aussprechen  mochten,  dass  es  Herrn  Quetelet 
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gefallen  möchte,  uns  auch  mit  einem  ahnlichen  Fac-simile  des 
zweiten  Briefe«  so  beschenken.  Besonder«  bebt  Herr  Q  u  etel et 
auch  noch  hervor,  das«  Rabelais  anf  dem  hier  mitgetheilteo 
Briefe  eigenhändig  bemerkt  habe,  dass  ihm  der  Brief  von  Karl  V. 
am  20.  September  1542  gesandt  worden  sei.  Natürlich  findeo  sieb 
diese  Worte  Rabelais  auch  anf  dem  mitgetheilteo  Fae-aimile. 


Arithmetik. 

Methode»  explditives  poor  l'extraction  de  la  raciae 
eubique  des  nombres  entiers.  Par  Georges  Dostor, 
Docteur  es-sciences  mathlmatiques,  Professeur  au 
Lycee  imperial  de  la  Rluoion.  Extrait  dn  Bolletin  de 
la  Societ«*  des  Sciences  et  Arts  de  la  Reunion.  Paria. 
Gauthier.  Villars.  1866. 

Jeder  weiss,  wie  beschwerlich  die  gewöhnlichen  Methoden 
cur  Auaziehung  der  Cobikwurzel  sind.  In  dieser  aus  den  Schrittes 
der  Socilte*  des  Sciences  et  Arts  de  la  Re'ooion  (früher 
Isle  de  Bourbon,  Bonapartc)  besonders  abgedruckten,  sehr  ver- 
dienstlichen Abhandlang  bat  Herr  Dostor  diese  Methode  durch 
neue  Methoden  und  Sätze  zu  erleichtern  gesucht,  welche  jeden- 
falls  alle  Aufmerksamkeit  und  namentlich  sehr  verdienen,  recht 
bald  in  die  Lehrbücher  der  Arithmetik,  besonders  auch  in  die  ftir 
Schulen  bestimmten,  Eingang  zu  finden.  Wir  machen  daher  ffir 
jetzt  alle  Lehrer  der  Mathematik  dringend  auf  diese  Schrift  auf- 
merksam, hoffen  aber,  bald  im  Archiv  selbst  Gelegenheit  zu  einigen 
Mittheilungen  aus  derselben  zu  finden;  durch  Herrn  Gauthier- 
Villars  in  Paris  ist  sie  ohne  alle  Schwierigkeit  so  beziehen. 

N&gra  analytiska  UndersOknin gar.  I.  Om  Determi- 
nanter, hvare  elementer  Äro  binomialkoefficien ter. 
Af  Viktor  von  Zeipel.  (Ur  Lands  Universitets  Ars- 
skrift).  Lund.  Berlingska  Bok t ry ckeriet.   1866.  4°. 

Diese  Schrift  enthält  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Sätze 
über  Determinanten,  die  aus  Binomialcoefficienten  als  ihren  Ele- 
menten gebildet  sind,  und  ist  als  ein  neuer,  sehr  wichtiger  Bei- 
trag zu  der  Theorie  dieser  letzteren  interessanten  und  merkwür- 
digen Zahlen  zu  betrachten,  mit  welchen  sich  namentlich  in 
Deutschland  bekanntlich  der  Erfinder  und  die  Bearbeiter  der 
comblnatorischen  Analysis  so  vielfach  und  so  eifrig  beschäftigten. 
Dieselbe  besteht  aus  vier  Paragraphen,  nämlich :  §.  1.  Om  deter- 
minanter, hvars  elementer  äro  konsekutive  binoraialkoeffici enter. 
§.  2.    Om  determinanter,  bvars  cJementer  endast  tili  en  del  äro 
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konsekutiva  blnomialkoefGcienter.  §.  3.  Nigra  determinantersy- 
stemer,  hvars  elementer  firo  blnomialkoefficienter.  j.  4.  Om 
determinanter  af  formeroa  u.  8.  w. ,  wo  man  die  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  nicht  raittheitbare  Form  in  der  Schrift 
selbst  nachsehen  muss.  —  Eioe  grosse  Menge  sehr  merkwür- 
diger Sätze  sind  in  diesen  vier  Paragraphen  enthalten,  weshalb 
wir  alle  unsere  Leser  dringend  auf  diese  ausgezeichnete  Schrift 
aufmerksam  machen,  indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  dieselbe 
auch  für  jeden  des  Schwedischen  nicht  oder  nur  weniger  Kon« 
digen  sehr  leicht  verständlich  ist,  weil  sie  vom  Anfange  bis  zum 
Ende  (68  Seiten)  fast  nur  aus  Formeln  besteht 


Geometrie. 

§ 

Etudes  ge*  oraätriques  sur  la  theorie  des  paralleles 
par  N.  J.  Lobatscbewsky;  traduit  de  l'Allemand  par 
J.  Hoflei,  Prof.  de  Mathem.  pures  ä  la  Faculttf  des 
Sciences  de  Bordeaux.  Suivi  d'un  extrait  de  laCorre- 
spondance  de  Gauss  et  de  Schumacher.  Paris.  Gauthier- 
Villars.    1866.  8» 

Ueber  die  sich  immer  mehr  und  mehr  Bahn  brechenden 
neueren  Ansichten  Ober  die  Theorie  der  Parallelen  kann  jeder 
unserer  Leser  sich  am  Besten  und  Kürzesten  belehren  in  den 
„Elementen  der  Mathematik.  Von  Dr.  Richard  Baltser. 
Zweiter  Band.  Zweite  Auflage.  Leipzig.  1867.  S.  12  ff.", 
so  dass  wir  uns  füglich  hier  der  Kurze  wegen  weiterer  Ausein« 
andersetzungen  enthalten  können.  Wir  begnügen  uns  mit  der 
Bemerkung,  dass  es  als  das  Wesentlichste  dieser  Ansichten  be- 
trachtet werden  kann,  dass  es  bei  der  Theorie  der  Parallelen 
noth  wendig  jedenfalls  einen  Satz  geben  muss,  welcher  sieb 
überhaupt  gar  nicht  beweisen  lässt,  über  dessen  Richtigkeit  viel- 
mehr nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  entschieden  werden  kann, 
und  dass  es  eigentlich  zwei  Geometrieen  geben  wird,  von  denen 
aber  nur  die  eine  der  Erfahrung  entspricht  Ursprünglich  gehören 
diese  Ansichten  Gauss  an;  ihre  Ausführung  haben  dieselben  aber 
zuerst  durch  den  Ungar  Bolyai*)  in  dessen  Werke:  Tentamen 

*)  Bot  ja  i,  Farkas,  war  de»  9.  Februar  1776  geboren  und  «Urb 
am  20.  November  1856.  Ein  vollständige*  Verzeichnis  der  von  ihm 
herausgegebenen,  über  sehr  verschiedene  Wissenschaftszweige  sich  r er- 
breitenden Werke  findet  man  in  dem  sehr  verdienstlichen  „Magyar 
Tudom.  Akademie!  Almanach.  MDCCCIAI1I- Ra.  Pesten, 
pag.  282." 
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juventutem  studiosam  in  Elementa  Matheseos  Purae 
elementaris  ac  subliraioris,  roethodo  intuitiva,  eviden- 
tiaeque  hnic  propria  introducendi.  INI.  Vrfsärhely. 
1832  —  3.  und  durch  Lobatschewsky*)  vorzugsweise  in  der 
Schrift:  „Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  d  er 
Parallellinien,  von  Nicolaus  Lobatschewsky,  kaiserl. 
russ.  wirkl.  Staatsrath  und  ordentl.  Prof.  der  Mathe* 
matik  bei  der  Universität  in  Kasan.  Berlin.  1840."  er- 
halten. —  Von  dieser  letzteren  Schrift  nun  hat  Herr  Hoüel  die 
vorliegende  verdienstliche  französische  Uebersetzung  geliefert,  die 
dadurch  noch  einen  besonderen  Vorzug  erhalten  hat,  das*  der 
Herr  Uebersetzer  ihr  auch  eine  Uebersetzung  aller  der  interes- 
santen Briefe  beigefügt  hat,  welche  zwischen  Gauss  und  Schu- 
macher über  die  Theorie  der  Parallelen  gewechselt,  und  durch 
die  verdienstliche,  von  Herrn  Peters  veranstaltete  Herausgabe 
dieser  Briefe  neuerlich  bekannt  geworden  sind.  —  Mögen  sich 
daher  die  Leser  die  beacbtenswertbe  Schrift  des  Herrn  Ho  Gel 
recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.**)  Jelinek  und  J.  Hann. 
I.  Band.   Nr.  13—24. 

Es  freut  uns  sehr,  dass  diese  neue,  so  verdienstliche  Zeit- 
schrift, über  deren  frühere  Nummern  der  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXI. 
S.  9.  zu  vergleichen  ist,  so  rüstig  fortschreitet,  indem  der  erste 
Band  in  seinen  24  Nummern  nun  vollendet  vor  uns  liegt.  Neben 
einer  grossen  Menge  kleinerer  Notizen  enthalten  die  jetzt  vorlie- 
genden 12  Nummern  eine  nicht  geringe  Anzahl  grosserer  allge- 
mein interessanter  Abhandlungen,  wie  z.  B. :  Der  Verdunstungs- 
messer (Atmometer)  in  seiner  einfachsten  Form  von  Prestel.  — 
Die  Bora  und  der  Tau ern wind  von  Prettner.  —  Zur  Frage  über 
den  Ursprung  des  Föhn  von  Hann.  —  Ueber  die  Temperatur- 
verschiedenheit zweier  ungleich  hoher  Luftschichten  von  Ragona- 
Scina  in  Modena.  —  Ueber  die  Sicherheit  ozonometrischer  Be- 
stimmungen nach  Fremy  und  Cantoni.  —  Ueber  einige  neuere 
meteorologische  Instrumente.  —  Ueber  telegraphische  Witterung«- 


*)  Geboren  zu  Nijnäi-Novogorod  im  Jahre  1793,  gestorben  in 
Kai  an  im  Jahre  1856. 

*")  Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXI.  S.  9.  steht  falsch  „G.  Jelinek." 
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berichte  in  Russland.  —  EinOus*  der  Sternschnuppen -Schwärme 
am  1*2.  November  auf  den  Barometerstand  von  C.  F ritsch;  wobei 
wir  natürlich  altes  Interessante  hier  nicht  namhaft  machen  können. 

Auch  von  Band  II.  Redigirt  von  C.  Jelioek.  liegen  uns 
bereits  6  Hefte  vor,  aus  denen  wir  Folgendes  herausheben:  Der 
Erdstrom  und  die  Telegraphenströme  von  Lamont.  —  Ueber 
die  mit  der  Hohe  zunehmende  Temperatur  in  der  untersten  un- 
mittelbar auf  der  Erde  ruhenden  Luftschicht  von  Prestel.  — 
Ueber  die  Frage  der  Wahrscheinlichkeit  von  zwei  Winterkälte- 
Polen  auch  auf  der  Süd  -  Hemisphäre  von  Mühry.  —  Beobach- 
tungen des  grossen  Meteor*chwarmes  in  der  Nacht  vom  13.  bis 
14.  November  1866  (sehr  interessante  Zusammenstellung).  —  Die 
Erdgürtel  der  subtropischen  Winterregen,  ihre  geographische  Be- 
grenzung und  Beiträge  zu  ihrer  Charakteristik  von  Hann.  —  Zur 
Frage  über  den  Einfluss  der  Sternschnuppen  auf  den  Barometer- 
stand von  Fritscb.  —  Ueber  rias  Anemometer  von  Kraft,  von 
Jelinek  (mit  Abbildung).  —  Zu  den  Betrachtungen  Über  die 
Bora  von  Lorenz.  —  Ueber  den  Sturm  vom  14— 16.  Januar  1867 
und  die  Sturmwarnungen  von  Jelinek.  —  Wald  und  Regen  von 
Hann.  —  Möge  da*  verdienstliche  Unternehmen  immer  den  er- 
freulichsten Fortgang  haben! 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolioi  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Milano,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lioi a  Roma.   (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXU.  S.  12). 

Tom.  VII.  Nr.  6.  Estratto  di  una  lettera  scritta  in  lingua 
italiana  il  di  21  Gennaio  1864  dal.  Sig.  Bernardo  Riemann  al  Sig.  Pro- 
fessore  Enrico  Betti.  p.  281.  —  Moto  di  un  punto  raateriale 
lungo  un  arco  della  Lemoiscata  Bernoulliana.  Nota  del  Sig. 
M.  Azarelli.   p.  284. 

Itivista  biblios;rafica«  Risoluzlone  di  un  Problems  rela- 
tivo  all'  equazioni  di  terzo  grado.  Articolo  del  Prof.  Barnaba 
Tortolini.  p.  297.  (Die  hier  aufgelöste  Aufgabe,  die  wir  auch 
unseren  Lesern  zur  Bearbeitung  empfehlen  mochten,  ist  folgende: 
Wenn  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben  ist, 
so  soll  die  Gleichung  gefunden  werden,  deren  Wurzeln 
die  Verhältnisse  je  zweier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sind.   Wenn  also  die  Gleichung  des  dritten  Grades 
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gegeben  ist,  und  et,  ß,  y  die  drei  Wurzeln  derselben  sind,  so  «oll 
die  Gleichung  gefunden  werden,  welche  die  Verhaltnisse 

«     ß     ö     t     f  t 

ß    «    y    *    y  ß 

sn  Wurzeln  hat).  —  Pnbblicszieni  recenti. 

Nach  der  Anzeige,  welche  die  Leser  am  Ende  dieses  Litera- 
rischen Berichts  finden,  werden  die  Annali  di  Matemaftiea 
pura  ed  ap plicata  von  jetzt  an  von  den  Herren  Brioschi 
und  Crem  o na  in  Mailand  herausgegeben  werden.  Wie  grosseo 
Dank  die  Wissenschaft  den  Herren  Betti,  Gcnocchl  und  nament- 
lich Herrn  Tortolini  für  die  bis  jetzt  herausgegebenen,  so  vieles 
Treffliche  enthaltenden  sieben  ersten  Bände  schuldet,  kann  Niemand 
mehr  erkennen  als  der  Unterzeichnete;  Herr  Tortolini  hat  schon 
früher  sich  durch  die  Herausgabe  der  Annali  di  Sciense  na- 
tematiche  e  fiaicbe,  von  denen  acht  Bände  erschienen  sind, 
sehr  verdient  gemacht.  In  bessere  Hände,  als  in  die  der 
Herren  Brioschi  und  Cremona,  konnte  die  Fortsetsong  der 
neueren  „Annali"  nicht  gelegt  werden.  Grunert 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  stndenti 
delle.  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Prof. 
Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.CLXXXli.  S.  12). 

Anno  IV.  Novembre  e  Dicembre  1866.  Di  una  pro- 
prieta  delP  iperboloide;  per  A.  Mogni.  p.  321.  —  Sopra  il  pen- 
dolo  ad  oscitlazioni  coniche;  per  A.  Mogni.  p.  327.  —  Sopra 
le  diverse  espressloni  della  forza  acceleratrice  nella  teoria  delle  forze 
centrali;  per  A.  Mogni.  p.  339.  —  Quistione.  p.  344.  —  Notaintorno 
ad  una  proposizione  della  teoria  dei  numeri  del  Dottore  Piuma 
Carlo  Maria,  p.  345.  —  Sulla  rotazione  di  un  sistema  di  tre  masse 
che  verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis.  Conti- 
nuazione  alle  note  precedenti.  V7edi  p.  202.  e  vol.  III.  p.  257,  p.  344, 
p.  348.  —  Moto  di  on  sistema  invariabile  di  punti  materiali  esistenti  in 
un  piano  intorno  al  centro  di  gravi  ta;  per  A.  de  Gasparis, 
p.  363.  —  Soluzioni  della  questione  48.  (Vedi  p.  293).  Solusione 
del  Antonio  Tarlasco.  p.  359.  Soluzione  di  Giulio  Ascoli. 
p.  360.  —  Soluzione  delle  questioni  52  e  54;  per  Ernesto  Pa- 
dova.  p.  361.  —  Solusione  delle  quistioni  52  e  53;  per  Ga- 
briele Tore  Iii.  p.  367.  —  Soluzione  della  questione  54;  per 
A.  Armenaote.   p.  369.  —  Saggio  elementare  di  Geometrta 
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«lella  sfera  del  Dot.  P.  Cassani  (Continuazione.  Vedi  >.  237). 
Questione.    E.  Fergola.   p.  380. 

Anno  V.  Gennaio  e  Febbraio  1867.  Sullo  sviluppo  delle 
funzioni  Tratte  razionali;  per  N.  Trudi.  p.  1.  —  Di  una  pro- 
prietä  delle  linee  a  doppia  curvatura;  per  E.  Beltrami.   p.  21. 

—  Intorno  ad  una  trasforniazione  di  variandi;  per  E.  Beltrami. 
p.  24.  —  Soluzione  della  quistione  55;  per  A.  Armen  ante, 
p.  28.  —  Soluzione  della  quistione  52;  per  A.  Bon  «Iis.    p.  30. 

—  Program mi  di  Concorso.  p.  32.  —  Annunzio  Bibliografico.  p.  33. 

—  Nota  sulla  riduzione  alla  forma  canonica  delle  quadratiche;  per 
C.  Sardi.  p.  35.  —  Sülle  forme  binarie  dei  primi  quattro  gradi, 
appartenenti  ad  una  forma  ternaria  quadtatica;  per  G.  Battaglini. 
p.  39.  —  Notizia  Universitaria.  p.  56.  —  Soluzioni  delle  quistioni 
49,  50;  per  A.  Mogni  e  L.  Rajola.  p.  57.  —  Soluzione  di  una 
questione  proposta  nell'  Educatiooal  Times;  per  V.  Mol- 
lame,  p.  63. 


Berichtigung. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXV1I1.  (Tbeil  45).  S.  19.  ist 
die  schrme  Abhandlung:  „Sur  quelques  transfor  raation  s 
d'integrales  de*finies"  von  Herrn  C.  F.  E.  Bjorling  in  der 
immer  so  vieles  Treffliche  enthaltenden  „Upsala  Universitets 
Ärsskrift"  angezeigt  worden.   Herr  E.  6.  Bjorling,  Lector 
am  Gymnasium  in  Westeräs,  welchem  das  Archiv  bekanntlich 
eiue  nicht  geringe  Anzahl  sehr  schöner  Aufsätze  verdankt,  hat  in 
einem  Oberaus  freundlichen  Briefe  vom  28.  Januar  1867  micb 
darauf  aufmerksam  zu  machen  die  Güte  gehabt,  dass  die  genannte 
Abhandlung  nicht  —  wie  es  nach  der  Fassung  meiner  Anzeige 
allerdings  leicht  den  Anschein  haben  kann»  und  in  der  That  auch 
wohl  von  mir  irrthflmlich  bei  der  Abfassung  jener  Anzeige  ange- 
nommen worden  sein  mag  —  von  ihm  herrührt,  sondern  vielmehr 
seinen  Sohn,   Herrn  Dr.  Carl  Fabian  Emanuel  Bjürling, 
Docent  i  Mathematik  an  der  Universität  zu  Upsala,  zum  Ver- 
fasser hat.   Indem  es  mir  Freude  macht,  durch  Herrn  E.  G.  Björ- 
Hng,  den  Vater,  zu  der  vorstehenden  Berichtigung  in  den  Stand 
gesetzt  worden  zu  sein,  kann  ich  dem  Vater  zu  einem  solchen 
Sohne,  wie  dem  Verfasser  der  genannten  Abhandlung,  nur  aus 
dem  Grunde  meines  Herzens  Glück  wünschen,  und  der  fort- 
dauernden  Freundschaft  beider  trefflichen  Männer  mich  angele- 
gentlichst empfehlen.  Gruner! 
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superficie  d'ordine  qualunque  assoggettate  a  passare  per  punti 
dati,  a  toccare  piani  dati  o  a  toccare  rette  date  (condiziooi  qaeste 
taute,  roeno  una,  quante  sodo  necessarie  affincbe  quelle  supericie 
siano  del  tutto  determinate)  si  possa  conoscere  in  ogni  caso  ii 
numero  delle  superficie  del  sistema  che  passano  per  un  pootn 
dato,  quello  delle  superficie  che  toccano  uo  piano  dato,  e  final 
mente  quello  delle  superficie  che  toccano  una  retta  data. 

II. 

L'Accademia  conferirä  un  secondo  premio  di  lire  seiceoto 
all'autore  della  migliore  memoria  sul  seguente  prograroroa: 

£  ben  conosciuta  la  iroportanza  in  molte  ricercbe  di  altaana 
lisi  del  fattore  irriduttibile  di  un  equazione  binomia;  vale  a  dwe 
di  quel  fattore  che,  eguagliato  a  zero,  ha  per  radici  tutte  ed  e*se  , 
aoltanto  le  radici  primitive  di  quell'equazione.   11  Cauchy  diede  ' 
per  il  primo  un  metodo  per  trovare  l'espressione  del  dettofattort 
nel  caso  generale  in  cui  il  grado  dell'equazione  binomia  e  an  ' 
numero  composto  qualunque;  ma  questo  metodo  noo  e  diretto. 
o  per  parlare  piü  esattamente  non  porge  il  mezzo  per  calcolare  I 
immediatamente  i  coefficienti  del  fattore;  meotre  risulta  da  m 
funzione  di  forma  frazionaria,  la  (juale  esige  divisioni  ed  alfri  sri-  I 
luppi,  per  cui  resta  ignorata  la  legge  de'  coefficienti  medesimi. 

Piü  tardi  l'illustre  Dirichlet  ottenne  di  far  emergere  quel  Tat-  I 
tore  dal  prodotto  di  due  altri  fattori  incommensurabtli,  che  deter« 
mina  con  grande  eleganza;  ma  la  soluzione  del  Dirichlet  m «  1 
generale,  essendo  limitata  al  caso  in  cui  il  grado  deU'eqoaziooc 
binomia  e  un  numero  düpari,  e  di  piü  risultante  dal  prodotto  di  I 
numeri  prirai  disuguali,  cosicche  niuno  di  essi  vi  si  trovi  a  potet.» 
superiore  alla  prima. 

Si  domanda  adunque  una  formola  che  potesse  dare  espücit* 
mente  il  coefficiente  di  un  termine  qualunque  del  fattore  irridutti- 
bile.  Ol  ancbe  di  rendersi  generale  la  soluzione  del  Dirichlet. 

Condizioni,  1°.  Le  memorie  dovranno  essere  scritte  n 
italiano,  latioo,  o  francese,  e  dovranno  inviarsi  al  Segretario  dett* 
Accademja  non  piü  tardi  del  mese  di  marzo  del  1868. 

2°.  Esse  non  debbono  portare  il  nome  dell'Autore,  e  debbooo 
essere  distinte  con  un  raotto  il  quäle  dovra  essere  ripetuto  sopn 
una  Scheda  suggellata  che  conterrä  il  nome  dell'Autore. 

3°.  Le  memorie  premiate  saranno  pubblicate  negli  Atti  deU'Aoca- 
demia,  e  gli  Autori  avranno  dritto  a  cento  copie  delle  medesaw 

4°.  Tutte  le  memorie  inviate  pel  concorso  ai  premii  si  cod« 
serveranno  nell'Archivio  dell'Accademia,  e  soltanto  si  permefltf* 
di  estrarne  copia  a  chi  le  avrä  presentate. 
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